LINEARIS ALGEBRA

(KOZGAZDASZOKNAK)

10A104

3. FELADATSOR

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

3.1. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss-eliminédcioval és elemi bézis-

transzformaéacioval is.
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A linedris egyenletrendszer kiegészitett métrixara végrehajtott Gauss-eliminacié utolso
1épését (matrixat) adjuk meg, a nem csak 0-dkat tartalmazd sorok elsé 0-t6l kiillonbozd eleme 1, és ezen
1-esek felett is , kinulldztuk” az elemeket (igy konnyen leolvashaté a megoldds).
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A feladat (i) részének részletes megolddsa elemi bézistranszforméciéval:
0. ‘ X1 X2 X3 X4 Xsp ‘ b 1. ‘ X2 X3 X4 X5 ‘ b
el |22 -1 1 2 3712 xi|—-3 7 1 3 ]1
e 6 =3 2 4 513 e2| 0 -1 =2 —4]-3
e3| 6 -3 4 8 139 e3| O 1 2 413
es | 4 =2 1 1 2|1 es| 0 —1 -3 —4]-3



2 ‘ X2 X4 X5 b 3. ‘ X2 X5 ‘ b
1 T T T T T
x1|—3 0 —3|—3 1| -3 3|72
e; | O 0 0 0 ex | O 0 0
x3 | O 2 4 3 x3| 0 4 3
es| 0 =1 0 0 x4 | O 0 0
Az egyenletrendszerek dltalanos megoldasa:
Szabad véltozok | Kotott valtozdk Alt. mo.
(a) — X1,X2,X3 X1 =%x2=—1, x3=2
(b) — X1,X2,X3 X1 =2, xa =—3, x3 =—1
(c) — — nincs megoldés
(d) — X1,X2,X3 X1 :3) XZ:1) )(3:_‘I
(e) X3 X1yX2yX4 X1 = —X3, X2 = O, Xq4 = 1
(f) — X1y,X2,X3 x1=x2=1,x3=3
(2) X2,X4 X1,X3 X1 =17—=3x2+3x4, X3 =4+ x4
(h) — X1yX2yX3,X4 X1 :2) X2 :_3) X3 :_3/2> X4 = ]/2
(i) X2, X5 X1,X3,X4 x1 =—1/24+1/2x2 +1/2x5, x3 =3 —4x5, x4 =0

- videdk: | 3.1(f)(h) Gauss

3.1(f)(h)EBT |

2

3.2. Feladat. Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket Gauss-eliminédcioval és elemi bézis-
transzformaciéval is.

3a. — 4b + ¢ — 2u + 3v = -1
(a) ¢ 2a — 3b — ¢ + 3u + v = 11
5a. — 7b + u + 4 = 10
a—b+u = 1
(b) at+tc—v =
b+v+w = 3
(a) Gauss-elimindcidval:
3 4 1 =2 3| -1 10 7 —18 5| —47
2 =3 -1 3 1|1 ~-e~ 0O 1 5 =13 3|-35
5 =7 0 1 4110 000 0 0] O

Az altaldnos megoldéds: a = —47 —7c¢ +18u—>5v, b = —-35—5¢c + 13u—3v (c,u,v € R).

Elemi bazistranszformacioval:

0.]a b ¢ ulv l.|la b u v|b 22]a b v |b
e7 |3 4 1 =213 c |3 4 -2 3|-1 c |13 —18 11|19
e |2 =3 —1 3 |1 e2|5 —7 1 4110 ulb5 -7 4110
es|5 —7 0 1|4 e |5 —7 1 4|10 x| 0 0 00

Az 4ltalanos megoldés: ¢ =19 —13a+18b—11v, u=10—5a+7b —4v (a,b,v € R).

(b) Gauss-elimindciéval:

-1 0 1 0 01 10 0 1 1 1 4
1 0 -1 02 |~---~| O 1T 0 O 1 1 3
1 0 0 1 113 o0 1 -1 =2 —1|=2
Az dltaldnos megoldds: a=4—u—v—w, b=3—-v—-w, c=-24+u+2v+w (4,v,w € R).
Elemi bazistranszformacioval:
0.]a b cu v wlb I.|b ¢ u v wl|b
e7 |1 =1 0 1 0 011 al—-1 0 1 0 011
e 1 0 1 0 —1 012 e | 11 =1 =1 0|1
e/ 0 1T 0 0 1 113 e3| 1 0 O 1 113


http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/LER_Gauss_3-1f/practice.html
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/LER_EBT_3-1h/practice.html

2 ‘ c u  vow ‘ b 3. ‘ u vow ‘ b
a 1 0o -1 012 a| 1 1 1 4
b 1T =1 =1 0|1 b| 0 1 1 3
ez | —1* 1 2 112 c|—-1 -2 —1|-=2
Az dltaldnos megoldds: a=4—u—v—w, b=3—-v—-w,c=-24+u+2v+w (n,v,w € R).
~ videdk: | 3.2(a) | | 3.2(b) |
~ pdf fajlok: | 3.2(a) | | 3.2(b) |

3.3. Feladat. Dontsiik el, hogy (1,—1,2,3) megoldésa-e az

X1 —2% +x3 —2x4 = —1
21 +x2—%x3+x4 = 2
X1+ 3x2 —2x3 + 3x4

—_—

linedris egyenletrendszernek.

MEGOLDAS. | Nem.

3.4. Feladat. Ellenérizziik, hogy (1,—1,2,1) megolddsa az

X1 —2% +%x3—2x4 = 3
2x1+x2—x3+x4 = 0
X1 +3x —2x3+3x4 = —3

linedris egyenletrendszernek. Hogyan kaphat6 meg épp ez a konkrét megoldds az (egyik) &ltaldnos meg-
oldasbol?

Az egyenletrendszer (egy) dltaldnos megolddsa:

3+x3 —6+ 3x3 — 5%x4
G

ha x3 = 2 és x4 = 1, akkor éppen a szébanforgd konkrét megoldéast kapjuk.

X1 (X3)X4 €R),

3.5. Feladat. Hatarozzuk meg az a és b valds paraméterek Gsszes olyan értékét amelyekre az alabbi
egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van.

X1 —%xX2+3x3 = 2
—X1+2x2 —5x3 = 1
2x2+bx3 = 6
—2x1+x2+bxy = a

Az egyenletrendszernek pontosan akkor van egyetlen megoldédsa, ha b # —4 és a = —7.

Ekkor x1 =5, x2 =3 és x3 = 0 az egyetlen megoldas.

3.6. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy az alibbi egyenletrendszereknek az a valds paraméter fliggvényében
hény megoldasa van.

X1 —xX2+2x3 = 3 X1 —%x2+2x3 = 3
(a) ¢ axa+(a®?+a)x3 = a+1 (b) < (a+1)x2+ax3 = a—1
ax3 = a—1 (a?2—a)x3 = a
X1 —%X2+2x3 = 3 X1 —2x2+x3 = 1
(c) (a+T)x2+ax3 = a-—1 (d) X1 —X2+x3 = 3
(a24+2a—3)x3 = a?—3a+2 x1—2x2+(a?—8)x3 = a+4
X1 —X2+x3+axg = 1
() x1+(T—axs+(a—1)xqg = 2
x1—axz3+(a—2)xq4 = 1
—axy +axy +2ax3 +2x4 = 3a—1
‘ A megolddsok szama ‘ A megoldasok szama ‘ A megoldasok szama
(a) | a#0 (egy mo.) (b) | a#0,+£1 (egy mo.) (¢) | a#—3,4£1 (egy mo.)
a =0 (nincs mo.) a =0 (oo sok mo.) a=1 (oo sok mo.)
a = =£1 (nincs mo.) a =—3,—1 (nincs mo.)


https://youtu.be/HO3jocXYKo8
https://youtu.be/nyeTzDWvfF4
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.2a.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.2b.pdf

‘ A megoldasok szama ‘ A megoldasok szama

(d) | a## +3 (egy mo.) (e) | a#1,2 (egy mo.)
a =3 (nincs mo.) a =2 (nincs mo.)
a = —3 (oo sok mo.) a =1 (oo sok mo.)

~ videdk: | 3.6(d) |, | 3.6(e) |

~ pdf fajlok: | 3.6(d) |, | 3.6(e) |

3.7. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allitas.
(a) Ha egy linedris egyenletrendszernek nincs megolddsa, akkor a bévitett matrixdnak lépcsos alakjaban
van ellentmondé sor. (Igaz)

(b) Ha egy linedris egyenletrendszer métrixdnak tobb oszlopa van, mint sora, akkor vagy nincs meg-
olddsa, vagy végtelen sok megolddsa van. (Igaz)

(¢) Lineéris egyenletrendszer barmely véaltozéja lehet szabad véltozé. (Hamis)

(d) Van olyan linedris egyenletrendszer, amelynek végtelen sok megolddsa van, és minden megoldésa
csak egész szdmokat tartalmaz. (Hamis)

(e) Csupa nulla sort nem tartalmazé 1épcsés matrixnak nem lehet t6bb sora, mint oszlopa. (Igaz)
(f) Ha egy linedris egyenletrendszer osszes konstansa 0, akkor van megolddsa. (Igaz)

(g) Ha egy linedris egyenletrendszer elemi bazistranszformaciokkal valé megoldasa sordn az
X2 ‘ 0 0 ‘ -2

sort kapjuk, akkor az egyenletrendszernek nincs megolddsa. (Hamis)

(h) Ha egy linedris egyenletrendszernek megoldédsa a (0,0,...,0) valés szdm-n-es, akkor az egyenlet-
rendszer homogén. (Igaz)

Van olyan linedris egyenletrendszer, amelynek megolddsa csak irracionélis szédmot tartalmaz. (Igaz)
Létezik olyan linedris egyenletrendszer, amelynek pontosan 2018 megolddsa van. (Hamis)
Ha egy linedris egyenletrendszer métrixa szimmetrikus, akkor legaldbb egy megolddsa van. (Hamis)

Ha egy linearis egyenletrendszer kiegészitett matrixanak determinédnsa 0-tél kiilonb6z6, akkor pon-
tosan egy megolddsa van. (Hamis)

’ A 3.8-18. Feladatokban a megadott négy valaszbdl csak az egyik helyes, dontsiik el, melyik.

3.8. Feladat. Az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6 Cramer-szaballyal, ha ...

a) az A métrix szimmetrikus, és determinénsa 0.

b) az A mdtrix négyzetes, és determindnsa nem 0.

c) az AT métrix szimmetrikus, és determindnsa 0.

d) az A matrix négyzetes, szimmetrikus és determinansa 0.

(
(
(
(

(b)

3.9. Feladat. Egy adott kétismeretlenes lineédris egyenletrendszernek tudjuk, hogy pontosan egy meg-
oldésa van. Ekkor az egyenletrendszer bovitett matrixanak 1épcsés alakja ...

(a) csak egy nemnulla sorbdl dllhat. (b) csak két nemnulla sorbdl allhat.
(c) csak hdrom nemnulla sorbdl éllhat. (d) tetszdleges sok nemnulla sorbdl &llhat.

(b)

3.10. Feladat. Ha két linearis egyenletrendszernek ugyanaz az altalanos megoldasa, akkor ...

(a) a két egyenletrendszer csak ugyanaz lehet.
(b) a két egyenletrendszer nem egyezhet meg.


https://youtu.be/5WcxLOqyjgw
https://youtu.be/NFw_l-OdZaM
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.6d.pdf
http://www.math.u-szeged.hu/~dorman/Main/Teaching/linalggtk/segedanyagok/3.6e.pdf

(c) a két egyenletrendszerben ugyanannyi egyenlet van.
(d) a két egyenletrendszerben ugyanannyi kiilonboz6 ismeretlen jelenik meg.

(@

3.11. Feladat. Prébélgatassal talaltunk két megolddsat egy adott linearis egyenletrendszernek. Ekkor
biztosan tudjuk, hogy ...

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 2 valamely konkrét pozitiv egész szam.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.

(c) az egyenletrendszer ellentmondg.

(d) az egyenletrendszernek pontosan két megolddsa van.

(b)

3.12. Feladat. Egy linedris egyenletrendszer Gauss-eliminaciéval oldunk meg, és a bdévitett matrix
lépcsGs alakjanak utolsé sora: ( 0 01 o0 ‘ 2 ) Ekkor ...

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szam.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.

(c) az egyenletrendszer ellentmondd.

(d) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(b)

3.13. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert Gauss-eliminaciéval oldunk meg, és a bOvitett matrix

0O 0 1 0|2
00 0 0 1).Ekkor...

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szédm.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
(c
(d

1épcsos alakjanak utolsé két sora: (

)
) az egyenletrendszer ellentmondd.
) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

©)

3.14. Feladat. Egy linearis egyenletrendszert elemi bazistranszforméciéval oldottunk meg, és az utolsé

X2 b
T 15 Ekkor ...

(a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szédm.
(b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
(c
(d

1épés utan a kovetkezdt kaptuk:

)
) az egyenletrendszer ellentmondd.
) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(b)

3.15. Feladat. Egy linedris egyenletrendszert elemi bazistranszforméciéval oldottunk meg, és az utolsé

X2 b
lépés utan a kovetkezdt kaptuk: ey | 0 | —2 . Ekkor ...
X1 1 5

a) az egyenletrendszernek k darab megolddsa van, ahol k > 1 valamely konkrét pozitiv egész szdm.
b) az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van.
c) az egyenletrendszer ellentmondé.

d) az egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van.

(
(
(
(

(©)

3.16. Feladat. Ha egy 5 ismeretlenes linearis egyenletrendszer 7 egyenletbdl all tigy, hogy egyik egyenlet
sem szerepel kétszer, akkor ...

(a) az egyenletrendszer ellentmondo.
(b) az egyenletrendszernek legfeljebb egy megolddsa lehet.
(c) az egyenletrendszernek végtelen sok megoldédsa van.



(d) az egyenletrendszernek nulla, egy vagy végtelen sok megolddsa van.

(@)

3.17. Feladat. Ha az Ax = b linedris egyenletrendszer A maétrixa négyzetes, és a determinansa O,
akkor ...

(a) az egyenletrendszer biztosan megoldhaté.

(b) az egyenletrendszer biztosan nem oldhat6 meg.

(c) az egyenletrendszer csak elemi bazistranszformdcidval oldhaté meg.
(d) az egyenletrendszer nem oldhaté meg Cramer-szabdllyal.

(@

3.18. Feladat. Az ax; + bx, = 0 linedris egyenletrendszernek ...
(a) nincs megolddsa, ha a=0,b =1. (b) nincs megolddsa, ha a =b = 0.
(c) végtelen sok megolddsa van, ha a =b =1. (d) nincs megolddsa, ha a=b =1.

(©)

inl m [ w)
NEHEZEBB FELADATOK

3.19. Feladat. Legyen n > 2 természetes szam. Oldjuk meg a kivetkezo linedris egyenletrendszert, ahol
a tetszoleges valds szam.

ax; +  x2 +  x3 + +  xn = 1
X1 + axy + X3 + + Xn = 1
X1 + x2 4+ axz + + xp = 1
X1 + X2 + X3 + ... + axn, = 1
3.20. Feladat. Altaldnos megoldasa-e az
X1 — X2 4+ 2x3 + x4 = 3
X1 + 2x2 + X3 + 2x4 + x5 = 2
2x1 + x2 + 3x3 + 3x4 4+ x5 = 5

linearis egyenletrendszernek a kovetkezd: x1, x3, x4 kotott ismeretlenek, x,, x5 szabad ismeretlenek és

X1 = —2 —5x%3, x3 =2+ 3xa, x4 =1 —x57

3.21. Feladat. Tekintsiik az

X1 — X2 4+ 3x3 — x4 + 3x + x¢ = 1
X1 + 2x2 4+ x3 — 3x4 + 2x5 + X6 = 3
X1 + X2 + x3 — 4xq4 + Sxs + 2x¢ = 3

linearis egyenletrendszert. Van-e olyan altaldnos megoldasa a fenti egyenletrendszernek, melyben a kotott
ismeretlenek éppen

(a) x2, x4 és x57

(b) x1, x3 és x57

Adj meg olyan altaldnos megoldast, melyben az x1, x3 és x5 ismeretlenek a szabadok.




