LINEARIS ALGEBRA

(KOZGAZDASZOKNAK)
10A104 1. FELADATSOR
MATRIXOK
1.1. Feladat. Legyen
1 2 1
A—G _22 _31) B=[-1 1], c=(1 20, D=|[|-1],
1 3 2
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Szamitsuk ki az aldbbi métrixokat (amennyiben léteznek):

0 0.4

(a) A+B,A+F, 2B, BT, DT; (b) AB, BA, CB, BC, DC, CD;
(c) BF, E2, GH, EBT, ETA, DTCT; (d) (A+B)C, (A+BT)D, AD +B'D.
1 3 =5
1.2. Feladat. Szamitsuk ki az f = x? + 3x — 4 polinom helyettesitési értékét az A = |4 —2 6
3 1 2
helyen.

1.3. Feladat. Legyen A = . Adjuk meg az Gsszes olyan B matrixot, amely felcserélhetd A-val,

11
0 1
azaz amelyre AB = BA teljesiil.

1.4. Feladat. Egy gazdasagban a munkanélkiiliek és a dolgozdk kozotti atmenetet a kdvetkez6 matrix

irja le (1 éves idétavon):
0.9 03
0.1 0.7)°

A madtrix oszlopai a jelenlegi dolgozdknak / munkanélkiilieknek felelnek meg, a sorok pedig a véltozdsnak.
Tehat a fenti matrix azt jelenti, hogy egy év alatt a dolgozdk 90%-a dolgozd marad, 10%-a munkanélkiilivé
valik, a munkanélkiiliecknek pedig 30%-a taldl munkét és 70%-a marad munkanélkiili. Jelenleg 8 000 000
dolgoz6 és 2 000 000 munkanélkiili van. Mekkora lesz a munkanélkiiliségi rétaEI a gazdasagban 1, 2, illetve
4 év milva? Van-e egyensilyi helyzete a munkanélkiiliségi ratdnak (vagyis olyan rdta, amely véltozatlan
marad)?

Plusz gondolkodnivalé: mi torténik, ha a modellbe bevessziik a lakossag nemekre osztasat is? Igaz-e,
hogy ekkor is egyértelmii a munkanélkiiliségi rata egyensilyi helyzete?

Tetszbleges n € N-re és 1 < k < n-re legyen

k-adik komp.

exn=1(0...0 1 0...0  eR™" & 1,=( ... 1" erR™".

1.5. Feladat. Egy orsziggyiilési valasztason a tizendt szavazokorzetben hat jeloltre lehet szavazni. Az
érvényes szavazatok megoszlasit az A = (ai,j )6x 15 matrix tartalmazza, amelynek a; ; eleme azt mutatja
meg, hogy az i-edik jeldltre a j-edik korzetben hanyan szavaztak. Milyen jelentést tulajdonithatunk a
kovetkezd kifejezéseknek:

1A munkanélkiiliségi rita nem miss, mint a munkanélkiiliek szidménak és a munkaer8-alloménynak a hanyadosa,
szézalékos forméban kifejezve. (Forrds: [Wikipédial)


https://hu.wikipedia.org/wiki/Munkan%C3%A9lk%C3%BClis%C3%A9g

(a) e1T,6~A~115; (b) 1 - A - es,157

frja fel matrixaritmetikai jelolésekkel, hogy a masodik jeloltre a hatodik korzetben leadott szavazatok
szama hany szdzaléka az Osszes érvényes szavazatnak.

1.6. Feladat. Egy aruhdzban tizenkét féle dobozos sort tartanak. Az elmilt év juliusdban regisztraltak
a napi fogyast: az A € R3"*12 mitrix i-edik sordnak j-edik eleme azt jelenti, hogy julius i-edik napjan
hény darab fogyott a j-edik fajta sorbél. A b € R'*12 métrix a sérok egységarait tartalmazza. Milyen
jelentést tulajdonithatunk az aldbbi kifejezéseknek:

(a) e:?)r,.%] “A-bT; (b) 11, - A; (c) A-1927

Irja fel métrixaritmetikai jelolésekkel, hogy mennyi az 6t6dik fajta sorbdl szdrmazé drbevétel jiliusban.
1.7. Feladat. Dontsiik el, hogy igaz vagy hamis az allités.

) Bérmely A maétrix esetén AAT létezik.

) Barmely A matrix esetén AAT egy négyzetes matrix.

) Bérmely A matrix esetén AAT és ATA azonos méretii négyzetes matrixok.

) Barmely A és B (n x n)-es matrix esetén AB és BA azonos méretii négyzetes métrixok.
) Bérmely A és B métrix esetén ha A + B létezik, akkor AB is.

) Barmely A és B matrix esetén ha A + B létezik, akkor ABT is.

) Barmely A és B (n x n)-es matrix esetén AB = BA.

) Bérmely A matrix esetén (AT)T = A.

) Ha egy mdtrix szimmetrikus, akkor négyzetes.

) Ha az A és B matrixokra AB = BA teljesiil, akkor az A és B mdtrixok négyzetesek.

)

Barmely A és B azonos méretii négyzetes méatrixok esetén
(A+B)(A—B)=A*—B>

(1) Ha az A és B azonos méretli négyzetes matrixok esetén

(A+B)(A—B)=A?—-B?

teljesiil, akkor A = B.

’ Az 1.8-17. Feladatokban a megadott négy valaszbdl csak az egyik helyes, dontsiik el, melyik.

1.8. Feladat. Legyen az A madtrix (2 x 3)-as valdés matrix.

a) Az €s szorzatok definialtak.

(a) Az AAT és ATA k definidltak

(b) Az AAT és ATA szorzatok nem definidltak.

(c) Az AAT szorzat definidlt, de az ATA szorzat nem definialt.
(d) Az AAT szorzat nem definidlt, de az ATA szorzat definialt.

1.9. Feladat. Legyenek adottak az A € R?*3, B € R3*3 és C € R*** matrixok. Ekkor ...

(a) az ABC szorzat definidlt. (b) a CTAB szorzat definidlt.
(c) az ABE3C' szorzat definilt. (d) a BATCT szorzat definidlt.

1.10. Feladat. Legyenck adottak az A € R>*3, B € R3** és C € R**2 matrixok. Ekkor ...

(a) az ABC = CAB egyenléség teljestil. (b) az (AB)C = A(BC) egyenléség teljesiil.
(c) az AB + BC 0sszeg definiélt. (d) a BCAB szorzat nem definiélt.

1.11. Feladat. Ha A € R™™ (m,n € N), B € R**! (k,€ € N) és

(a) n =k, akkor A + B létezik. (b) m =n =k ={, akkor AB = BA.
(c) m=n =k =1, akkor AB — (BA)T létezik. (d) m=n=%k=1 akkor (B+A)" = AB.



1.12. Feladat. Mely madtrixokra teljesiil az A(B 4+ C) = AB + AC egyenldség?

) Ac RZOOOXZO]S, Be RZ(HSXZOZ] és C e RZO]SXZOZ]_
Ac R2004><2012 B e RZO]ZXZO]G és C ¢ RZOIGXZOZO
R .

(a
(b)
(C) Ac R]OX]OOO7 B e R100x100 ¢ Ce R100x10
(d) A € R34 B € R3* &5 C € R34,

1.13. Feladat. Az A € R2018x2019 mgtrixra (AT)T = A teljesiil. Ekkor . ..
)

(a) A+ AT =2A. (b) A feliilrél trianguldris.
c) A szimmetrikus. d) A? nem definidlt.
(c)

1.14. Feladat. Az A, B € R™*™ mitrixokra (A + B)(A — B) = A% — B? teljesiil. Ekkor ...
(a) A trianguldris (b) AB= (AT +BT)T.  (c) A és B felcserélheté. (d) AT =B.

1.15. Feladat. Az A, B € R™*™ maétrixokra (A + B)? = A2 4+ 2AB + B? teljesiil. Ekkor ...
)

(a) A Vagy B az egységmatrix. (b) A vagy B a zérusmatrix.
(

c) AB = (AB)". (d) AB=(ATBT)T.

vagy B az egységmatrix. (b) A vagy B négyzetes.
vagy B diagonilis. (d) A vagy B a zérusmaétrix.

a

)
1.16. Feladat. Az A, B € R™ ™ métrixokra (A + B)? = A2 + AB + BA + B? teljesiil. Ekkor ...
) A
c) A

(
(

1.17. Feladat. Az (Es)* matrix milyen k-ra (k € N) lesz diagonalis?
)

(a) Csak alsé trianguldris lesz barmely k € Nesetén. (b) Csak k € {1,2} esetén.
(c) Csak k €{1,2,3,4,5} esetén. (d) Bérmely k € N esetén.
finl m [ wk

NEHEZEBB FELADATOK

1.18. Feladat. Elemezziik az (AB)3 = A3B3 egyenléséget értelmezhet6ség szempontjabol.

(a) Eléfordulhat-e, hogy az egyenldség egyik oldala létezik, de a mésik oldal nem?
(b) Eléfordulhat-e, hogy mindkét oldal 1étezik, de kiillonb6z8 méretiiek?

1 2
-1 -1
A-val, azaz amelyre AB = BA teljesiil.

1.19. Feladat. Legyen A = . Adjuk meg az Osszes olyan B matrixot, amely felcserélhetd

1.20. Feladat. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan (2 x 2)-es valds métrixot, amelynek négyzete a nullméatrix.

1.21. Feladat. TetszOleges n természetes szamra szamitsuk ki az aldbbi matrokat:

@ (5 0) o (2 ) @1 o)

1.22. Feladat. Legyen A olyan (n x m)-es métrix, melyre igaz, hogy minden oszlopdban az elemek
osszege 1. Ha v (n x 1)-es oszlopmatrix, akkor jeloljik |[v||-vel v elemeinek az Osszegét. Igazoljuk, hogy
barmely v (n x 1)-es oszlopvektorra |Av|| = ||v|| teljesiil.

1.23. Feladat. Legyen A olyan (n X m)-es métrix, melyre igaz, hogy minden oszlopdban az elemek
osszege 0. Igazoljuk, hogy van olyan v (n x 1)-es oszlopvektor, melyre Av = 0 teljestil.

1.24. Feladat. Négyzetes métrix nyoménak nevezziik és Trace(A)-val jeloljiik a féatldjaban 1év6 elemek
Osszegét. Igazoljuk, hogy ha A és B azonos méretii négyzetes matrixok, akkor Trace(AB) = Trace(BA).

1.25. Feladat. Legyen A valés matrix és tegyiik fel, hogy az AAT matrix nyoma 0. Hatdrozzuk meg
A-t.
1.26. Feladat. Teljesiilnek-e az aldbbi egyenléségek tetszéleges A és B (n x n)-es métrixok esetén
(neN)?

(a) (A+B)(A—B)=A?-B%, (b) (AB)T =ATBT,; (c) ASAt = Ast (s,t € N).




