"B” tételek

Az itt szerepl6 tételeket be kell bizonyitani, a bizonyitdshoz a koriabban
kimondott tételeket, segédtételeket, lemmakat fel lehet haszndlni.

1. Legyen A egy nemiires halmaz. Ha p C A x A ekvivalenciarelécid, akkor
A/p osztalyozéas az A halmazon. Ha pedig C' C P(A) osztalyozés, akkor az
apb <= dB € C : a,b € B formuldval definialt relacié ekvivalenciarelacié az
A halmazon. A most megadott ”ekvivalenciarelacié — osztélyozas” illetve
7 osztalyozas — ekvivalenciareldcié” megfeleltetések egymas inverzei.

2. (Euklideszi algoritmus.) Tetszéleges nemnulla a, b egész szamokon
végrehajtva az euklideszi algoritmust az véges lépésben véget ér, és az utolsd
nemzérus osztasi maradéka a és b legnagyobb kozos osztéjat adja.

3. (Diofantoszi egyenlet) Tetszbleges adott nemzéré a, b, ¢ egész szamok
esetén az axr + by = ¢ diofantoszi egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg,
ha In.k.o.(a,b)|c. Ha (x0,y0) egy megoldds, akkor barmely t egész szdmra az
alabbi (z,y) par is megoldés, tovabba minden megoldas eléall ilyen alakban
t alkalmas megvélasztasaval.
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4. (Kinai maradéktétel) Ha az x = a; (mod m;), (1 < i < k) linedris kon-
gruenciarendszerben a modulusok paronként relativ primek, akkor a kongru-
enciarendszer megoldhatd, és altalanos megoldédsa x = Zle a; M;y; (mod M),
ahol M =mq,...,my, M; = mMZ és y; megoldasa az M;y; = 1 (mod m;) kon-
gruencianak.

5. (Euler-Fermat—tétel) Tetszéleges a, m egész szamok esetén ha m > 2
és In.k.o.(a,m) = 1, akkor a®"™ =1 (mod m).

6. (Primitiv gyokok primmodulusra) Ha p prim, és d|p—1, akkor pontosan
©(d) szamu inkongruens d-edrend(i egész szam létezik modulo p. Kévetkezésképp
osszesen p(p — 1) szamu inkongruens primitiv gyok létezik modulo p.

7. (Négyzetes reciprocitas tétele) Ha p és ¢ kiilonb6z6 paratlan primek,
akkor



8. (Mobius-féle megforditasi képlet) TetszOleges f és F' esetén F(n) =
> J(d) akkor és csak akkor teljesiil minden n természetes szdmra, ha
f(n) =2 g, F(d)u() teljesiil minden n természetes szémra.

9. (Tokéletes szamok) Egy paros szdm akkor és csak akkor tokéletes, ha
2P~1(2P — 1) alakdi, és itt 2”7 — 1 primszéam (ez pedig csak akkor lehetséges,
ha p maga prim).

10. (Primitiv pitagoraszi szamhérmasok) Ha (z,y, z) primitiv pitagoraszi

szamharmas, akkor z és y kozil az egyik paros, a masik paratlan. Ha

mondjuk z péros, akkor a szamhérmas megkaphaté = = 2mn, y = m? —

n?, z = m? + n? alakban, ahol m > n > 0, tovdbbd m és n kiilénbozd

parossaguak és egymashoz relativ primek.



