56. feladat® Melyik az a legkisebb természetes szam, amelynek pontosan 25 osztéja van?

57. feladat® Mennyi lehet az n természetes szam értéke, ha o (n) = 3077

58. feladat® Oldja meg a pu (x) + 2 = u (6x) egyenletet a természetes szamok halmazén.

59. feladat Igazolja, hogy az n = 1,2 esetek kivételével ¢ (n) sosem pdratlan.

60. feladat Oldja meg a ¢ (2n) = n egyenletet a természetes szdmok halmazin.

61. feladat Oldja meg a ¢ (n) =n — 2 egyenletet a természetes szdmok halmazan.

62. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdmra teljesiil a ¢ (n?) = ne (n) egyenléség.
63. feladat Melyek azok a természetes szdmok, amelyeknek pédratlan sok osztdjuk van?

T(n)

64. feladat Mutassa meg, hogy az n szdm osztéinak szorzata n~ 2

65. feladat Igazolja, hogy minden n természetes szdmra 7 (n)+¢ (n) < n+1. Mikor &ll fenn egyenl8ség?
66. feladat Igazolja, hogy minden n természetes szamra 7 (n) - ¢ (n) > n. Mikor 4ll fenn egyenl8ség?
67. feladat Bizonyitsa be, hogy 3 | o (3n — 1) minden n természetes szdmra.

68. feladat Oldja meg a o (n) = n + 3 egyenletet a természetes szdmok halmazan.

69. feladat Oldja meg az n + 7 (n) = o (n) egyenletet a természetes szdmok halmazdn.

70. feladat Mutassa meg, hogy a o (n) fliggvény grafikonjédban tetszélegesen mély volgyeket lehet taldlni,
azaz minden h természetes szdmhoz létezik olyan n, amelyre o (n — 1)—o (n) > héso(n+1)—o(n) > h
teljestl.

71. feladat Mennyi lehet n értéke, ha ¢ (n) =40, és o (n) =n + 17

72. feladat Bizonyitsa be, hogy ha n péaratlan szdm, akkor p (n2 + 3) =0.

73. feladat Legyen p1 p2,...,pn az elsd n primszdm. Az ¢ = —1 (modp?),z = —2 (modp?),...,
z = —n (modp2) kongruenciarendszer vizsgdlatdval mutassa meg, hogy a {u(n)}2> , sorozatban

tetsz6legesen hosszi nulldkbdl 4ll6 blokkok taldlhatdék.

74. feladat® Jeldlje az f gyengén multiplikativ szamelméleti fliggvény Gsszegzési fiiggvényét F. Hatérozza
meg F (45) értékét, ha f(3) =2, f(5) =7, f (45) = 21.

75. feladat® Jeldlje az elézé feladatbeli f fiiggvény megforditdsi fiiggvényét ¢. Hatdrozza meg £(45)
értékét.

76. feladat Hatdrozza meg a p(n) = % szamelméleti fliggvény Osszegzési fliggvényét, és irja réd fel a
Mobius-féle inverziés formulét.

(e

logp, han=p® (p primszdm)

0, ha n nem primhatvany
méleti fliggvény (Mangoldt-féle fliggvény) Osszegzési fliggvényét, és irja ra fel a Mobius-féle inverzids
formulét.

77. feladat Hatdrozza meg a A (n) = { képlettel definidlt szdmel-

n

78. feladat Bizonyitsa be, hogy minden n természetes szdmra > 7(d) 5 = > o (d). (Utmutatds: iga-
dln dln

zoljuk, hogy mind a bal-, mind a jobboldal multiplikativ szdmelméleti fiiggvényt hatdroz meg. Ezutdn

elegendd primhatvdnyokra igazolni az egyenl8séget.)

79. feladat Adjon j (egyszeriibb) megolddst az eléz6 feladatra a konvolicié miveletének asszocia-
tivitasara tamaszkodva.

SZAMELMELET FELADATOK

(a rutinfeladatok ©-val vannak jelélve)

1. feladat® Adja meg az A = {2,3,8,9,14,15,19, 26} alaphalmazon értelmezett
p={(a,b) : a és b nem relativ prim} C A x A
ekvivalenciareldciéhoz tartozé osztalyozést.

2. feladat Hény ekvivalenciarelicié adhaté meg egy kételemii alaphalmazon? Es harom- illetve négye-
lemi halmazon?

3. feladat Megadhaté-e egy 8 elemii alaphalmazon olyan ekvivalenciareldcié, amely pontosan 40 elem-
parbdl all?7 Es olyan, ami pontosan 41 elempéarbdl 4117

4. feladat® Rajzolja fel az (A;|) részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjét, és hatdrozza meg a minimalis,
maximadlis, legkisebb, legnagyobb elemeket, ahol A = {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

5. feladat Rajzolja le az Osszes 2,3 illetve 4 ponti Hasse-diagramot.

6. feladat Van-e olyan n természetes szdm, amelyre n pozitiv osztéinak (beleértve az 1-et és magdt
n-et is) Hasse-diagramja a kovetkez8? Hény megoldds van? (A rendezési reldcié természetesen az
oszthatdsag.)

a b

7. feladat Rajzoljon olyan Hasse-diagramot, amelyben egyetlen minimélis elem van, de nincs legkisebb
elem.

8. feladat Jeldlje Eq(A) az A halmazon értelmezett ekvivalenciareldciék halmazédt. Az ekvivalencia-
relacidk is halmazok, ezért van értelme megkérdezni, hogy egy ekvivalenciareldcié részhalmaza-e egy
madsiknak. Tehdt az Eq(A) halmazon a C reldcié részbenrendezés. Rajzolja fel A = {a,b} illetve
A = {a,b,c} esetén ennek a részbenrendezett halmaznak a Hasse-diagramjat. (Utmutatés: Célszerii az
ekvivalencidk helyett az osztilyozasokat tekinteni. Elég egy pillantdst vetni az osztdlyozdsokra és maris
latjuk, hogy az egyik ekvivalencia része-e a mésiknak. Hogyan?)

9. feladat Mi az (Eq(A);C) részbenrendezett halmaz legkisebb eleme? Es mely ekvivalenciarelacick
vannak kozvetlentil a legkisebb elem {616tt? (Lasd az eléz6 feladat jeloléseit és itmutatdsat.)

10. feladat® Adja meg a ¢ : N — No, n +— [2] leképezés magjat.
11. feladat Igazolja, hogy barmely leképezés el6all egy sziirjektiv és egy injektiv leképezés szorzataként.

12. feladat Legyenek ¢ : A — B és ¥ : B — C tetszOleges leképezések, és legyen x = ¢ o 1b. Mutassa
meg, hogy ker ¢ C ker x.

13. feladat Legyenek ¢ : A — B és x : A — C tetszbleges leképezések. Bizonyitsa be, hogy ha
ker ¢ C kerx, akkor létezik olyan 1 : B — C leképezés, amelyre x = ¢ o 1. (Hasonlitsa Ossze az
allitdst az elézd feladattal.)

14. feladat® Hatdrozza meg mindazokat az a,b természetes szdmokat, amelyekre (a,b) = 22 és
la, b] = 264 teljestl.



15. feladat Mely c,d € N esetén oldhaté meg az [a,b] = ¢, (a,b) = d egyenletrendszer a természetes
szamok halmazan? Hany megoldéds van?

16. feladat Igazolja, hogy 7 | 10a + b < 7 | a — 2b teljesil minden a,b egész szdmra. Adjon en-
nek segitségével eljarast nagy szamok 7-tel valé oszthatésdganak eldontésére. Példaul oszhaté-e 7-tel
3349896557

17. feladat Egy négyjegyli szdmmal osztva 25707 32-t, 37568 pedig 43-at ad maradékul. Melyik ez a
négyjegyli szam?

18. feladat® Szémitsa ki az euklideszi algoritmussal 126 és 438 legnagyobb kozds osztéjat, majd adjon
meg olyan z,y egész szamokat, amelyekre 126z + 438y = (126, 438).

19. feladat Mennyi lehet két szomszédos Fibonacci-szam legnagyobb kozos osztéja?

20. feladat Hatérozza meg az a = 11111111 és a b = 111...11 (szdz darab l-es) szamok legnagyobb
kozos osztdjat.

21. feladat Mely n természetes szamok esetén lehet egyszeriisiteni a Z:‘lif tortet?

22. feladat® Kukutyinban 20 és 45 petdkos érmék vannak forgalomban. Hogyan lehet ezekre felvaltani
245 petdkot? (Az Gsszes megolddst hatdrozza meg, ne csak egyet!)

23. feladat Szaz szal virdgot vasaroltunk harom kiilonbozé fajtabdl, 6sszesen 30000 forintért. Az egyes
virdgfajtdk ara darabonként rendre 130, 190 és 320 forint. Mennyit vettiink az egyes fajtakbol?

24. feladat® Bizonyitsa be kongruencidk segitségével (teljes indukcié nélkiil), hogy 11772 4122711 oszt-
haté 133-mal minden n természetes szamra.

25. feladat Hatdrozza meg 7 + 72 4+ 73 4 ... + 74000 ytolsé két szamjegyét.

26. feladat® Oldja meg a 24 = 84 (mod 45) kongruencidt. (A megoldésokat az eredeti modulus szerint
kell megadni!) Hény megoldds van modulo 457

27. feladat Milyen szamjegyeket kell irni a és b helyére, hogy 1456ab oszthaté legyen 41-gyel?
28. feladat® Oldja meg a 4z =7 (mod9),10z =4 (mod 12) kongruenciarendszert.

29, feladat® Egy tizenhéttagii kalézcsapat egy zsdk aranypénzt lopott. Amikor megprébaltédk egyenléen
elosztani, azt tapasztaltdk, hogy hdrom aranypénz kimaradt. A kimaradt aranyak folotti vitaban egy
kalézt megoltek. Ezutan djraosztottdk egyenld ardnyban a zsdkményt, s most tiz arany maradt ki. Az
e folotti vitdban egy ujabb kaldzt 6ltek meg, s ezutdn mar el tudtdk osztani a lopott aranyat dgy, hogy
mindenki ugyanannyit kapott. Legkevesebb hény aranypénzt zsdkményoltak? (Segitség: ez egy dkori
kinai probléma.)

30. feladat® Oldja meg az z = a (mod3),z =b (mod5),z = ¢ (mod7) paraméteres kongruenciarend-
szert.

31. feladat Legyen pi p2,...,pn az els§ n primszdm. Az x = —1 (modp1),z = —2 (modp2),...,
z = —n (modpy) kongruenciarendszer vizsgdlatdval mutassa meg, hogy a primszdmok sorozatdban
tetsz6legesen nagy hézagok taldlhatok.

32. feladat® Mennyit ad maradékul 31-gyel osztva 33 - ... - 59?
33. feladat Bizonyitsa be, hogy (2p — 1)! — p oszthaté p?-tel barmely p primszam esetén.
pil
34. feladat Igazolja, hogy barmely p paratlan primszémra 22-42.62.....(p—1)? = (—l)PT (mod p).

35. feladat® Mennyit ad 40-nel osztva maradékul 131587

36. feladat® Mennyit ad 53-mal osztva maradékul 80(11150)?

37. feladat Mutassa meg, hogy (a, 100) = 1 esetén a?0 = 1 (mod 100) teljesiil. Hasonlitsa 6ssze ezt az
allitast az Euler-Fermat—tétellel.

561 —

38. feladat Igazolja, hogy a a (mod561) barmely a egész szadmra.

39. feladat Bizonyitsa be, hogy ha m nem oszthaté se 2-vel se 5-tel, akkor van olyan tObbszorose, ami
csak 9-es szamjegyekbdl &ll.

40. feladat Az z négyjegyli szdm egy nagyon fontos titkos lizenetet hordoz (példdul a bankkértydm
PIN-kédja). Eldrulom, hogy 275 = 2 (mod 4187) . Hogyan lehetne ebb&l z-et kitaldlni? Es ha azt is
eldrulom, hogy a modulus primtényezds felbontdsa 4187 = 53 - 797

41. feladat® Teljes maradékrendszer-e 1,11,21,31,...,751,761 modulo 777
42. feladat® Redukélt maradékrendszer-e 15, 35, 55, . .., 315 modulo 327
43. feladat Legyen T egy teljes maradékrendszer modulo m. Mutassa meg, hogy

()2

ker ¢ ™

ha a és m relativ primek, b pedig tetsz8leges egész szdm. (A kapcsos zérdjel a tortrészt jeloli.)

44, feladat Legyen R egy redukélt maradékrendszer modulo m. Mutassa meg, hogy
Z { ak } _¥ (m)
ker « M 2

ha a és m relativ primek. (A kapcsos zérdjel a tortrészt jeloli.)
45. feladat® Szamitsa ki 2 rendjét modulo 21.

46. feladat Legyenek a és m relativ prim természetes szamok. Az # tortet a alapi szadmrendszerben
felirva egy tiszta szakaszos végtelen a-ados tortet kapunk. Igazolja, hogy a szakasz hossza nem mas, mint
a rendje modulo m. (Példdul a = 10 és m = 7 esetén % tizes szdmrendszerbeli felirdsa: % =0, 142857,
vagyis a szakasz hossza 6, ami ugyanaz, mint 10 rendje modulo 7.)

47. feladat Legyen p > 5 primszam, és tegyik fel, hogy % tizedestort alakja 0,41 ...anb1 ... Bn, vagyis
a szakasz hossza 2n. Mutassa meg, hogy ekkor az aj ...an + b1 ...by szdm csupa 9-es szamjegybdl 4ll.
(Példaul p = 7 esetén % =0, 142857, és valéban 142 + 857 = 999.)

48. feladat® Mutassa meg, hogy 2 primitiv gyék modulo 19, de nem primitiv gyék modulo 17.
49. feladat® Oldja meg indextédblézat segitségével a 3z% =1 (mod 11) kongruencit.
50. feladat® Oldja meg indextablizat segitségével a 3 - 5% = 20 (mod 11) kongruenciat.

51. feladat® Szdmitsa ki a (%) Legendre-szimbélum értékét a négyzetes reciprocitési tétel felhasznaldsa
nélkiil.

52. feladat® Szamitsa ki a (%) Legendre-szimbélum értékét a négyzetes reciprocitasi tétel felhasznalé-
saval.

53. feladat Adjon képletet a (%) Legendre-szimbélumra.

54. feladat Legyen p egy primszam, és jelolje N a modulo p négyzetes maradékok szorzatat. Mutassa
meg, hogy p =1 (mod4) esetén N = —1 (mod p), ha pedig p = —1 (mod4), akkor N =1 (mod p).

55. feladat Mennyi lehet az n természetes szam értéke, ha ¢ (n) = 12107



