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BEVEZETES A SZAMELMELETBE

Hatarozzuk meg azokat az a természetes szdmokat ((a, b) szamparokat), amely(ek)re teljestilnek az alabbi feltételek:
[a,16] = 48

b. (a,20)=

c. (a, 60)*15

d. (a,b) =136s[a,b] =32-13-17
e. (a,b) =266s[a,b] =2%-13-23
f. (a,b) =156s[a,b] =33-5%.7
9. [a,b] = 720ésa+b =98

h. (a,b) =7ésa+b=100

(a,b

(a,b) =147 ésa + b = 1323

(a,b) = 17 és a® — b* = 2023

k. (a,b,c)=46s]a,b,c] =60

Mutassuk meg, hogy barmely a, b egész szdmokra igazak az alabbi allitasok!

a (13|2a+0bés13|5a —4b) = 13 | a — 6b

b. (17| 9a +3bés 17 | 5a —4b) = 17 | 11b — a

C. 7|10a+b< 7|a— 2b(Dontsiik el ennek a szabalynak a segitségével, hogy oszthaté -e héttel a 334989655 szam!)
Egy négyjegyli szammal osztva 25707 32-t, 37568 pedig 43-at ad maradékul. Melyik ez a négyjegy(i szam?

10839-et és 11863-at ugyanazzal a haromjegy(i szammal osztva ugyanannyi a maradék. Mennyi lehet ez a maradék?

Hatarozzuk meg a kdvetkezd legnagyobb kdzds osztok lehetséges értékeit (a tetsz6leges egész szam lehet)!
a. (a,a+1)

b. (a,a+2)
c. (2a+3,4a+5)
d. (Ta+1,8a+ 3)

5n1

Mely n természetes szamok esetén lesz az illetve a 2”+ 6 tort értéke egész szam?

Mely n természetes szamok esetén lehet egyszer(isiteni a 32+2 jlletve a 22=2 tortet?
n—+1 3n—7

Egy ut egyik oldaldn 12 méterenként fak sorakoznak, a masik oldalon pedig villanyoszlopok, 75 méterenként. Ahol most
allok, ott éppen szemben van egymassal egy fa és egy villanyoszlop. Mennyit kell sétdlnom a kévetkez§ ilyen helyig?

Januar hatodikan négy hajo futott be Boston kikotdjébe. Az egyik hajo négyhetente tér vissza Bostonba, a masik minden
nyolcadik héten, a harmadik és a negyedik pedig 12 illetve 16 hetente. Talalkoznak -e még idén ebben a kikot&ben?

Hatarozzuk megaz a = 11111111 ésab = 111...11 (sz&z darab 1-es) szamok legnagyobb k6zds osztdjat.

Hatarozzuk meg az al&bbi (a, b) szampérok legnagyobb kdzds osztdjat az euklideszi algoritmus segitségével, és adjuk meg az
ax + by = (a, b) diofantoszi egyenlet egy megoldasat!
(4608, 4096)

b. (438,126)

c. (1053,567)

d. (211,101)

e. (754,221)

f. (21,13)

9. (Fn+1, Fy) (szomszédos Fibonacci-szamok)

Dontsik el, hogy megoldhatdak -e az alabbi diofantoszi egyenletek! Ha igen, adjuk meg az 6sszes megoldast!
a. 47x+29y =4

b. 21z + 56y = 72
c. 1172 — 63y =36
d. ddz + 121y = 48
e. 18z + 28y =10



f. 17x+ 11y =22
g. 27x+ 15y =75

13. Adjunk moédszert az ax + by + ¢z = d alaku diofantoszi egyenletek megoldhatdsagéanak eldontésére, és egy megoldas
meg-keresésére! Talaljunk egy megoldast a 4= + 6y + 5z = 3 egyenletre, majd gyartsunk ebb&l minél tobb (végtelen sok)
megoldast!

14. Bontsuk fel a 367-et két természetes szam dsszegére Ugy, hogy az egyik szam oszthatd legyen 17-tel, a masik pedig 21-gyel!

15. Szaz szl viragot vasaroltunk harom kiilonbdz fajtabdl, dsszesen 30000 forintért. Az egyes viragfajtak ara darabonként rendre
130, 190 és 320 forint. Mennyit vettlink az egyes fajtakbdl?

16. Mutassuk meg, hogy barmely a, b, c egész szamokra teljeslilnek a kdvetkez allitasok!
a. (a,b)-[a,b] =ab
b. (a|césb|c) < [a,b]]c
C. (claésc|b) < c]|(a,bd)
d a|bce 0] | e
17. Egy n oldalsz&mU szabalyos sokszdg egyik csucsaban allok. A sokszdg oldalainak hossza 1 mérfold, rajtam pedig hétmérfoldes
csizma van, igy egy lépéssel a hetedik csicsba jutok. Elindulok az egyik iranyba, és addig meg se allok amig vissza nem

jutottam oda, ahonnan elindultam. Hany lépést fogok tenni? A csticsok hanyadrészét jarom be? Altalanositsuk a feladatot
m-mérfoldes csizméra!

18. Igazoljuk az alabbi kongruenciakat (és ezzel a kilenccel illetve tizeneggyel val6 oszthatésagra ismert szabalyokat)!
a. AnGp_1...0100 =ag+a1+- -+ ap—1 + a, (mod9)
b. @nan—1. - at@o =ao— a1+ -+ (=1)" " an_1 4 (-=1)" a, (mod 11)
19. Mutassuk meg kongruenciak segitségével, hogy tetsz8leges n pozitiv egész szamra teljesiilnek a kovetkez8 oszthat6sagi
relaciok!
a 13 ]3nF2 4 42ntl
b. 27| 25m+1 4 52
c. 7|5 43252
20. Hatarozzuk meg a 74090 7 + 72 4 73 4 ... 4 74000 21990 s7amok utolsd két szamjegyét!
21. Milyen maradékot ad 13-mal osztva 42° illetve 5720037

22. Szabad -e egy kongruenciat leosztani egy szammal (persze olyannal, amivel mindkét oldal oszthato), azaz igaz -, hogy ha
ca = ¢b (modm), akkor @ = b (mod m)?

23. Bizonyitsuk be, hogy ca = ¢b (mod m) akkor és csak akkor, ha a = b (mod %)!

24. Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat ugy, hogy atirjuk &ket kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenletté!
a. 3z =5 (mod7)

b. 5z =4 (mod )
C. 9z =17 (mod 10)
d. 8z =11 (mod13)

25.0Oldjuk meg a fenti az = b (mod m) alakd kongruencidit ugy, hogy beszorozzuk mindkét oldalt egy olyan a* szdmmal,
amelyre a - a* = 1 (mod m) teljesul!

26. Oldjuk meg ugyanezeket a kongruenciakat tgy, hogy b-t kicseréljik olyan b’ szamra, amelyre a | b’ és b’ = b (mod m) teljestl!

27.Oldjuk meg tetsz8leges modszerrel (minél egyszer(ibben) az alabbi kongruenciakat! Ha a megoldas soran esetleg
megvaltoztatjuk a modulust, akkor is az eredeti modulus szerinti maradékosztalyokként adjuk meg a megoldasokat!

a. 202z = 157 (mod 203)
b. 14z = 84 (mod 21)

¢. 104z = 74 (mod 60)
d. 26z = 16 (mod 34)

e. 30x = 48 (mod 58)

f. 40z = 28 (mod 62)

28. Hany modulo m maradékosztalyt alkotnak az ax = b (mod m) kongruencia megoldasai?
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29. Mennyit ad 73-mal osztva 2 maradékul, ha z'%° = 22 (mod 73) és 1% = 69 (mod 73)?

30. Mennyit ad 73-mal osztva z maradékul, ha 1% = 57 (mod 73) és 1% = 11 (mod 73)?

31. Milyen szdmjegyeket kell irni a és b helyére, hogy 1456ab oszthat6 legyen 41-gyel (43-mal, 47-tel)?
32.Szédmoljuk ki ¢ (1), (2),...,¢(10), ¢ (100), ¢ (1000) értékét kdzvetlendl a definicid alapjan.
33. Szamitsuk ki ¢ (360) , ¢ (540) , ¢ (18900) , ¢ (7!) értékét primtényezds felbontés segitségével.
34. Bizonyitsuk be, hogy ha (a,m) = 1és b = ¢ (mod ¢ (m)), akkor a® = a® (modm) .

35. Mennyit ad 40-nel osztva maradékul 393%°, 3939 2998 jlletve 1631617

36. Hatarozzuk meg 3939, 3939 8729 jlletve 11163"" utols6 két szamjegyeét!

37. Mennyit ad maradékul 8933™"", 603" illetve 3447""° 29-cel osztva?

38. Melyik az az egyjegyi szam, amelynek tizenharmadik hatvanya hetesre végz6dik?

39. Mennyit ad héttel osztva maradékul 1111 + 1111° 4 1112° ... 111179

40. Mennyit ad héttel osztva maradékul 111 ...111 (99 egyes)?

41. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra igazak a kovetkez§ allitasok.
a. Tizes szamrendszerben n® és n ugyanarra a szimjegyre végzadik.

b. 11| n't +10n

c. Azn,n%— 1,78 + 1 szamok kozll az egyik oszthatd 17-tel.

d. Ha(n,10) = 1, akkor van olyan t6bbszdrése, ami csak 9-es szamjegybdl all.
e. Ha(n,10) = 1, akkor van olyan tdbbszdrdse, ami csak 1-es szamjegybdl all.

42. Mutassuk meg, hogy az alabbi m és c értékekkel (a, m) = 1 esetén a© = 1 (modm) teljestl. (Hasonlitsuk dssze
eredményiinket az Euler-Fermat—tétellel!)

a m=15c=4
b. m =100,c=20
c. m = 1000, c = 100
d. m =1155,¢= 60
e. m=1323,c=126
43. Oldjuk meg Ujra a 25. feladatot, de most mar probalgatas helyett hasznéljuk az Euler-Fermat—tételt.

44. Az x négyjegy(i szdm egy nagyon fontos titkos Uzenetet hordoz (példaul a bankkartydm PIN-kodja). Elarulom, hogy
22™ = 2 (mod 4187) . Hogyan lehetne ebbdl 2-et kitalalni? Es ha azt is elarulom, hogy a modulus primtényezds felbontasa
4187 =53 -79?

45, Mennyit ad maradékul
a. 17-tel osztva 15!;

b. 29-cel osztva 2(26!) ;

c. 31-gyelosztva32-33-...-61;
d. 23-mal osztva (%);

e. 43-malosztva2-4-6-...-847

46. Igazoljuk a kdvetkez6 kongruenciakat (p paratlan primszam).
a. 2:4-6-...-2(p—1)=—1 (modp)

2 p+1

b. ((351)) = (-1)"* (modp)
C. 22.42.62. ... (p—1)°=(-1)"T (modp)
47. Teljes maradékrendszer-e 1,11,21, 31, ..., 751,761 modulo 777
48. Teljes maradékrendszer-e 7,22, 37,52, ...,11632, 11647 modulo 7777
49, Kiegészithetdk-e a —17, —13, 8,9 szamok egy modulo 21 teljes maradékrendszerré?
50. Redukalt maradékrendszer-e 5, 15,25, ..., 155 modulo 327
51. Redukalt maradékrendszer-e1-2,2-3,3-4,...,(p—2)-(p—1),(p — 1) - 1 modulo p (p primszdm)?
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52. Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszereket.

a.
b.

134

d.
e.

5z=1 (mod6),7x =9 (mod 10)

=3 (mod6),z =6 (mod8)

4z =7 (mod9),10z =4 (mod 12)

=2 (modb),z =3 (mod6),r =4 (mod7)

4x =8 (modb),3z =9 (mod18),52 =12 (mod 8)

53. Hatarozzuk meg a értékét tgy, hogy megoldhat6 legyen a kongruenciarendszer.

a.
b.

C.

x=5 (mod18),z =8 (mod21),z = a (mod 35)
=3 (mod11l),z =1 (mod15),z =11 (mod20),z = a (mod 18)
4z =7 (modb),5xr = —a (mod6),2z =5 (mod9)

54. Oldjuk meg a kdvetkezd kongruenciarendszereket a kinai maradéktétel segitségével.

a.
b.

o o

o @ = o

J-

=3 (modb),z=4 (mod7)

3x =2 (mod4),2z =3 (mod5)

52 =3 (mod7),4z =5 (mod 10)

=3 (modb),z=3 (mod7),z =8 (mod9)

=3 (modb),z =4 (mod7),z =5 (mod9)

3z =1 (mod4),5z =2 (mod7),7x =8 (mod9)

x=4 (modb),z =5 (mod6),x =6 (mod7),z =10 (mod11)

z=4 (mod7),z=5 (mod9),x =6 (mod11),z =7 (mod 13)

3z =1 (mod4),2x =3 (mod5),5z =2 (mod7),7z =8 (mod9)

3z =12 (mod5),10z = —2 (mod 14) ,52 =5 (mod 15),62 =6 (mod 22)

55. Oldjuk meg az alabbi paraméteres kongruenciarendszereket.

a.
b.
C.
d.

x=a (mod4),z=b (modb5)
x=a (mod7),z=>b (mod9)
x=a (mod3),z=>b (modb),z =c (mod7)
z=a (modb),z=">b (mod9),z =c (mod11)

56. Hatarozzuk meg a {20, 40, 60, 80, ...} ésa {12, 25, 38,41, ...} halmazok metszetét.

57. Mi a legkisebb kozds eleme a 20, 29,38, ...6sa 7,15,23,31,...valaminta 19, 30, 41, . . . szamtani sorozatoknak?
58. Melyik az a négyjegy(i szdm, amelyik 131-gyel osztva 112 maradékot ad, 132-vel osztva pedig 98-at?

59. Melyik az a haromjegy( szam amelyik héttel osztva négyet, kilenccel osztva hetet, tizzel osztva pedig hatot ad maradékul?

60.Haz =6 (mod7) ésx =9 (mod 12), akkor mennyit ad 2 maradékul 28-cal osztva?

61. Hany birkat lehet rabizni egy pasztorra, aki csak tizig tud szamolni?

62. Legyen p; po, ...

63. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket a természetes szdmok halmazan.

a ¢x)=1

b. ¢ (z) =1001

c. o (7%) = 705894
d. o (375Y7%) = 3600
e. ¢(z)=1210

f. vo(22)=12x

g ¢(Bz) =2z

h o (20) = ¢ (32)

i (52) = ¢ (T2)

o 20(@) =2

,Dn @z els6 n primszém. Az z = —1 (modp1),z = —2 (modps),z = —3 (modp3),z = —n (mod p,)
kongruenciarendszer vizsgalataval mutassuk meg, hogy a primszamok sorozataban tetsz&legesen nagy hézagok talalhatok.



64. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra teljesiil a ¢ (n?) = n¢ (n) egyenldség.
65. Szamitsuk ki 7 (360) , 7 (540) , 7 (18900) , 7 (7!) értékét.

66. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletek legkisebb pozitiv megoldasat.

a. 7(n)=23
b. 7(n) =25
c. 7(n)=12

67. Melyek azok a ternészetes szamok, amelyeknek paratlan sok osztdjuk van?

68. Hatarozzuk meg 60, illetve 36 osztdinak szorzatat.

(n)

69. Mutassuk meg, hogy az n szdm osztoinak szorzatan 2 .

70. Egy természetes szam osztOinak szorzata 8000. Melyik ez a szam?
71. Bizonyitsuk be, hogy 7 (n) < 2+/n minden n természetes szdmra.
72. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan n szdm van, amelyre 7 (n + 1) > 27 (n).
73. Igazoljuk, hogy minden n természetes szamra 7 (n) + ¢ (n) < n + 1. Mikor all fenn egyenl8ség?
74. Szamitsuk ki o (360) , o (540) , o (18900) , o (7!) értékét.
75. Oldjuk meg a kdvetkez8 egyenleteket a természetes szamok halmazan.
a. o(x)=307
b. o(z) =781
c. o(273Y) =280
76. Igazoljuk, hogy minden n természetes szdmra teljestilnek az alébbi allitasok.
a. o (n) akkor és csak akkor péaratlan, ha n négyzetszam, vagy egy négyzetszam kétszerese
b. o(n) < (")
c. o(n)< ([%];1) +n
d 3|oc(3n—1)
& g, g = 2 <= n tokéletes szdm

77. Mutassuk meg, hogy a o (n) fliggvény grafikonjaban tetsz&legesen mély volgyeket lehet talalni, azaz minden h természetes
szdmhoz létezik olyan n, amelyre o (n — 1) —o (n) > héso (n + 1) — o (n) > h teljesll.
78. Mennyi lehet n értéke, ha ¢ (n) = 40,és 0 (n) =n + 17

79. Bizonyitsuk be, hogy minden n, m természetes szamra érvényesek a kdvetkez6 egyenldtlenségek, és egyenl6ség pontosan
akkor all fenn, ha n és m relativ primek.

a. ¢(nm) = (n)e(m)
b. 7(nm) <7 (n)7(m)
c. o(nm)<o(n)o(m)
80. Hatarozzuk meg i (1), 1 (5), 11 (30) , 11 (32) , o (14) , . (7!) értéket.
81. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket a természetes szamok halmazan.
a. 12 (z) +2=p()
b. 1’ () —p(z) =0
c. p(2?) +p(x)=2
d p(z)+2=p(6x)
e. p(x)+2=p()
82. Mutassuk meg, hogy minden . természetes szamra yu (n?) = 11 (n?).

83. Bizonyitsuk be, hogy ha n pératlan szam, akkor . (n? + 3) = 0.

84.Legyen py ps, ..., pn azelsd n primszém. Azz = —1 (modp?) ,z = —2 (modp3) ,z = —3 (modp3) ,z = —n (mod p?)
kongruenciarendszer vizsgalataval mutassuk meg, hogy a {;: (n)}, - ; sorozatban tetszélegesen hosszd nullakbdl all6 blokkok
talalhatok.



85. Legyen f egy gyengén multiplikativ szamelméleti fuggvény, amelyre f (2) = 5, f (3) = 2, f (12) = 3 teljestl. Szamitsuk ki
f(6) és f(4) értékét, majd f dsszegzési, és megforditasi figgvényének értékét a 12 helyen.

86. Hatarozzuk meg a kdvetkezd fliggvények dsszegzési fiiggvényet, és irjuk ra fel a Mobius-féle inverzids formulat.

1, han=20
& 5(”):{ 0, han#0
b. e(n)=1
Cc. t(n)=n
d p(n) =
[ logp, han = p* (pprimszam) PP
e. A(n)= { 0 ha n nem primhatvany (Mangoldt-féle fiiggvény)

87. Mi az el6z6 feladatban definialt . figgvény megforditasi fliggvénye?

88. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra teljestilnek az alabbi egyenlségek. (Utmutatas: igazoljuk, hogy mind
a bal-, mind a jobboldal multiplikativ szamelméleti fliggvényt hataroz meg. Ezutan elegend6 primhatvanyokra igazolni az
egyenlséget.)

a Yy, 7(d)5=>o(d)

d|n d|n
b. Y dr(d)=> o(d)%
d|n d|n

89. Adjunk Uj (egyszer(ibb) megoldast az el6z6 feladatra a konvollcio miveletének asszociativitasara timaszkodva.

90. Mutassuk meg, hogy 2 primitiv gydk modulo 19, de nem primitiv gyék modulo 17.

91. Tudjuk, hogy 3'° = 1 (mod 61) és 15'° = 1 (mod 61). Dontsiik el ennek alapjan, hogy prinitiv gyok-e 45 modulo 61.
92. Bizonyitsuk be, hogy 11 primitiv gyék modulo 17, felhasznalva, hogy 11%° = —1 (mod 17).

93. Legyen p egy primszam, g pedig egy primitiv gyék modulo p. Igazoljuk, hogy g* = ¢' (mod p) akkor és csak akkor teljesiil,
hak =1 (modp—1).

94. Bizonyitsuk be, hogy ha aa* = 1 (modp), akkor ind ¢ = —ind * (mod p — 1) (p tetsz6leges primszam, az indexek pedig
egy tetsz6leges primitiv gyokre vonatkoznak).

95. Készitslink indextablazatot a p = 11 modulushoz.

96. Oldjuk meg az alabbi kongruenciakat az indextablazat segitségével.
a. 3z =7 (mod11)

b. 41z =25 (mod 11)

c. #5=3 (mod11)
d. 2°=9 (mod11)
e. 52° =2 (mod11)
f. 32° =1 (mod11)
g. 6°=5 (mod11)
h. 5 =9 (mod11)

3.5 =10 (mod11)
jo 222 =22 —4=0 (mod11)
k. 222 —22+5=0 (mod11)
I. 2210 —22° —4 =0 (mod11)
97. Hatarozzuk meg a négyzetes maradékokat modulo 11.
98.Szamitsuk ki a (32), (25), (&), (22), (324) Legendre-szimbolumok értékét a négyzetes reciprocitasi tétel felhasznalasa nélkiil.
99. Szamitsuk kia (1£2), (122), (25). (181), (155) Legendre-szimbolumok értékét a kvadratikus reciprocitasi tétel felhasznalasaval.

100. Bizonyitsuk be, hogy minden paros szam el6all két primszam dsszegeként.



