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Mi a sziget? Definicié / 1
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Mi a sziget? Definicié / 2
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Mi a sziget? Definicié / 3

El6szor sziikségiink van egy rdcsra. Minden celldnak vannak szomszédai, a
kék szinl cella szomszédait sarga szinben latjuk.
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Mi a sziget? Definicié / 4

A celldkba valds szamokat irunk. (Ezek az ugynevezett magassagok.)
Rogzitiink egy alakzatfajtat (pl. téglalap vagy haromszog).

Egy ilyen rogzitett alakzatot szigetnek nevezziik, ha a celldiba irt
szamok mind nagyobbak, mint azokba a celldkba irt szamok, amelyek
szomszédosak az alakzat valamelyik celldjaval.

A baloldali dbran egy téglalapszigetet, a jobboldali 4bran egy
haromszogszigetet latunk sarga szinnel bejelolve.
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 1

El6szor tehat kitoltjuk a celldkat magassagokkal.
Hany szigetiink van?
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 2

Vizmagassag: 0,5
Szigetek szdma: 1

2 |1 3|2
2 1 3 9)
3 1 1 1
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 3

Vizmagassag: 1,5
Szigetek szdma: 2

2 1 3 2
2 1 3 )
3 1 1 1
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 4

Vizmagassag: 2,5
Szigetek szdma: 2

2 1 3 9) 2 1 34 5
3 1 1 1 5 1 | |
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 5

Osszesen tehdt: 1+ 2+ 2 = 5 sziget.

2 1 3
2 1 3
3 1 1

Tudunk-e tobb szigetet tenni ugyanerre a racsra? (Mds magassagokkal?)
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 6

Tudunk tobb szigetet, ime 1 +2 + 3 + 1 = 7 sziget.

3 1 4
2 1 3
3 1 1

| 3 | 4 -
1 2 1 3 2
1 1 1 3 1 1 1 3 I 1 1

Tudunk-e még tobb szigetet tenni ugyanerre a racsra?
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Szamoljuk meg a szigeteket! / 7

Tudunk még tobb szigetet, ime 1 + 2 + 4 + 2 = 9 sziget.

3 | 4 3
9} [ 5 2
3 1 3 4

Azonban ennél tobb sziget NINCS!
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Legfeljebb hany sziget keletkezhet egy m x n méretii

racson? (Czédli Gabor, Szeged, 2007. jdnius 17.)

mn+m-+n—1
f(m,n) = [ 5 ]
A formulat hamarosan bebizonyitjuk !

(Az eredeti bizonyitds disztributiv haldk segitségével tortént, de azéta
egyszer(ibb mddszerek is sziilettek.)
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Miért vagyunk kivancsiak a szigetek maximalis szamara?

Ez a rész atugorhatd, ki is hagyhatd.

Ennyi egyenloségnek kell teljestilnie ahhoz, hogy egy kédolds prefixmentes
legyen. Tehat ennyi egyenldséget kell ellenérizni ahhoz, hogy eldontsiik,
egy kdédolds prefixmentes-e. Miért is?

Innen felelevenithet6 a prefixmentes kédolas fogalma:
Czédli Gabor: Boole fliggvények, Polygon konyvkiadd, Szeged.

Itt pedig szlikséges és elegendé feltétel taldlhaté arra, hogy egy kéd
prefixmentes legyen:

S. Foldes and N. M. Singhi: On instantaneous codes, J. of Combinatorics,
Information and System Sci., 31 (2006), 317-326.

http : //rutcor.rutgers.edu/pub/rrr / reports2004 /44,004. pdf

Ehhez sziikséges a szigetek maximalis szama!
Teljes szegmens (full segment) = egydimenzids sziget.
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Az f(m,n) = [2EmEn=1] képlet bizonyitdsa

|. rész: VAN legaldbb ennyi sziget:

Cellak szama szerinti indukciéval bebizonyitjuk, hogy
f(m,n) > [7’””“3*”71].

Ha m =1, akkor [%] = n, ha a celldkba rendre az 1,2,3,...,n

szamokat irjuk, akkor éppen n szigetiink lesz, tehdt VAN LEGALABB
ENNYI sziget.

Ha n =1, akkor [’"*’"fﬂfl] = m, ha a celldkba rendre az 1,2,3,.... m

szamokat irjuk, akkor éppen m szigetiink lesz, tehat VAN LEGALABB
ENNYI sziget.

Ha m = n = 2, akkor pedig a kovetkezé dbran talalunk ennyi szigetet:
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Az f(m,n) = [m2Emen=l] képlet bizonyitdsa,

2
|. rész: VAN LEGALABB ENNY!I sziget:

Legyen m, n > 2.

El6szor felhasznaljuk, hogy TUDUNK felrajzolni legalabb 1-gyel tobb
szigetet, mint amennyi az (m — 2) x n-es és az 1 x n-es téglalapban
keletkezhet egyiittesen legfeljebb (a két téglalap kozti cellasdvba irjunk
kisebb magassagot, mint a két téglalapban taldlhaté magassagok
minimuma, a nagy téglalapon kiviil pedig irjunk még kisebb magasségot),
ezutan alkalmazzuk az indukciés feltevést (azaz a bizonyitandé
egyenl6tlenség teljesiilését kisebb méretii racsokra):

f(m,n) > f(m—2, n)+f(1,n)+1 > [{m=2ntlm=2)bn1] | (nlino1] g —

_ [(m72)n+(m;2)+n71+2n] +1= [mn+rr21+n—1]_
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Az f(m,n) = [m2Emen=l] képlet bizonyitdsa,

2
lI. rész: NINCS TOBB sziget,

A) médszer, teljes indukcié

Ha m = n = 1, akkor az allitds nyilvan igaz. Legyen m > 1 vagy n > 1. Az
indukcids hipotézis: ha u < m vagy v < n, akkor

f(R) = f(u,v) < L(u+1)(v+1)-1.

Legyen 7" téglapszigetek olyan rendszere, amely maximalisan sok szigetet
tartalmaz. Jelolje maxZ* a maximalis szigetek Osszességét az 7*
szigetrendszer esetére, vagyis azon téglalapszigetek Osszességét,
amelyeknél csak a teljes racs (a nagy téglalap) alkot bdvebb szigetet. Egy
u x v méretil téglalap esetén legyen ||R|| = (u+ 1)(v + 1) (a lefedett
rdcspontok szama). Ekkor

f(m7 n) =1+ ZRGmaxI* f(R) < 1+ ZRemaxI* (%HRH - 1) =
=1 — |maxZ*| + 3 Xremaxz- IRl < 1 —maxZ*| + 3 (m + 1)(n +1).
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2
lI. rész: NINCS TOBB sziget,

A) mddszer, teljes indukcid, folytatds

Az f(m,n) = [m2Emen=l] képlet bizonyitdsa,

Tehat kaptuk, hogy f(m,n) <1 — |maxZ*|+ i(m+1)(n+1).
Ha kettonél tobb maximélis szigetiink van, akkor a bizonyitas kész.

Egyetlen maximdlis sziget esetén a kovetkezd egyenl6tlenségek valamelyike
igaz:

f(m,n) < 1—|maxZ*|+im(n+1) = 1-1+3m(n+1)
f(m,n) < 1—|maxZ*|+3(m+1)n = 1-14+1(m+1)n

(m+1)(n+1)—1.

< 1
< Zz(m+1)(n+1)-1.

NI N[=

Ha nincs maximalis sziget, akkor csak egyetlen sziget van osszesen, tehat
szintén kész a bizonyitas.
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2
lI. rész: NINCS TOBB sziget,

B) médszer, fagraf mddszer

Az f(m,n) = [m2Emen=l] képlet bizonyitdsa,
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Az f(m,n) = [m2Emen=l] képlet bizonyitdsa,

2
lI. rész: NINCS TOBB sziget,

B) médszer, fagraf mddszer, folytatas
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Az f(m,n) = [m2Emen=l] képlet bizonyitdsa,

lI. rész: NINCS TOBB sziget,
B) médszer, fagraf mddszer, folytatas

Szigetjeink a tartalmazdsra nézve fagrafot alkotnak (a megel6zd két dia
abrai szerint).

Segédtétel (most nem bizonyitjuk)

Legyen T olyan fagraf, hogy barmely olyan csticsanak, amelynek van
fia, legalabb 2 fia van. Legyen ¢ azon csicsok szama, amelyeknek nincs
fia T-ben (ezek az tgynevezett "levelek” a fagréfban). A fagraf
csucsainak szamat | V| jeloli.

Ekkor |V| <2¢—1.
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Az f(m,n) = [matmin=l] Képlet bizonyitdsa,
--2

lI. rész: NINCS TOBB sziget,
B) médszer, fagraf mddszer, folytatas

Segédtétel: |V| <2/ —1.

Az el6z6 abrakon bemutatott képzeletbeli szigetek segitségével nekiink
most ilyen fagrafunk van. Képzeletbeli sziget akkor keletkezik, ha a
vizszint emelkedésekor a sziget nem tinik el, és nem is osztédik tobb
részre. (A bevezetd rajzok koziil els6 rajzon van képzeletbeli sziget, a
masodik rajzon kettéosztodik egy sziget.) Jeloljiik a minimalis szigetek
szamat s-sel, a képzeletbeli szigetek szdmat d-vel. Ekkor nyilvanvaléan
4s 4+ 2d < (n+ 1)(m+ 1), hiszen a minimélis szigetek legalabb 4, a
képzeletbeli szigetek legaldbb 2 racspontot fednek le, egytittesen pedig
lefedik az egész racsot.

A fagraf leveleinek szamardl tudjuk, hogy ¢ = s + d. A Segédtételt
felhasznalva:

1
VI-d<(2-1)~d=2s+d-1<(n+1)(m+1) -1
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Haromszogracs, haromszogszigetek

Jeldljiik f(n)-nel a haromszogszigetek maximalis szamat az n

oldalhosszlisagl egyel6 oldali haromszogben. A kovetkezo

egyenlotlenséget sikerlilt bizonyitani a haromszogszigetek maximalis
o sl n°+3n 3n°+9n+2

szamara, amelyet f(n)_JeIoI. B < ) = =

Pontos formula még nincs !!!

A
AYA
AVAYA
AANA

/ N

N
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Négyzet alaki szigetek (magasabb dimenzidban is)

Jeloljuk r-relés s-sel a téglalap oldalain taldlhaté racspontok szdmat. A
négyzet alaku szigetek maximalis szamara, melyet f(r,s) jeldl, az aldbbi
egyenlétlenséget sikeriilt bizonyitani: 2(rs —2r —2s) < f(r,s) < (rs—1).
Pontos formula itt sincs !!!
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Pontos eredmények

Félsziget: p(m,n) = f(m,n) =[(mn+ m+n—1)/2]. ]

K. Horvath Eszter, Szeged Szigeteljiink! — Egy kutatdsi téma kozépiska Veszprém, 2009. jilius 10. 25 /41



Pontos eredmények

Félsziget: p(m,n) = f(m,n) =[(mn+ m+n—1)/2]. ]

Téglalapszigetek hengeren:
Ha n > 2, akkor hy(m,n) = [{m57). J
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Pontos eredmények

Félsziget: p(m,n) = f(m,n) =[(mn+ m+n—1)/2]. ]

Téglalapszigetek hengeren:
Ha n > 2, akkor hy(m,n) = [{Z£D0].

Hengeren téglalap és henger alaki szigetek:
Ha n > 2, akkor hy(m, n) = [{m507] 4 [(md))
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Pontos eredmények

Félsziget: p(m,n) = f(m,n) =[(mn+ m+n—1)/2]. )

Téglalapszigetek hengeren:
Ha n > 2, akkor hy(m,n) = [{Z£D0].

Hengeren téglalap és henger alaki szigetek:
Ha n > 2, akkor hy(m, n) = [{m507] 4 [(md))

Téglalapszigetek téruszon:
Ha m,n > 2, akkor t(m, n) = [75"].
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Egydimenzids sziget

Szigetek szdma: 1

011112 ]2 1 (o112 |1] 2

Szigetek szdma: 5
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

A feladat:

Legfeljebb hany sziget keletkezhet egy n hosszisagl négyzetracson, ha a
celldkba irt magassagok csak a kovetkezok lehetnek: 0,1,2, ..., h; ahol
h > 1. Feltételezziik, hogy a cellasor két végén 0 talalhaté (tehat a 0-dik
és az n + l-edik celldban a magassag 0).

A megoldas:

I(n’h):n_ [2%]
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

El6szor h szerinti indukcidval bizonyitjuk, hogy van legaldabb n — [i,,]
szdmu sziget, méghozzd olyan médon, hogy minden masodik cella h
magassagu, az elsével kezdve.

N

h=1:
I(n,h) > n— [g] :
1-essel kezdve felvaltva irunk 1-est és O-t, igy éppen ennyi szigetet kapunk.

Ezutdn legyen h > 1.
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Legyen el6szor n = 4k. Az indukcids feltevés: 2k szami cellan az
0,1,...,h—1 magassdgokkal keletkezhet legalabb

2k
2k~ | 551

sziget, és minden mdsodik cella magassdga h — 1, az elsével kezdve. Ekkor
a h — 1-es magassagu celldk helyére harom cellat " betoldunk” h, h — 1, h
magassdgokkal. Ezen a médon n = 4k cella keletkezik

2k 4k
2k — [zh_l] + 2k = 4k — [2,,]

szamu szigettel. Az dbrdn h = 3; az eredetileg 2 magassagt cella helyére
hdrom cellat illesztettiink be 3, 2, 3 magassagokkal.

B

K. Horvath Eszter, Szeged Szigeteljiink! — Egy kutatdsi téma kozépiska Veszprém, 2009. jilius 10. 29 /41



Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Legyen most n = 4k + 1. Ekkor a végére illesztett h magassagu celldval
van

4k
szigetiink, azonban
4k 4k +1

H:N - -l
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Legyen most n = 4k + 2. Ekkor a végére illesztett h és h — 1 magassagu
celldkkal van "

th+2- H
szigetiink, azonban

4k 4k + 2
o= [8] > ara- [4527].

B B B 0B 0NE
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Legyen most n = 4k + 3. Ekkor a végére illesztett h, h — 1 és h magassagl
cellakkal van "
th+3— H

szigetiink, azonban

4k 4k 43
4k +3— [y] >4k +3— [T]

B B 0B 0B

Tehat belattuk, hogy
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Most belatjuk, hogy nincs tobb sziget, vagyis
n
/(nvh) <n-— [ﬁ} ’
n szerinti indukcidval.
Ha n =1, akkor az allitas igaz.

Legyen n > 1. Az indukcids feltevés: barmely n’ < n esetén

i m) = = | 5]

2h
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

ElGszor feltessziik, hogy van 0 magasagu cellank. Egy ilyen 0-t tartalmazé
cella k and [ hosszisagu részre osztja a cellasort, ahol k + /+ 1 = n,
k,! > 0. Ha a szigetek szdma most |Z|, akkor

s 8] (4] wera (8144 9,

El6szor beldtjuk a kovetkez6 egyenlGtlenséget:

2 a5

Ehhez felhaszndljuk az alabbiakat:

k+1+1 kK | 1 k 2h 1 / 2h 1 1
Cooh SohToR TR S |k +T+ 2h +T+§:

k / PR |
R
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Vegyiik az egészrészét a kovetkezd (imént kapott) egyenl6tlenség mindkét
oldaldnak: i i i
k+1+1 k / 2T —1
[
2 2h 2h 2h
kapjuk:

k+1+1] _[k] [1
= [ ]

Ez utdébbibdl pedig adédik a kovetkezo:

k / k+1+1 n
< (= — < S LA N Ny O
1] < k141 ([zh]+[2h]+l>_k+l+l [ 5 ] o) -
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Ha nem haszndljuk a 0 magassdgot, akkor el6szor m-et irjunk a hatdrolé
celldkba (a 0-dik és az n + 1-edik celldba), ahol m a celldinkban szerepld
szamok minimuma. Az el6bb igazoltak miatt legfeljebb

" {2'3"’]

szigetiink van. Csokkentjlik a hatdrcellak magassiagat m — 1-re, ekkor a
teljes cellasor szigetté vilik, vagyis most legfeljebb

n
SR

szigetiink van. Mivel [2h’lm] > [2,,—”,1] kapjuk, hogy

n—[ n }+1§n—[2h7n_1]+1.
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Egy kozépiskolas " versenyfeladat”, megoldassal

Azonban
n 2n — 2h
e ]

Ha n > 2", akkor 2n — 2" > n, tehst legfeljebb
2n— 2" n
e [?}
szigetiink van.

Ha n < 2h akkor [2—’},] = 0, tehat elég belatni, hogy a szigetek szdma az n
hosszisagu cellasoron nem lehet tobb, mint n (h-tdl fiiggetleniil). Ezt n
szerinti indukcidval latjuk be. Ha n = 1, akkor legfeljebb egyetlen
szigetiink van. Legyen n > 1. Az indukcids feltevés: ha n’ < n, akkor az n’
hosszisagli cellasoron a szigetek szdma nem haladhatja meg n’-t. Egy
minimalis magassagu cella k és n — k — 1 hosszlsagu részre osztja az n
hosszisagu cellasort, ahol k > 0. Azonban a teljes cellasor lehet sziget,
vagyis az indukcids feltevés alkalmazasa utan adddik, hogy a szigetek
szama legfeljebb k +n—k —1+1=n.
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Téglalapszigetek hengeren (bizonyitds)

Torliink egy cellaoszlopot, m x (n — 1) méretii téglalapot kapunk. Ezért
ca(m,n)>f(mn—1)+1={[(mn+n)/2].
Legyen 7" maximalis sok szigetet tartalmazé szigetrendszer. Ekkor

amn) =1+ S fR) =1+ ¥ ({““)2‘/“)} 1>:

REmaxZ* REmaxZ*

=1—|max(Z%)| + Z [(11—1—1)2(\/—1—1)] <

Remax’T*
o] _ i 0]

Nyilvdn —|max(Z*)| < —1 ha [max(Z*)| > 1; valamint dbra felrajzoldsaval

Kideriil, hogy
5 [(u+1)2(v+1)} . [(m;nn}

REmaxZ*

§1—1+[
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Téglalapszigetek téruszon (bizonyitas)

Méret: m x n.
Egy oszlopot és egy sort kihagyva (m—1) x (n—1) téglalap adddik. Ezért:
t(mn)>f(m—-1,n—1)+1= [?]

Ismét Z* egy maximaélisan sok szigetet tartalmazé szigetrendszer. Ekkor

t(mn)=1+ > f(R)=1+ Y. <[”+1)V+1)} 1>:

RemaxZ* RemaxZT*

—1—|max(ZT)+ 3 [W] <1-1+|2] = [ 7],
RemaxZ*

Ismét felhasznaltuk, hogy —|max(Z*)| < —1 ha |max(Z*)| > 1, tovabba

azt is, hogy
[t gz

RemaxZ*

. Horvath Eszter, Szeged Szigeteljiink! — Egy kutatdsi téma kozépiska Veszprém, 2009. jilius 10. 39 /41



Néhany megoldatlan probléma

Oldjuk meg az elézé feladatot 2 dimenzidban.

Hatarozzuk meg a szigetek maximdlis szamat gombre. El6szor a celldkra
valé felosztast kell megoldani. A foldgombon a szélességi és hosszisagi
korok olyan felosztast adnak, hogy a sarkokon probléma |ép fel a
szomszédok szamdval kapcsolatban.
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Javaslataim a beadandé dolgozattal kapcsolatban

1. Szakkori vazlat a témabdl, szakmédszertani megjegyzésekkel, kiilonféle
életkorokra és iskolatipusokra " méretezve”

2. Kozépiskolas feladatok gylijtése és rendszerezése, amelyek megoldasi
mddszerei kapcsolatba hozhaték az eléaddson megismert problémdk
megoldasi mddszereivel

3. Ujabb szigetes problémdk és azok megoldasai, megoldott problémak (]
megoldasai

4. Szigetek szemléltetése (szamitdgéppel is)

A témaval kapcsolatban angol nyelvii irodalom taldlhaté a honlapom
"Publications " mentpontjaban.
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