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Vizsgalati iranyok szigetekkel kapcsolatban
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CD-fliggetlen halmazok disztributiv halékban

G. Czédli, M. Hartmann and E. T. Schmidt: CD-independent subsets in
distributive lattices, Publicationes Mathematicae Debrecen, 74/1-2 (2009),
127-134.

Disztributiv haléban barmely két CD-bazis elemszama megegyezik.

Ha egy halévarietdas minden véges haléjaban barmely két CD-bazis
elemszdma azonos, akkor ez a haldvarietds a disztributiv halék varietasdval
egyezik meg.
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E. K. Horvéath, S. Radeleczki: Notes on CD-independent subsets, Acta
Sci.Math. Szeged, 78/1-2 (2012), 3.-24. J

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 21/ 82



Miskolc, Szeged, Tampere, szigetek

E. K. Horvéath, S. Radeleczki: Notes on CD-independent subsets, Acta
Sci.Math. Szeged, 78/1-2 (2012), 3.-24. J

framework for island systems, Acta Sci.Math. Szeged, 81/1-2 (2015),

S. Foldes, E. K. Horvéth, S. Radeleczki, T. Waldhauser: A general
3.-24. J
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uggetlen halmazok részbenrendezett halmazokban

Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, legyen a,b € P.
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vagy P-ben nincs 0 és a és b-nek nincs kozos alsé korlatja.

Egy nemiires X C P halmazt CD-fiiggetlen részhalmaznak nevezziik, ha
barmely x,y € X-re x < y vagy y < x, vagy x L y teljesil.

A (tartalmazasra nézve) maximdlis CD-fliggetlen részhalmazokat
CD-bazisoknak nevezziik.
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Paronként diszjunkt elemhalmazok

Definicié
A P részbenrendezett halmaz nemzérus elemeinek egy D nemiires
halmazat pdronként diszjunkt elemhalmaznak nevezziikk P-ben, ha x 1 y

teljesiil barmely x,y € D, x # y esetén; ha P-ek van 0-eleme, akkor
{0}-t is paronként diszjunkt elemhalmaznak tekintjiik.

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 23 /82



Paronként diszjunkt elemhalmazok

Definicié
A P részbenrendezett halmaz nemzérus elemeinek egy D nemiires
halmazat pdronként diszjunkt elemhalmaznak nevezziikk P-ben, ha x 1 y

teljesiil barmely x,y € D, x # y esetén; ha P-ek van 0-eleme, akkor
{0}-t is paronként diszjunkt elemhalmaznak tekintjiik.

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 23 /82



Paronként diszjunkt elemhalmazok

Definicié
A P részbenrendezett halmaz nemzérus elemeinek egy D nemiires
halmazat pdronként diszjunkt elemhalmaznak nevezziikk P-ben, ha x 1 y

teljesiil barmely x,y € D, x # y esetén; ha P-ek van 0-eleme, akkor
{0}-t is paronként diszjunkt elemhalmaznak tekintjiik.

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 23 /82



Paronként diszjunkt elemhalmazok

Definicio

A P részbenrendezett halmaz nemzérus elemeinek egy D nemiires
halmazat pdronként diszjunkt elemhalmaznak nevezziikk P-ben, ha x 1 y
teljesiil barmely x,y € D, x # y esetén; ha P-ek van 0-eleme, akkor
{0}-t is paronként diszjunkt elemhalmaznak tekintjiik.

A D halmaz pontosan akkor alkot paronként diszjunkt elemhalmazt, ha
D egy CD-fliggetlen antilanc P-ben.
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Rendezésidealok

Legyen X C P.
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alkotnak a C részbenrendezésre nézve.
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Rendezésidealok

Legyen X C P.
Az {y € P |y < x valamely x € X-re} rendezésidedl jele: | X.

Barmely részbenrendezett halmaz rendezésidedljai (disztributiv) halét
alkotnak a C részbenrendezésre nézve.

Definicio

Ha A;, A> két antilanc P-ben, akkor azt mondjuk, hogy Ax domindlja
Az-et, s A; < Ax-vel jeloljik, ha JA; C [A;. J

Megjegyzés: < részbenrendezés.
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Jeldlje D(P) a P részbenrendezett halmaz paronként diszjunkt
elemhalmazainak Osszességét.
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Jeldlje D(P) a P részbenrendezett halmaz paronként diszjunkt
elemhalmazainak Osszességét.

Mivel a paronként diszjunkt elemhalmazok antildncokat alkotnak P-ben,
ezért (D(P), <) is részbenrendezett halmaz.
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Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen B egy CD-bazis egy véges P = (P, <), részbenrendezett
halmazban, és legyen |B| = n.

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 26 / 82



Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen B egy CD-bazis egy véges P = (P, <), részbenrendezett
halmazban, és legyen |B| = n.

Ekkor létezik {D;}1<i<n, maximalis lanc a D(IP) részbenrendezett
n

halmazban dgy, hogy B = |J D;.
i—1

1

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20.



Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen B egy CD-bazis egy véges P = (P, <), részbenrendezett
halmazban, és legyen |B| = n.

Ekkor létezik {D;}1<i<n, maximalis lanc a D(IP) részbenrendezett
n

halmazban dgy, hogy B = |J D;.
i—1

1

m
Tovabba, D(P) barmely {D;}1<i<m maximalis lancdra a D := |J D;

i=1
halmaz CD-bazist alkot a P részbenrendezett halmazban gy, hogy
|ID| = m.
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Bizonyitas

Any poset (P, <) without least element becomes a poset with 0 by adding
a new element 0 to P. In this way both the number of the elements in the CD-bases of P and the length of the maximal chains
in D(P) are increased by one. Therefore, without loss of generality we may assume that P contains 0 and |P| > 2.

To prove the first part of Theorem 1.5, assume that B is a CD-base in P. Then clearly 0 € B and |B| > 2. Let D; = max(B).
Take any m; € D; and form Dy = max(B \ {m1}). Then, in view of Lemma 1.7, D1, D, € D(P), D1 > Dy, and D is a
maximal element in D(P). Further, suppose that we already have a sequence (D;, m;), 1 < i < k (k > 2) such that m; € D;,
Dy > ... > Dy in D(P) and

Dy =max(B\ {mq, ..., m_1}).

We show that for all i € {1, ...,k — 1} and d € Dy we have d # mj. (5)
This is clear for i = 1 since m; € max(B) andd € B, d # my. If2 < i < k — 1, then m; € max(B \ {m1,...,mj_1}), and
sinced € B\ {m1,...,mi_1}, d > m; would imply m; =d € B\ {m1,...,m;, ..., my_1}, a contradiction.

Further, if |[B\ {my, ..., mg_1}| > 2, then form the next set Dy 1 := max(B \ {my, ..., mx_1, my}) and let

my41 € Dyyq. Since Dy q is an antichain in the CD-base B, it is a disjoint set, and clearly Dyy1 # Dy.
In order to prove Dy > D1, consider the subposet (/(Dy), <). By Proposition 1.4, By := B N I(Dy) is a CD-base in
(I(Dx), <). We claim that

By =B\ {my,...,mg_1}.

Indeed, Dy = max(B \ {my, ..., mg_1}) implies B\ {my,...,my_1} C BN I(Dy) = Bg. On the other hand, (5) implies
{my,...,mg_1} N I(Dg) = 0, whence we get By C B\ {my, ..., mg_1}, proving our claim. Hence D, = max(By), and
Dy1 = max (B\ {mq, ..., mg_1, mc}) = max(By \ {my}).

Now, by applying Lemma 1.7, we obtain that Dy < Dy holds in D(/(Dy)). Finally, observe that any S € D(P) with

S < Dy is also a disjoint set in (/(Dy), <) according to (A). Moreover, since Dy 1 < Dy holds in D(/(Dy)),

Dyy1 < S < Dy implies either S = Dy or S = Dy 1. This means that Dy 1 < Dy holds in D(P), too.

Thus we conclude by induction that the chain Dy > ... > Dy > ... can be continued as long as the condition

|B\ {my,...,mg_1}| > 2isstill valid. Since P is finite, the process stops after finite - let say n — 1 steps, when
|B\ {my,...,mp_1}| =1, and the last set is D, = B\ {my, ..., my_1}. As0 € B, and since 0 ¢ max(X) whenever
|X] > 2, weget {0} =B\ {mq,...,mp_1} = Dp. As D; is a maximal element and D, = {0} is the least element in

D(P), D1 > ... > Djp is a maximal chain in D(P). Since B = {my, ..., m,_1,0}, we obtain |B| = n.
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Bizonyitas

To prove the second part of Theorem 1.5, assume that the disjoint sets Dy, ..., Dy, form a maximal chain C:

Dy <...<Dnp

m
in D(P). Then D; = {0}. Let D = U D;. First, we prove that the set D is CD-independent. Indeed, take any x,y € D, i.e.

x € Dj and y € Dj for some 1 < i < i < m. Then x < z for some z € D; by (A). Assume that x and y are not comparable.
Then z # y, and z L y implies x L y by (1). This means that D is CD-lndependent.

Now, assume that D is not a CD-base. Then there is an x € P\ D such that D U {x} is CD-independent. Next, consider the
set

E={D;eC|x¢dforalldec D}

Clearly, D; = {0} € & since x £ 0. Let D; € £. Then d L x or d < x holds for each d € D; because D U {x} is
CD-independent. Thus T; := {x} U {d € D; | d £ x} is a disjoint set, and d < x or d € T; holds for all d € D;. Hence

D; < T, (6)

in view of (A) and x ¢ D;. Observe that Dy, ¢ £ since Dy, < Tp, is not possible because C is a maximal chain. Thus, there
exists a k < m — 1 such that Dy € £ but Dy 1 ¢ £. This means that x ;{ d for all d € Dy, and x < z holds for some

z € Dyyq. Then Ty = {x} U {d € Dy | d £ x} € D(P) satisfies D < T in virtue of (6). Since T) \ {x} C Dy < Dy4q
and x < z, for each t € T thereis a v € Dyyq with t < v. In view of (A) we get Dy < T) < Dy because

x ¢ Dyyq1 C D. Since this fact contradicts Dy < Dy 1, we conclude that D is a CD-base.

Further, in view of (4), it follows that any set D; \ D; _1, 2 < i < m contains exactly one element, let say, a;. Observe also that

D= LTJlDf = DU <_LTJZ(D/' \ Di—l))-

Since D; = {0} and D; \ D;_1 = {a;}, we get D = {0, a2, ..., am }. We prove that all the elements 0, a3, ..., am are
different: Clearly, 0 ¢ {a, ..., am}. Takeany i,j € {2,...,m}, i <j. Then D; < D;_; < D;. As a; € Dj, thereis a
b€ Dj_1 with0 < a; < bby (A). Asa; € Dj \ Dj_1, b < aj or b L aj holds by (2). Since both facts imply a; # a;, we
conclude that D contains m different elements.
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1. Lemma

Ha D1 < D> a D(P) részbenrendezett halmazban,
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Ha D1 < D> a D(P) részbenrendezett halmazban, akkor

Dy ={a}u{y e D1\ {0} |y L a},
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Ha D1 < D> a D(P) részbenrendezett halmazban, akkor

Dy ={a}U{y € D1\ {0} | y L a},
ahol

S={seP\(D1U{0}) |y Lsvagyy <s barmely y € D;-re},

és a € min(S).
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Ha D1 < D> a D(P) részbenrendezett halmazban, akkor

Dy ={a}U{y € D1\ {0} | y L a},
ahol

S={seP\(D1U{0}) |y Lsvagyy <s barmely y € D;-re},

és a € min(S).

Tovabba

Dy <{a}u{y e D1\ {0} |y L a}

teljesiil barmely a € min(S)-re.
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[llusztracidé az 1. Lemmahoz

S
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[llusztracidé az 1. Lemmahoz
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[llusztracidé az 1. Lemmahoz

S
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[llusztracidé az 1. Lemmahoz
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Legyen B egy legalabb kételemii CD-bazisa egy P = (P, <)
részbenrendezett halmaznak, M = max(B), és m € M. Ekkor M and
N := max(B \ {m}) paronként diszjunkt elemhalmazok.
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Legyen B egy legalabb kételemii CD-bazisa egy P = (P, <)
részbenrendezett halmaznak, M = max(B), és m € M. Ekkor M and
N := max(B \ {m}) paronként diszjunkt elemhalmazok.

Tovabba M maximalis elem D(P)-ben,
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Legyen B egy legalabb kételemii CD-bazisa egy P = (P, <)
részbenrendezett halmaznak, M = max(B), és m € M. Ekkor M and
N := max(B \ {m}) paronként diszjunkt elemhalmazok.

Tovabba M maximalis elem D(P)-ben, valamint N < M teljesiil
D(P)-ben.

48 / 82

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20.



[llusztracidé a 2. Lemmahoz
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[llusztracidé a 2. Lemmahoz
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[llusztracidé a 2. Lemmahoz
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[llusztracidé a 2. Lemmahoz
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Kovetkezmény

Legyen P =(P, <) véges részbenrendezett halmaz.

A P-t fokszamozottnak (vagy fokszamozott részbenrendezett halmaznak)
nevezzik, ha minden maximalis ldnca azonos elemszamu.
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Legyen P =(P, <) véges részbenrendezett halmaz.
A P-t fokszamozottnak (vagy fokszamozott részbenrendezett halmaznak)
nevezzik, ha minden maximalis ldnca azonos elemszamu.

A P részbenrendezett halmaz CD-bazisai akkor és csak akkor azonos
elemszamuak, ha D(P) fokszamozott. J
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Masik kovetkezmény

Legyen B C P egy CD-bazis IP-ben, és tekintsiik a (B, <) részbenrendezett
halmazt.
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Masik kovetkezmény

Legyen B C P egy CD-bazis IP-ben, és tekintsiik a (B, <) részbenrendezett
halmazt.

Ekkor barmely D(B)-beli C = {D;}1<j<m maximalis lanc
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Masik kovetkezmény

Legyen B C P egy CD-bazis IP-ben, és tekintsiik a (B, <) részbenrendezett
halmazt.

Ekkor barmely D(B)-beli C = {D;}1<i<m maximdlis ldnc D(P) -ben is
maximalis lanc.
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lllusztracié: P és D(P)
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lllusztracié: P és D(P), B és D(B)
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lllusztracié: P és D(P), B és D(B); egy maximdlis lanc
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lllusztracié: P és D(P), B és D(B); masik maximalis lanc
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Azt mondjuk, hogy a (P, <) részbenrendezett halmaz D pdronként
diszjunkt elemhalmaza teljes, ha nincs olyan p € P\ D, hogy D U {p} is
paronként diszjunkt elemhalmaz.
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P, D(P) and DC(P)
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Ekvivalens feltételek

Legyen P = (P, <) olyan véges részbenrendezett halmaz, amelynek van
legkisebb eleme (0). A kévetkezd feltételek ekvivalensek:

(i) AP részbenrendezett halmaz CD-bazisai azonos elemszamuak. J
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Ekvivalens feltételek

Legyen P = (P, <) olyan véges részbenrendezett halmaz, amelynek van
legkisebb eleme (0). A kévetkezd feltételek ekvivalensek:

(i) AP részbenrendezett halmaz CD-bazisai azonos elemszamuak. J

(i) D(P) fokszamozott. ]
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Ekvivalens feltételek

Legyen P = (P, <) olyan véges részbenrendezett halmaz, amelynek van
legkisebb eleme (0). A kévetkezd feltételek ekvivalensek:

(i) AP részbenrendezett halmaz CD-bazisai azonos elemszamuak. J
(i) D(P) fokszamozott. ]
(iii) DC(P) fokszamozott. J
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Gyengén 0-moduldris halok

A 0-val (legkisebb elemmel) és 1-gyel (legnagyobb elemmel) rendelkezd

részbenrendezett halmazokat korlatos részbenrendezett halmazoknak
nevezzuk.
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Gyengén 0-moduldris halok

A 0-val (legkisebb elemmel) és 1-gyel (legnagyobb elemmel) rendelkezd

részbenrendezett halmazokat korlatos részbenrendezett halmazoknak
nevezzuk.

Egy 0-val rendelkezé L = (L, <) halét 0-moduldrisnak nevezziik ha
barmely a, b, c € L esetén

a<bésbANc=0esetén bA(aVc)=a (Mo,)
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Gyengén 0-moduldris halok

A 0-val (legkisebb elemmel) és 1-gyel (legnagyobb elemmel) rendelkezd
részbenrendezett halmazokat korldtos részbenrendezett halmazoknak
nevezzuk.

Egy 0-val rendelkezé L = (L, <) halét 0-moduldrisnak nevezziik ha
barmely a, b, c € L esetén

a<bésbANc=0esetén bA(aVc)=a (Mo,)

Kongruencia-disztributiv varietds algebrainak toleranciahdléja 0-modularis
(de nem sziikségképpen moduldris).
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Gyengén 0-moduldris halok

A 0-val (legkisebb elemmel) és 1-gyel (legnagyobb elemmel) rendelkezd
részbenrendezett halmazokat korldtos részbenrendezett halmazoknak
nevezzuk.

Egy 0-val rendelkezé L = (L, <) halét 0-moduldrisnak nevezziik ha
barmely a, b, c € L esetén

a<bésbANc=0esetén bA(aVc)=a (Mo,)

Kongruencia-disztributiv varietds algebrainak toleranciahdléja 0-modularis
(de nem sziikségképpen moduldris).

Ha (Mp) teljesiil abban az esetben, ha a atom és ¢ < bV ¢, akkor L-et
gyengén 0-modularis halénak nevezziik.
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Gyengén 0-moduldris halok

L-et alulrdl féligmoduldris halonak nevezziik, ha barmely a, b, ¢ € L esetén
b < c-bol kovetkezik a A b < aAc.
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Gyengén 0-moduldris halok

L-et alulrdl féligmoduldris halonak nevezziik, ha barmely a, b, ¢ € L esetén
b < c-bol kovetkezik a A b < aAc.

Az egyesités-féligdisztributiv alulrdl féligmodularis halok éppen a véges
konvex geometridk zart halmazainak haléi.
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Gyengén 0-moduldris halok

L-et alulrdl féligmoduldris halonak nevezziik, ha barmely a, b, ¢ € L esetén
b < c-bol kovetkezik a A b < aAc.

Az egyesités-féligdisztributiv alulrdl féligmodularis halok éppen a véges
konvex geometridk zart halmazainak haléi.

Barmely alulrdl féligmodularis hilé gyengén 0-modularis.

Azt mondjuk, hogy a PP részbenrendezett halmaz gyengén 0-modularis, ha
aV cés bV c létezése esetén (Mg) emlitett gyengitett valtozata érvényes.
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Véges korldtos részbenrendezett halmazok

Legyen P véges korldtos részbenrendezett halmaz.
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Véges korlatos részbenrendezett halmazok

Legyen P véges korldtos részbenrendezett halmaz.

P minden féidedlja gyengén 0-modularis, akkor A(P) U C egy CD-bazis P
minden C maximalis lancara. J
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Véges korlatos részbenrendezett halmazok

Legyen P véges korldtos részbenrendezett halmaz.

P minden féidedlja gyengén 0-modularis, akkor A(P) U C egy CD-bazis P
minden C maximalis lancara. )

P minden féidedlja gyengén 0-moduldris és D(P) fokszdmozott, akkor PP is
fokszdmozott, és P barmely CD-bazisa |A(P)| 4 /(P) szdmy elemet
tartalmaz. )
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 65 / 82



Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz.

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 65 / 82



Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz.
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkezd részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz,
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkezd részbenrendezett halmaz. Legyen K # &

egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkezd részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik
P-ben,
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkezd részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik

P-ben, akkor A Dy szintén létezik D(PP)-ben.
keK
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik

P-ben, akkor /A Dy szintén létezik D(IP)-ben.
keK

Specidlisan, ha K = {1,2}
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik

P-ben, akkor /A Dy szintén létezik D(IP)-ben.
keK

Specidlisan, ha K = {1,2}
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik

P-ben, akkor /A Dy szintén létezik D(IP)-ben.
keK

Specidlisan, ha K = {1,2} és Dy = {a; | i € I}, Do = {b; | j € J} € D(P)
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik

P-ben, akkor /A Dy szintén létezik D(IP)-ben.
keK

Specidlisan, ha K = {1,2} és Dy = {a; | i € I}, Do = {b; | j € J} € D(P)
ugy, hogy minden a; A b; 1étezik,
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Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)

Lemma

Legyen P egy 0-val rendelkez6 részbenrendezett halmaz. Legyen K # &
egy indexhalmaz, és barmely k € K-ra legyen Dy paronként diszjunkt
elemhalmaz P-ben.

Ha minden f € [],cx Dk kivélasztasi fiiggvényre a A\, f(k) létezik

P-ben, akkor /A Dy szintén létezik D(IP)-ben.
keK

Specidlisan, ha K = {1,2} és Dy = {a; | i € I}, Do = {b; | j € J} € D(P)
ugy, hogy minden a; A b; 1étezik, akkor

[ M, ha M #0;
Dinbz = { {0} egyébként.

aholl\/l::{a,-/\bj|iel,jEJ,a,-/\bj;AO}.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.
Az a, b € P part disztributiv parnak nevezzik,
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.
Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re,
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.

Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re, és ezenkivill
cAN(aVvb)=(cNa)V(cADb)is teljesiil.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.

Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re, és ezenkivill
cAN(aVvb)=(cNa)V(cADb)is teljesiil.

Azt mondjuk, hogy (P, A) dp-disztributiv (diszjunkt pdrokra nézve
disztributiv), ha barmely diszjunkt a, b € P par disztributiv part alkot.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.

Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re, és ezenkivill
cAN(aVvb)=(cNa)V(cADb)is teljesiil.

Azt mondjuk, hogy (P, A) dp-disztributiv (diszjunkt pdrokra nézve
disztributiv), ha barmely diszjunkt a, b € P par disztributiv part alkot.

2. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

(i) Ha P = (P, ) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalo,
akkor D(P) dp-disztributiv félhalé.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.

Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re, és ezenkivill
cAN(aVvb)=(cNa)V(cADb)is teljesiil.

Azt mondjuk, hogy (P, A) dp-disztributiv (diszjunkt pdrokra nézve
disztributiv), ha barmely diszjunkt a, b € P par disztributiv part alkot.

2. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

(i) Ha P = (P, ) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalo,
akkor D(P) dp-disztributiv félhalé.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.

Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re, és ezenkivill
cAN(aVvb)=(cNa)V(cADb)is teljesiil.

Azt mondjuk, hogy (P, A) dp-disztributiv (diszjunkt pdrokra nézve
disztributiv), ha barmely diszjunkt a, b € P par disztributiv part alkot.

2. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

(i) Ha P = (P, ) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalo,
akkor D(IP) dp-disztributiv félhdlé. Tovabbé, ha barmely

D1, D, € D(P)-re, ha D; U D, egy CD-fiiggetlen részhalmaz, akkor
D1, D is a disztributiv par D(IP)-ben.
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Disztributiv par

Legyen P = (P, A\) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalé.

Az a, b € P part disztributiv parnak nevezziik, ha aV b |étezik, tovabbd
c € P-re (c Na)V (c A Db) is létezik minden ¢ € P-re, és ezenkivill
cAN(aVvb)=(cNa)V(cADb)is teljesiil.

Azt mondjuk, hogy (P, A) dp-disztributiv (diszjunkt pdrokra nézve
disztributiv), ha barmely diszjunkt a, b € P par disztributiv part alkot.

2. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

(i) Ha P = (P, ) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkezé félhalo,
akkor D(IP) dp-disztributiv félhdlé. Tovabbé, ha barmely

D1, D, € D(P)-re, ha D; U D, egy CD-fiiggetlen részhalmaz, akkor
D1, D is a disztributiv par D(IP)-ben.

(ii) Ha P teljes halé, akkor D(PP) egy dp-disztributiv teljes halé. J
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CD-bézis

Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P.

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 67 / 82



Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P. Azt
mondjuk, hogy (A, <) részhdldja (P, <)-nek, ha (A, <) halé,
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Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P. Azt
mondjuk, hogy (A, <) részhdldja (P, <)-nek, ha (A, <) hald, és barmely
a,b € A esetén {a, b} infimuma és szuprémuma ugyanaz (A, <)-ban, mint
P-ben.
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Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P. Azt
mondjuk, hogy (A, <) részhdldja (P, <)-nek, ha (A, <) hald, és barmely
a,b € A esetén {a, b} infimuma és szuprémuma ugyanaz (A, <)-ban, mint
P-ben.

3. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)
Legyen P = (P, <) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkez6

részbenrendezett halmaz, és B egy CD-bazis P-ben. Ekkor (D(B), <)
disztributiv fedés-6rz6 részhaléja(D(P), <)-nek.
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Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P. Azt
mondjuk, hogy (A, <) részhdldja (P, <)-nek, ha (A, <) hald, és barmely
a,b € A esetén {a, b} infimuma és szuprémuma ugyanaz (A, <)-ban, mint
P-ben.

3. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)
Legyen P = (P, <) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkez6

részbenrendezett halmaz, és B egy CD-bazis P-ben. Ekkor (D(B), <)
disztributiv fedés-6rz6 részhaléja(D(P), <)-nek.
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Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P. Azt
mondjuk, hogy (A, <) részhdldja (P, <)-nek, ha (A, <) hald, és barmely
a,b € A esetén {a, b} infimuma és szuprémuma ugyanaz (A, <)-ban, mint
P-ben.

3. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen P = (P, <) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkez6
részbenrendezett halmaz, és B egy CD-bazis P-ben. Ekkor (D(B), <)
disztributiv fedés-6rz6 részhaléja(D(P), <)-nek.

Ha P egy A-félhals,
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Legyen P = (P, <) részbenrendezett halmaz, és legyen A C P. Azt
mondjuk, hogy (A, <) részhdldja (P, <)-nek, ha (A, <) hald, és barmely
a,b € A esetén {a, b} infimuma és szuprémuma ugyanaz (A, <)-ban, mint
P-ben.

3. Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen P = (P, <) egy legkisebb elemmel (0-val) rendelkez6
részbenrendezett halmaz, és B egy CD-bazis P-ben. Ekkor (D(B), <)
disztributiv fedés-6rz6 részhaléja(D(P), <)-nek.

Ha P egy A-félhdl6, akkor barmely D € D(P) -re és Dy, D, € D(B)-re

(D1 VD)AND =(Dy AD)V (D, AD)

teljesiil (D(P), <)-ben.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Azt mondjuk, hogy az L halé O-disztributiv, ha tetszbleges a, b, x € L
esetén az x A a =0 és az x A b = 0 egylittes teljesiilésébdl kovetkezik
xA(aVb)=0.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Azt mondjuk, hogy az L halé O-disztributiv, ha tetszbleges a, b, x € L

esetén az x A a =0 és az x A b = 0 egylittes teljesiilésébdl kovetkezik
xA(aVb)=0.

Azt mondjuk, hogy az L halé gyengén 0-disztributiv, ha a fenti implikécié
aA b =0 esetén teljesiil.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Azt mondjuk, hogy az L halé O-disztributiv, ha tetszbleges a, b, x € L
esetén az x A a =0 és az x A b = 0 egylittes teljesiilésébdl kovetkezik
xA(aVb)=0.

Azt mondjuk, hogy az L halé gyengén 0-disztributiv, ha a fenti implikécié
aA b =0 esetén teljesiil.

Megjegyzés
Ha D paronként diszjunkt elemhalmaz egy 0-disztributiv héléban, és

|D| > 2, akkor konnyti latni, hogy tetsz6leges két di, dx € D elemet
helyettesithetjiik a két elem egyesitésével, dy V dr-vel.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Lemma

Legyen L egy véges O-disztributiv halé és D egy dualis atom a
D(L)-ben.

Legyen L fokszdamozott hald, legyen a € L. Ekkor az a magassigan az
[0, a] intervalluum hosszat értjiik, jele /(a).

Egy fokszamozott L halé 0-moduldris, ha /(a) + /(b) = /(a V b) fenndll
barmely olyan a, b € L esetben, ha aA b= 0.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Lemma

Legyen L egy véges O-disztributiv halé és D egy dualis atom a
D(L)-ben.

Ekkor D = {d} valamely d € L-re ugy, hogy d < 1, vagy D két
kiillonb6z6 dy, da € L elembdl &ll gy, hogy di V d> = 1.

Legyen L fokszdamozott hald, legyen a € L. Ekkor az a magassigan az
[0, a] intervalluum hosszat értjiik, jele /(a).

Egy fokszamozott L halé 0-moduldris, ha /(a) + /(b) = /(a V b) fenndll
barmely olyan a, b € L esetben, ha aA b= 0.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen L véges, gyengén 0-disztributiv hdalo. Ekkor a kovetkezd két
feltétel ekvivalens:
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen L véges, gyengén 0-disztributiv hdalo. Ekkor a kovetkezd két
feltétel ekvivalens:

o (i) L fokszdmozott, és I(a) + I(b) = I(a V b) teljesil minden olyan
a,b € L-re, amelyre aN b = 0.
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CD-bazisok specialis haléosztalyokban

Tétel (K. H. E., Radeleczki S.)

Legyen L véges, gyengén 0-disztributiv hdalo. Ekkor a kovetkezd két
feltétel ekvivalens:

o (i) L fokszdmozott, és I(a) + I(b) = I(a V b) teljesil minden olyan
a,b € L-re, amelyre aN b = 0.

e (ii) L 0-moduldris, és L CD-bdzisai azonos elemszamuak.
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Modular pair

We say that two elements a, b € L form a modular pair in the lattice L and
we write (a, b)M if for all x € L, x < b implies x V (a A b) = (x VV a) A b.

Also, a and b form a dual-modular pair if for all x € L, x > b implies
xA(aVb)=(xAa)Vb. Thisis denoted by (a, b)M*.

Clearly, if a and b form a distributive pair, then (a, b)M* is satisfied.

By means of modular pairs, the 0-modularity condition can be
reformulated as follows: For all a,b € L,

Lemma (M. Stern) In a graded lattice of finite length, (a, b))M implies
I(a) + I(b) < I(anb)+ I(aV b).
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With the help of the previous Lemma of M. Stern above, using an Ny
sublattice containing 0 as well as the dual lattice, we obtain

Proposition If L is a lattice with 0 such that (a, b))M* holds for all
a,b e L with aA b=0, then L is O-modular. If in addition L is a
graded lattice of finite length, then /(aV b) = I(a) + /(b) holds for all
a,be L withaAb=0.

Corollary (i) Let L be a finite, weakly 0-distributive lattice such that
for each a, b € L with a A b =0, condition (a, b))M* holds. Then the
CD-bases of L have the same number of elements if and only if L is
graded.

(ii) If L is a finite pseudocomplemented modular lattice, then the
CD-bases of L have the same number of elements.
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dp-distributive lattices

As any dp-distributive lattice L is weakly O-distributive, and (a, b)M* holds
for all a,b € L with a A b= 0 since (a, b) is a distributive pair, we obtain

Corollary

(i) Any dp-distributive lattice is 0-modular. If L is a dp-distributive
graded lattice with finite length, then /(aV b) = I(a) + /(b) holds for all
a,be L withaAb=0.

(ii) The CD-bases in a finite dp-distributive lattice L have the same
number of elements if and only if L is graded.
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Interval system

An interval system (V,Z) is an algebraic closure system satisfying the
axioms:

(lo) {x} €Z forall x € V, and 0 € Z;
(h) A, B€Zand ANB # 0 imply AUB € T,

(I2) For any A, B € T the relations ANB # 0, AZ B and BZ A imply
A\B €T (and B\ A€ ).

The modules (X-sets, or autonomous sets) of an undirected graph

G = (V,E), the intervals of an n-ary relation R € V" on the set V for

n > 2 —in particular, the usual intervals of a linearly ordered set (V, <) —
form interval systems.
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Generalizing interval systems

Let us consider now the condition:

(ZZ) IfaAnb#0, then (x <aVband xAa=0)= x<b for all
a,b,x e L.

Lattices with O satisfying condition (ZZ) and with the property that ta is
a modular lattice for all a € L, a £ 0, can be considered as a
generalization of the lattice (Z, C) of an interval system (V,Z). To study
their CD-bases, first we proved:

Lemma Let L be an atomic lattice satisfying condition (ZZ). Assume
D € D(L) and define Sp = {s € L\ (DU{0}) |d As=0or d <s, for
all d € D}. Then for all b,c € Sp with bAc#0 and all d € D,
dA(bVec)#0if and only if 0 < d < bor 0 < d < ¢ holds.
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Generalizing interval systems

Let us consider now the condition:

Remark Let L be a finite lattice and D = {d; | j € J} € DC(L). If

D < D' for some D' € D(L); then, there is a minimal element a € Sp
such that D' = {a} U {d; € D\ {0} | dj A a = 0}. In this case there
exists a set K C J such that

K={jeJ|d<a}#0and D'={a}u{d|jeJ\K} (14)

76 / 82
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Birkhoff’s condition

It is well-known that a finite lattice L is semimodular if and only if it
satisfies Birkhoff's condition, namely, for all a,b € L

(Bi) aANb=<a, bimpliesa,b=<aVbh.

We also say that a pair a, b € L satisfies Birkhoff's condition if the above
implication (Bi) is valid for a, b. It is known that any distributive pair
a, b € L satisfies Birkhoff’'s condition.

Theorem 3. (K. H. E., Radeleczki S.)Let L be a finite lattice
satisfying condition (ZZ) such that any principal filter ta with
a e L\ {0} is a modular lattice. Then DC(L) is a semimodular lattice.
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Corollary (i) If L is a finite distributive lattice, then DC(L) is a
semimodular lattice.
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Corollary (i) If L is a finite distributive lattice, then DC(L) is a
semimodular lattice.

(ii) If L is a finite lattice that satisfies the conditions in Theorem 3,
then its CD-bases have the same number of elements.

By applying this to interval systems we obtain:

If (V,I) is a finite interval system, then the CD-bases of the lattice (Z,C)
contain the same number of elements.
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Island domain

UeCCKCP(U)

Let h: U — R be a height function and let S € C be a nonempty set.

We say that S is an pre-island with respect to the triple (C, IC, h), if every
K € K with S < K satisfies

min h(K) < min h(S).
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Island domain

UeCCKCP((U)
Let h: U — R be a height function and let S € C be a nonempty set.

We say that S is an pre-island with respect to the triple (C, IC, h), if every
K € K with S < K satisfies

min h(K) < min h(S).

We say that S is a island with respect to the triple (C, IC, h), if every
K € K with S < K satisfies

h(u) <minh(S) forallue K\ S.
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Connective island domains

Definition

A pair (C,K) is an connective island domain if

VABeC: (ANB#0Pand BZ A) — IKeK:ACKCAUB.
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Connective island domains

Theorem

The following three conditions are equivalent for any pair (C, K):

(i) (C,K) is a connective island domain. ]
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Connective island domains

Theorem

The following three conditions are equivalent for any pair (C, K):

(i) (C,K) is a connective island domain. ]
(ii) Every system of pre-islands corresponding to (C, K) is
CD-independent. J

K. Horvath Eszter

Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 81 /82



Thank you for your attention!

Think. thr‘k. think.

Thank you for your attention!

K. Horvath Eszter Szigetek és CD-fiiggetlen halmazok Szeged, 2018. febr. 20. 82 /82



	Islands?
	Sziget
	Vizsgálati irányok szigetekkel kapcsolatban

	CD-independent subsets
	History
	CD-független halmazok disztributív hálókban
	Miskolc, Szeged, Tampere, szigetek
	CD-független halmazok részbenrendezett halmazokban
	Páronként diszjunkt elemhalmazok 
	Rendezésideálok/1
	D(P)
	Tétel
	Bizonyítás
	Bizonyítás
	1. Lemma
	2. Lemma
	Következmény
	Másik következmény
	DC(P)
	Ekvivalens feltételek
	Gyengén 0-moduláris hálók
	Gyengén 0-moduláris hálók
	Véges korlátos részbenrendezett halmazok

	Félhálók és hálók 
	Részbenrendezett halmaz legkisebb elemmel (0-val)
	Disztributív pár
	CD-bázis

	CD-bázisok speciális hálóosztályokban
	CD-bázisok speciális hálóosztályokban
	CD-bázisok speciális hálóosztályokban
	CD-bázisok speciális hálóosztályokban
	Modular pair
	CD-bases
	dp-distributive lattices
	Interval system
	Generalizing interval systems
	Generalizing interval systems
	Birkhoff's condition
	CD-bases
	Island domain
	Connective island domains
	Connective island domains
	Thank you for your attention!


