FELADATOK A , RELACIOK” TEMAKORHOZ

A feladatsorban haszndlt jel6lések:
R ={recR|r<0}, Rt={reR|r>0},
[a;0) = {r eR | a <r < b},
ahol a,b € R és a < b.
3.1. Feladat. Adja meg az o = {(z,y) | * + 2 = 3y?} C R x R megfeleltetés inverzét. Tartalmazza-e az

a?(= aa) megfeleltetés a (3,7), (1,—1) és (=5, 3) szdmparokat?

3.2. Feladat. Hatdrozza meg az a3 megfeleltetés-szorzatot, valamint a G megfeleltetés inverzét, ha a és 3

az aldbbi megfeleltetések:

(a) a={(a,b) |a<b} CZxR, B={(a,b)]a=0b"} CRxR,;
|a?=b} CRxZ, [=1{(a,b

(b) a={(a,b) )| a<b*} CZxR;

(¢) a={(a,b) |sina=b} CRxN, fg= (,)\b>\a|}CNxR

() a=1{(e9) |9 <2} CRx[-22), B={(@y)|2* +1? = 4} C [~22] x [0;2];

(e) a={(z,y)|y=rcosa} C[0,in] x RT, *{(:z:y)|x*y+1vagyy:1}§R+xR+.

3.3. Feladat. Hatédrozza meg az aldbbi « és 8 reldcick af és Sa szorzatdt. (E: az emberek halmaza, H:
egy adott sik egyeneseinek halmaza)
(a) a={(z,y) | x az y gyermeke}, [ ={(z,y) |y az = apja} az F halmazon;

b) a=p={(e,f) | e meroleges f-re} a H halmazon;

(c) a={(z,y) |I—2y} B ={(z,y) | z = 2Y} az R halmazon;

(d) a={(z,y) | 10z = y}, ﬁ:{(z,yﬂx:lgy} az R halmazon;

(e) a={(z.y) |ly=2?}, B={(z,y)|y—1=3x}az R halmazon;
() a={(z,y) |y =z}, B={(x,y)|—-8r=y+1} az R halmazon;

3.4. Feladat. Adjon meg a gréafjaval az A = {a, b, ¢, d} halmazon egy olyan reldciét, amely
(a) reflexiv, tranzitiv, de nem szimmetrikus;

(b) antiszimmetrikus, tranzitiv, de nem dichotom;

(c) dichotom, de nem reflexiv.

3.5. Feladat. Legyen o = {(a,b) | a osztéja b-nek} az A = {—4,—-3,-2,—1,0, 1,2, 3} halmazon értelmezett
relicié. Adja meg a p relacié grafjat. Vizsgélja meg reflexivitas, szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitds és
dichotémia szempontjabdl.

3.6. Feladat. Vizsgélja meg az alabbi relacidkat reflexivitds, szimmetria, antiszimmetria, tranzitivitas és

dichotémia szempontjabdl. Ezek alapjan dllapitsa meg, hogy melyik relacié ekvivalencia, részbenrendezés,
illetve rendezés.

(a) {(a,b) | ab= 1} az R halmazon; (b) {(a,b) |4]|b—a} aZ halmazon;

(c) {(a, b) | a +5 < b} a Z halmazon; (d) {(a,b)|a < b} az R halmazon;

(e) {(a,b) | a < b} az R halmazon; (f) {(a,b)|ab> 0} az R halmazon;

(g) {(a,b)] ¢ 0, < 0} az R\ {0} halmazon; (h) {(z,v) | |=| + ly| < 3} a Q halmazon;
(i) {(z,y) | 2* + y? < 10} a Z halmazon; (3) {(a,b) | |a] = |b|]} az R halmazon;
(k) {(a,d) | |a—0b|] <2} az R halmazon; (1) {(a,b)|a—b< a®} a Z halmazon;

(m) {(a,b) | a—b < a®} az R halmazon; (n) {(a,b)|3< |a —b|} a Q halmazon;
(o) {(a,b)|2]|a+ b} az N halmazon; (p) {(x,y) |22+ y*} a Z halmazon;
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(@) {(z,y) | zy > 2} az R halmazon; (r) {(z,y) |z —3 >y} az R halmazon;
(s) {(a,b) | a®+2b < b?+ 2a} az N halmazon; (t) {(a,b)]||a—b| =1} az N halmazon.
(u) {(z,y) ]| (sin? z — sin® y)(cos® x — cos? ) = 0} az R halmazon.

3.7. Feladat. Igazolja, hogy a o = {(a,b) | |a — b] < 3} relacié az R halmazon szimmetrikus. Adja meg a o
relacié inverzét és komplementerét. Vizsgalja meg, hogy szimmetrikusak-e ezek a relacidk.

3.8. Feladat. Legyen X tetszOleges halmaz, ¢ pedig egy szimmetrikus relacié X-en. Bizonyitsa be, hogy o
inverze és komplementere is szimmetrikus.

3.9. Feladat. Reflexiv-e reflexiv relacidk szorzata, inverze? Mit mondhatunk az antszimmetrikus relaciékrél?

3.10. Feladat. Legyen o = {(a,b) | a — b = 2} reldcié az A = {1,2,3,4,5} halmazon. Rajzolja fel a o
grafjat, adja meg (ne csak a grafjival)

(a) o szimmetrikus lezartjat;

(b) o tranzitiv lezartjat;

(c) o szimmetrikus lezdrtjnak tranzitiv lezartjdt;

(d) o tranzitiv lezartjdnak szimmetrikus lezértjdt.

3.11. Feladat. Melyik abra adja meg egy részbenrendezett halmaz Hasse diagramjat? Melyek ezen rész-
benrendezett halmaz minimélis elemei?

(4) (8) | (©) .

) 5 )

3.12. Feladat. Adjon meg Hasse diagramjaval olyan részbenrendezett halmazt, melynek alaphalmaza A =
{1, 2, 3, 4, 5, 6}, tovdbba 3 minimalis és egy legnagyobb eleme van.

3.13. Feladat. Adja meg az alabbi részbenrendezett halmazok Hasse-diagramjat. Melyek a minimalis,

maximalis, legkisebb, legnagyobb elemek? Adja meg a dudlis részbenredezett halmaz Hasse-diagramjat is.

(a) (A; C), ahol A= {0, {1}, {2}, {3}, {1 4} {1.2}. {2.3}.{1.2,3}}

(b) (B; |), ahol B ={2,3,4,5,6,12,24,36};

(c) (C; C), ahol C = {123,211,321,467,512,861,999}, és a C b pontosan akkor teljesiil, ha a minden
szamjegye kisebb vagy egyenlo, mint b megfelel6 szamjegye;

(d) (D; <), ahol D ={(1,1),(3,2),(0,—1),(3,3),(2,2)}, és < a komponensenkénti részbenrendezés.

3.14. Feladat. Legyen D¢ = (A; | ) és P = (B; <) részbenrendezett halmaz, ahol A = {2,3,6} és B =
{0,1,3}. Adja meg a Dg és a P részbenrendezett halmazok direkt szorzatdnak Hasse diagrammjét. Melyek
a minimélis, maximalis, legkisebb, legnagyobb elemek?

3.15. Feladat. Az aldbbi reldcidk koziil melyik terjeszthetd ki részbenrendezéssé
(a) a={(a,b) |a—a®<b} C{-1,0,1} x {-1,0,1};

() B={(a,b) | a—a® < b} C{-1,0,1} x {-1,0,1};

(c) v={(v,w) | V2w = (1 +i)v} CC x C;

d) 6 = {(m,n) | van olyan oo € N, amelyre m | n®} C N x N?

(

3.16. Feladat. Adja meg a

(a) ({0, {1}, {2},{1.2},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}}; O);

(b) ({0,1,2,3,6,12,24,36,48}; | )

részbenrendezett halmaz Hasse diagramjat. Hanyféleképpen terjeszthetd ki rendezéssé? Adja meg egy kiter-
jesztését.

3.17. Feladat. Adjon meg az {1,2,3,4,5} halmazon olyan osztdlyozast, melynek pontosan 2 osztalya
(blokkja) van. Adja meg a kapott osztalyozdshoz tartozé ekvivalenciareldcié grafjat.
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3.18. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd osztdlyozasokhoz tartozo ekvivalenciareldciot.

(a) C1 = {{%x2+2z+3 2? + 4z + 6, z2+69:+9} {2z + 5,2+ 3}, {§z2+z+§,x + 3z + 1}} az
{1,7:24—23:4—3 z? + 4x + 6, §x2+6x+9 330—1—5 x+3, 1x2+m—|—i§,x + 3z + 1} halmazon;

(b) C2 = {{(1,-3),(=2,6), (3, -3)} {(3,—3). (5, =6)}} a {(=2,6),(3,-3). (5, —2), (1, =3), (5, —6)} hal-

mazon;

(¢) Cy = {{-1+ %30, 1,0}, {~v2, V2,1 + 4,1 —i}} a {—v2, 1 + %3i i, 1,1 44,1 —i,v/2} halmazon;
(d) Cy ={{f eR[z]| f*=n}|n € Ny} az R[z] polinomgyfiriin.
3.19. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd ekvivalenciarelaciékhoz tartozéd osztalyozést.

(a) {(a,b) |4 |b—a} aZ halmazon;

(b) {(a,b) ||a| = |b|} az Z halmazon;

(¢) {(a,b) | ab> 0} az R\ {0} halmazon;

(d) {(x,y) | #® + y? péros} a Z halmazon;

(e) {(H,H') | |H| = |H'|} az A = {H, Ha, H3, Hy, Hs, Hg} halmazon, ahol H; = {1,2}, Hy = (), H3 =

{a,b}, Hy = {0} és H5 = {1,2,3}, Hs = {3,4,5};

(f) {(a,b) | a-nak és b-nek van koézos primosztdja} a B ={2,3,8,9,14,15,19, 26} halmazon;

(g ) {(a,b) | a és b szdmjegyeinek Gsszege egyenlé} a C ={71,301,216,4, 121, 54,602,315} halmazon;
(h) {(z,y) | sin®z = sin®y vagy cos?x = cos?y} az R halmazon.

3.20. Feladat. Legyen o = {(a,b) | a osztdja b-nek} reldcié az A = {—4,—-3,—2,-1,0,1,2,3} halmazon.

Ekvivalenciarelacié-e o, illetve oMo~ ! az A halmazon? Ha valamelyik relécié ekvivalencia, adja meg a hozza
tartozo osztalyozast.
3.21. Feladat. Legyen o tetsz6leges részbenrendezés az A halmazon. Bizonyitsa be, hogy o N o~ ! ekviva-

lenciareldcié A-n.



