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Polinomok, alapok

Jelölés

R[x ].

p ∈ R[x ]

• p = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0, an 6= 0

• p = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + . . . véges összeg

• p ≡ (a0, a1, a2, a3, . . .) egy
”

idő után” kontsans 0

• p ≡ {ai}∞i=0 =
{

[x i ]p
}∞

i=0
véges sok nem-0 tag

Defińıció/fokszám

deg p = max{k : [xk ]p 6= 0}.

deg 0 = −∞.
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véges sok nem-0 tag
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Alapműveletek

p, q ∈ R[x ], α ∈ R

p + q : [xk ](p + q) = [xk ]p + [xk ]q,

p · q : [xk ](p · q) =
∑

i ,j∈N:x i ·x j =xk

[x i ]p · [x j ]q,

α · p : [xk ](α · p) = α · [xk ]p.

Észrevétel

R[x ] tekinthető mint vektortér.
R[x ] tekinthető mint gyűrű.
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Alapműveletek és a fokszám

Lemma

deg pq = deg p + deg q,

deg p + q ≤ max{deg p, deg q},

deg αp = deg p, α ∈ R∗.

Észrevétel

R[x ]≤d vektortér.
dim R[x ]≤d = d + 1.

Standard bázis: {1, x , x2, . . . , xd}.

Észrevétel

R[x ]=d NEM vektortér.
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Polinomok gyökei

Defińıció

Az r szám a p ∈ R[x ] polinom gyöke, ha

• p(r) = 0,

• p(x) = (x − r)p0(x), azaz x − r |p(x).

Defińıció

Az r szám a p ∈ R[x ] polinom µ-szörös multiplicitású gyöke, ha

(i) (x − r)µ|p(x),

(ii) (x − r)µ+1 6 |p(x).
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• p(r) = 0,

• p(x) = (x − r)p0(x), azaz x − r |p(x).

Defińıció
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Jelölések

Jelölések

• R[x ]valós,

• R[x ]pozit́ıv,

• R[x ]negat́ıv,

• R[x ]valós, fő,

• R[x ]pozit́ıv, fő,

• R[x ]negat́ıv, fő.

• R[x ]valós, különböző,

• R[x ]pozit́ıv, különböző,

• R[x ]negat́ıv, különböző.
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Jelölések
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Jelölések
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• R[x ]valós, különböző,
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• R[x ]pozit́ıv, különböző,
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Példa

Legyen p ∈ R[x ]=2
fő ,

azaz p = x2 + bx + c . (b, c) ∈ R2.

b

c
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Polinomok geometriája

R[x ]=d
fő ≡ Rd

p = xd + ad−1x
d−1 + ad−2x

d−2 + . . .+ a1x + a0 7→
(ad−1, ad−2, . . . , a1, a0)

Tétel

a) Hvalós zárt,

b) Hvalós, különböző nyilt,

c) Hvalós, különböző = Ho
valós.

Tétel

Tetszőleges p ∈ R[x ]=d
valós esetén van olyan

{pn}∞n=0 ⊂ R[x ]=d
valós, különböző, hogy

pn → p.
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c) Hvalós, különböző = Ho
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fő ≡ Rd

p = xd + ad−1x
d−1 + ad−2x

d−2 + . . .+ a1x + a0 7→
(ad−1, ad−2, . . . , a1, a0)

Tétel

a) Hvalós zárt,
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Tetszőleges p ∈ R[x ]=d
valós esetén van olyan

{pn}∞n=0 ⊂ R[x ]=d
valós, különböző, hogy

pn → p.
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Példák

Binomiális tétel(n
0

)
+
(n

1

)
x +

(n
2

)
x2 +

(n
3

)
x3 + . . .+

( n
n−1

)
xn−1 +

(n
n

)
xn valós gyökű.

Permutációk számlálása ciklusok száma szerint[n
0

]
+
[n

1

]
x +

[n
2

]
x2 +

[n
3

]
x3 + . . .+

[
n

n−1

]
xn−1 +

[n
n

]
xn valós

gyökű.

Észrevétel

A fentiek NEGAT́IV GYÖKŰEK.
A valós gyökű főpolinomok között
a negat́ıv gyökűség ≡ pozit́ıv együtthatójúság.

Szimmetrikus mátrix karakterisztikus polinomja

det (xI − A) valós gyökű, HA A szimmetrikus, négyzetes mátrix.
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0

]
+
[n

1

]
x +

[n
2

]
x2 +

[n
3

]
x3 + . . .+

[
n

n−1

]
xn−1 +

[n
n

]
xn valós

gyökű.
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Gyökök és együtthatók

Legyen p ∈ R[x ]=n
fő .

p együtthatói: p(x) = xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . .+ a1x + a0.
p gyökei: p(x) = (x + r1)(x + r2) . . . (x + rn).
Ekkor

an−1 = r1 + r2 + . . .+ rn,

an−2 = r1r2 + r1r3 + . . .+ rn−1rn,

an−3 = r1r2r3 + r1r2r4 + . . .+ rn−2rn−1rn,

an−4 = r1r2r3r4 + r1r2r3r5 + . . .+ rn−3rn−2rn−1rn,

...

a0 = r1r2 . . . rn−1rn.
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Gyökök és együtthatók
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p együtthatói: p(x) = xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . .+ a1x + a0.
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Negat́ıv gyökű polinomok

Tétel (Newton)

Legyen p ∈ R[x ]valós, negat́ıv, fő:
p(x) = xn + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . .+ a1x + a0. Ekkor

1, an−1, an−2, . . . , a1, a0

LOG-KONKÁV.

Defińıció

{ai}ni=0 log-konkáv, ha

• {log ai}ni=0 konkáv,

• log ak−1+log ak+1

2 ≤ log ak , ha k = 1, 2, . . . , n − 1

• ak−1ak+1 ≤ a2
k , ha k = 1, 2, . . . , n − 1.
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Negat́ıv gyökű polinomok
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Kombinatorika

Jelölés

Legyen H egy halmaz.
(H

k

)
a H halmaz k elemű részhalmazainak

összessége.

Tétel

Megadható olyan

ϕ :

(
H

k − 1

)
×
(

H

k + 1

)
→
(

H

k

)
×
(

H

k

)
EGY-EGYértelmű leképzés, amelyre (A,B) 7→ (C ,D) esetén

A ] B = C ] D.
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További példa

Defińıció

Legyen G egy egyszerű gráf. M ⊂ E (G ) PÁROŚITÁS, ha

M-ben
NINCS két szomszédos/összefutó él.

δ(M) = |V (G )| − 2|M| = n − 2|M|, nem párośıtott pontok száma.

Defińıció

mG (x) =
∑

M: párośıtás G -ben

(−1)|M|xδ(M) =
n∑

i=0

(−1)iδn−2i (G )xn−2i ,

ahol δk(G ) = |{M : párośıtás, δ(M) = k}|.

Tétel

mG (x) ∈ R[x ]nvalós, fő
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ahol δk(G ) = |{M : párośıtás, δ(M) = k}|.

Tétel

mG (x) ∈ R[x ]nvalós, fő
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Eötvös műhely, Szeged, 2014 Valós gyökű polinomok és kombinatorika



Példák

• δn(G ) = 1.

• δn−2(G ) = |E (G )|.
• δn−2k(Sn) = 0, ha k ≥ 2.

• δn−2k(Kn) =
( n

2k

)
(2k − 1)(2k − 3)(2k − 5) . . . = n!

2kk!(n−2k)!
.

• δ2k(HKn,n) =
{ n

k

}
.
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Rekurzió

Tétel

Legyen G egy egyszerű gráf és e = uv ∈ E (G ) egy éle. Ekkor

mG (x) = mG−e(x)−mG−{u,v}(G ).
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Egyszerű eset

Tétel

Legyen T egy fa. Ekkor

mT (x) = det (xI − AT ) .


AT1 0

1

1

0 AT2


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Következmény

Következmény

Legyen T egy fa. Ekkor

(i) mT (x) gyökei valósak (T sajátértékei).

(ii) mT (x) minden r gyökére

|r | ≤ 2
√

∆(T )− 1.
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Egy ügyes észrevétel

G

u
e

v
G   

u
e

v

e G   u

v

G

Észrevétel

(i) mG ′(x) = mG−e(x)mG−u(x)−mG−umG−{u,v}(x).

(ii) mG (x)|mG ′(x).
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Módośıtott szomszédsági mátrix

Legyen σ : E (G )→ {−1, 1}.

AσG : mint az AG szomszédsági mátrix, csak az e élnek két darab
σ(e) érték felel meg (a megfelelő poźıcióban).

AG = A1
G .
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AG = A1
G .
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Fontos

Észrevétel

Eσdet (xI − AσG ) = mG (x).

π : V (G )→ V (G ) =⇒ k kifejtési tag a bal oldalon.
L

P

C

Ha C 6= ∅, akkor
Eσk = 0.
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Eötvös műhely, Szeged, 2014 Valós gyökű polinomok és kombinatorika



A Tétel

Adam Marcus, Daniel A. Spielman, Nikhil Srivastava

Van olyan σ, hogy
det (xI − AσG )

minden r gyökére
r ≤ 2

√
∆(G )− 1.
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Levezető tétel I.

Tétel I.

Legyen p, q ∈ R[x ]=n
valós, fő. Akövetkezők ekvivalensek:

(i) Minden α, β ∈ R esetén αp + βq ∈ R[x ]valós.

(ii) p és q gyökei alternálnak.
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Levezető tétel II.

Tétel II.

Legyen p, q ∈ R[x ]=n
valós, fő. Akövetkezők ekvivalensek:

(i) Minden α, β ∈ R+ esetén αp + βq ∈ R[x ]valós.

(ii) p és q gyökei 2-blokkosak.

Ekkor

min {max-gyök p,max-gyök q} ≤ max-gyök (αp + βq).
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Vége van!

Köszönöm a figyelmet!
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