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Polinomok, alapok
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Polinomok, alapok

R[x]. l

e p=ax"+a,_1x"14+...4+a, a,#0
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Polinomok, alapok

R[x]. l

e p=ax"+a,_1x"14+...4+a, a,#0
e p=3a9+ aix + 32x2 -+ a3x3 -+ a4x4 + ... véges Osszeg
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Polinomok, alapok

R[x]. \

e p=ax"+a,_1x"14+...4+a, a,#0
e p=3a9+ aix + 32x2 -+ a3x3 -+ a4x4 + ... véges Osszeg

e p=(ap,a1,aas,...) egy,idé utdn” kontsans 0
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Polinomok, alapok

R[x]. \

p=apx"+an1x"t+.. . +ag, ap#0

e p=3a9+ aix + 32x2 -+ a3x3 -+ a4x4 + ... véges Osszeg
e p=(ap,a1,aas,...) egy,idé utdn” kontsans 0
o p={aj}y = {[x"]p}zo véges sok nem-0 tag
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Polinomok, alapok

R[x].

e p=ax"+a,_1x"14+...4+a, a,#0
o p=ap+aix + ax®+ azx3 + asx* + ...  véges Osszeg

e p=(ag,a1,a,as,...) egy,idé utan” kontsans 0

o p={aj}y = {[xi]p}zo véges sok nem-0 tag

Definicié/fokszam

deg p = max{k : [x]p # 0}.
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Polinomok, alapok

R[x].

e p=ax"+a,_1x"14+...4+a, a,#0
o p=ap+aix + ax®+ azx3 + asx* + ...  véges Osszeg

e p=(ag,a1,a,as,...) egy,idé utan” kontsans 0

o p={aj}y = {[xi]p}zo véges sok nem-0 tag

Definicié/fokszam

deg p = max{k : [x]p # 0}.

deg 0 = —o0.
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Alapmiiveletek

p,q € Rix],aa e R

p+q:[x*1(p+ q) = [x]p + [x"]a,
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Alapmiiveletek

p,q € Rix],aa e R

p+q:[x*1(p+ q) = [x]p + [x"]a,

p-q:[Xp-a)= > [xIp-[¥lq,

i jEN:xT - xJ=xk
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Alapmiiveletek

p,q € Rix],aa e R

p+q:[x*1(p+ q) = [x]p + [x"]a,

p-q:[Xp-a)= > [xIp-[¥lq,

i jEN:xT - xJ=xk

a-p:[x¥(a-p)=a-[x"p.
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Alapmiiveletek

p,q € Rix],aa e R

p+q:[x*1(p+ q) = [x]p + [x"]a,

p-q:[Xp-a)= > [xIp-[¥lq,

i jEN:xT - xJ=xk

a-p:[x¥(a-p)=a-[x"p.

R[x] tekintheté mint vektortér.
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Alapmiiveletek

p,q € Rix],aa e R

p+q:[x*1(p+ q) = [x]p + [x"]a,

p-q:[Xp-a)= > [xIp-[¥lq,

i jEN:xT - xJ=xk

a-p:[x¥(a-p)=a-[x"p.

R[x] tekintheté mint vektortér.
R[x] tekintheté mint gydirii.
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,

deg p + g < max{deg p, deg q},
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,

deg p + g < max{deg p, deg q},

deg ap = deg p, a € R*.
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,
deg p + g < max{deg p, deg q},

deg ap = deg p, a € R*.

| \

Eszrevétel

R[x]=9 vektortér.

N
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,
deg p + g < max{deg p, deg q},

deg ap = deg p, a € R*.

| \

Eszrevétel

R[x]=9 vektortér.
dim R[x]=9 =

N
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,
deg p + g < max{deg p, deg q},

deg ap = deg p, a € R*.

| \

Eszrevétel

R[x]=9 vektortér.
dim R[x]=¢ = d + 1.

N
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pq = deg p + deg q,
deg p + g < max{deg p, deg q},

deg ap = deg p, a € R*.

| \

Eszrevétel

R[x]=9 vektortér.
dim R[x]=¢ = d + 1.

Standard bazis: {1,x,x?,...,x%}.

N
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Alapmiiveletek és a fokszam

Lemma

deg pg = deg p + deg q,

deg p + g < max{deg p, deg q},

deg ap = deg p, a € R*.

Eszrevétel

R[x]=9 vektortér.

| \

dim R[x]=¢ = d 4 1.

Standard bazis: {1,x,x?,...,x%}.

N

R[x]=9 NEM vektortér.
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Polinomok gyokei

Definicid

Az r szdm a p € R[x] polinom gydke, ha
e p(r)=0,
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Polinomok gyokei

Definicid

Az r szdm a p € R[x] polinom gydke, ha
e p(r)=0,
* p(x) = (x = r)po(x),
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Polinomok gyokei

Definicid

Az r szdm a p € R[x] polinom gydke, ha
* p(r) =0,
e p(x) = (x—r)po(x), azaz  x — r|p(x).
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Polinomok gyokei

Definicid

Az r szam a p € R[x] polinom gyoke, ha
. (1) =0,
e p(x) = (x—r)po(x), azaz x — r|p(x).

Definicié

Az r szdm a p € R[x] polinom p-szér6s multiplicitasd gyoke, ha

(i) (x = r)*lp(x),
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Polinomok gyokei

Definicid

Az r szam a p € R[x] polinom gyoke, ha
. (1) =0,
e p(x) = (x—r)po(x), azaz x — r|p(x).

Definicié

Az r szdm a p € R[x] polinom p-szér6s multiplicitasd gyoke, ha
(i) (x = r)¥lp(x),
(i) (x = r)*** fo(x).
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Jelolések

Jelolések

® R[X]valés|
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Jelolések

Jelolések

® R[X]valés|

L4 R[X]pozitl’v,
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Jelolések

Jelolések

® R[X]valés|
L4 R[X]pozitl’v,

L R[X]negatfv,
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Jelolések

Jelolések

® R[X]valés|
L4 R[X]pozitl’v,
L R[X]negatfv,

L4 R[X]valés, &,

Edtvos miihely, Szeged, 2014 Valés gyokii polinomok és kombinatorika



Jelolések

Jelolések

* R[x]vass:
R[X]pozitfw
R[X]negatfv.
R[x]vass, &,

R[x]pozitiv, f5.
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Jelolések

Jelolések

* R[x]vass:
R[X]pozitfw
R[X]negatfv.
R[x]vass, &,
R[x]pozitiv, f5.

R[X]negatl’v, f6-
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Jelolések

Jelolések

* R[x]vass:

o Rl[x]pozitiv,

O R[X]negathv

o R[x]valcs, s,
® R[x]pozitiv, 5,
® R[x]negativ, 5-

o R[x]valss, kiilsnbszs,
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Jelolések

Jelolések

* R[x]vals,

o Rl[x]pozitiv,

O R[X]negathv

o R[x]valcs, s,

® R[x]pozitiv, 5,

® R[x]negativ, 5-

o R[x]vaiss, kiilsnbszs

o R[x]pozittv, kiilonbszé
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Jelolések

Jelolések

* R[x]vals,

o Rl[x]pozitiv,

O R[X]negathv

o R[x]valcs, s,

® R[x]pozitiv, 5,

® R[x]negativ, 5-

o R[x]vaiss, kiilsnbszs

o R[x]pozittv, kiilonbszé

O TRIBA | ymii, [T
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Legyen p € R[X]f:esz.

i
v

«0>» «Fr «=)>» < .



Legyen p € R[x]52, azaz p = x* + bx + c.

it
-

«0O0)>» «F»r «Z» « Q>



Legyen p € R[x]52, azaz p = x* + bx + c. (b, c) € R?.

it
-

«O0>» «F» «=)» <« Q™



Legyen p € R[x]52, azaz p = x* + bx + c. (b, c) € R?.
C

[m] = -

Valés gyokii polinomok és kombinatorika



«0>» «Fr «=)>» < o

R[x]%d y

i
v



R[x]5% _ -
p=x%4ag_1x9 4 ay_ox972 4 ...+ aix + ag —
(ag_1,3d_2,---,a1,a0)

«O» «Fr < . ) o



Polinomok geometridja

=d — d
p= Xd + ad_]_Xd*1 + ad_zxd*2 + ...+ aix+a—
(ad—1,3d-2,---,21,40)
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Polinomok geometridja

=d — d
Rix]5 = R

p=x%+ag_1x9 P+ ag_ox?9 %+ ... +ax+a —
(ad—1,ad—2;---,a1,a0)

a) Hyaiss zart,

b) Hyalss, killanbszs NYilt,

E&tvos miihely, Szeged, 2014 Valés gyokii polinomok és kombinatorika



Polinomok geometridja

=d — d

Rix]5 = R

p=x%+ag_1x9 P+ ag_ox?9 %+ ... +ax+a —
(ad—1,ad—2;---,a1,a0)

a) Hyaiss zart,

b) Hyalss, killanbszs NYilt,

S o
Sl ks, S = F e
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Polinomok geometriaja

=d — d
Rix]5 = R
p= x4 + ad_]_Xd*1 + ad_2Xd72 +...+aix+a—
(ad—1,84-2, -, a1, a0)

a) Hyaiss zart,
b) Hyalss, killanbszs NYilt,

S o
Sl ks, S = F e

Tetszlleges p € ]R[x]valos esetén van olyan
{Pn} =0 C IR[X]valos kiilonb6z6’ hogy

Pn — P-
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Példak

Binomialis tétel

(o) + (D)x+ (5) x>+ (g)x3 +.4 ()X + (1)x™ valés gyoki.
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Példak

Binomialis tétel

(O + (Nx+ Q)x2+ (B)x3+ ...+ (,")x" 1+ (7)x" valds gyoki.

Permutaciok szamlalasa ciklusok szama szerint

[o] +[T]x+ [5]12+ 3] +... + [nﬁl} xn=1 4[] X" valés
gyoki.
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Példak

Binomialis tétel
() + (Dx+ ()32 + (D)3 + ..+ (") x" "+ (7)x" valés gydkil.

0
(51 (2] (51 + [ oo [ 7] 6 (2] 57 vales
gyoki.

Eszrevétel

A fentiek NEGATIV GYOKUEK.
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Példak

Binomialis tétel
(0) + (Dx+ D)2+ (D)3 +... 4 (,")x" 1+ (7)x" valds gyokii.

0

Permutaciok szamlalasa ciklusok szama szerint

l+ 1] x+ 3] 2+ [5]°+. ..+ [nfl} x™1 4[] x™ valés

gyokd.

| A\

Eszrevétel

A fentiek NEGATIV GYOKUEK.
A valés gyokii fépolinomok kozott
a negativ gyokliség =
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Példak

Binomialis tétel
(0) + (Dx+ D)2+ (D)3 +... 4 (,")x" 1+ (7)x" valds gyokii.

0

Permutaciok szamlalasa ciklusok szama szerint

l+ 1] x+ 3] 2+ [5]°+. ..+ [nfl} x™1 4[] x™ valés

gyokd.

| A\

Eszrevétel

A fentiek NEGATIV GYOKUEK.
A valés gyokii fépolinomok kozott
a negativ gyokiiség = pozitiv egylitthatdjlsag.
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Példak

Binomialis tétel

(0) + (Dx+ ()2 + (5)x+... 4 (,")x"t+ (1)x" valés gyokii.

Permutaciok szamlalasa ciklusok szama szerint

[o] +[T]x+ [5]12+ 3] +... + [nﬁl} xn=1 4[] X" valés
gyoki.

v
Eszrevétel

A fentiek NEGATIV GYOKUEK.
A valés gyokil fopolinomok kozott
a negativ gyokiiség = pozitiv egylitthatdjlsag.

Szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomja

det (xI — A) valés gyoki,
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Példak

Binomialis tétel

(8) + (;)X-i- (g)X2 + (Q)X3 Fooodr (nfl)X”*l T (Z)x” valés gyokd.

Permutaciok szamlalasa ciklusok szama szerint

(8] + 3]+ [310@ + [513 + oo [ 7] x4 [ ] x7 valss
gyokd.

v
Eszrevétel

A fentiek NEGATIV GYOKUEK.
A valés gyokil fopolinomok kozott
a negativ gyokiiség = pozitiv egylitthatdjlsag.

Szimmetrikus matrix karakterisztikus polinomja

det (xI — A) valds gyokii, HA A szimmetrikus, négyzetes matrix.
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fHac

o)
il




Legyen p c R[X]f:ésn

i
v

«O>» «Fr «Z» « o



Legyen p € R[x|g".

p egyiitthatdi: p(x) = x" +ap_1x" L+ a, ox"2 4 ... +ax + ap.

it
N

«0» «Fr» « > « Q™



Gyokok és egylitthatok

Legyen p € R[x|g".
p egyiitthatdi: p(x) = x" + ap_1x"1 +a,_ox"2 4+ ...+ a1x + ap.
p gyokei: p(x) =(x+n)(x+nrn)...(x+ rn).
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Gyokok és egylitthatok

Legyen p € R[x|g".
p egyiitthatdi: p(x) = x" + ap_1x"1 +a,_ox"2 4+ ...+ a1x + ap.
p gyokei: p(x) = (x+n)(x+ r)...(x+ rm).
Ekkor
an_1=n-+nrn+...4+r,
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Gyokok és egylitthatok

Legyen p € R[x|g".
p egyiitthatdi: p(x) = x" + ap_1x"1 +a,_ox"2 4+ ...+ a1x + ap.
p gyokei: p(x) = (x+n)(x+ r)...(x+ rm).
Ekkor
an_1=n-+nrn+...4+r,

an2=nr+nnr+...+ m-1m,
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Gyokok és egylitthatok

Legyen p € R[x|g".
p egyiitthatdi: p(x) = x" + ap_1x"1 +a,_ox"2 4+ ...+ a1x + ap.
p gyokei: p(x) = (x+n)(x+ r)...(x+ rm).
Ekkor
an_1=n-+nrn+...4+r,

an2=nr+nnr+...+ m-1m,

ap—3 = nhr+rHnhra+ ...+ rn—2rn—1rn,
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Gyokok és egylitthatok

Legyen p € R[x|g".
p egyiitthatdi: p(x) = x" + ap_1x"1 +a,_ox"2 4+ ...+ a1x + ap.

p gyokei: p(x) = (x+n)(x+ r)...(x+ rm).

Ekkor
ap_1=hn-+nrn-+...4+m,

apn—2=nr+nmn+...+ rm-1m,
ap—3 = nhr+rHnhra+ ...+ rn—2rn—1rn,

apn—4 = Nty + KR + ...+ Mh-3m-_2r—1n,
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Gyokok és egylitthatok

Legyen p € R[x|g".
p egyiitthatdi: p(x) = x" + ap_1x"1 +a,_ox"2 4+ ...+ a1x + ap.

p gyokei: p(x) = (x+n)(x+ r)...(x+ rm).

Ekkor
ap_1=hn-+nrn-+...4+m,

apn—2=nr+nmn+...+ rm-1m,
ap—3 = nhr+rHnhra+ ...+ rn—2rn—1rn,

apn—4 = Nty + KR + ...+ Mh-3m-_2r—1n,

a=nr...rm_ir.

Edtvos miihely, Szeged, 2014 Valés gyokii polinomok és kombinatorika



Negativ gyokl polinomok

Tétel (Newton)

Legyen p € R[X]valc')s, negativ, f&-
p(x) = x"+ ap_1x"1 + ap_2x""2 + ...+ a1x + ap. Ekkor

17 an—la an—27 M a].7 30

LOG-KONKAV.

Edtvos miihely, Szeged, 2014 Valés gyokii polinomok és kombinatorika



Negativ gyokl polinomok

Tétel (Newton)

Legyen p < R[X]valés, negativ, f&-

p(x) = X"+ an_1x" 1+ a,_2x"2 4+ ... + ayx + ag. Ekkor

17 apn—1,3dn-2, -

LOG-KONKAV.

-+,4d1,40

Definicié

{ai}f_, log-konkav, ha

E&tvos miihely, Szeged, 2014
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Negativ gyokl polinomok

Tétel (Newton)

Legyen p < R[X]valés, negativ, f&-

p(x) = X"+ an_1x" 1+ a,_2x"2 4+ ... + ayx + ag. Ekkor

17 apn—1,3dn-2, -

LOG-KONKAV.

-+,4d1,40

Definicié

{ai}f_, log-konkav, ha
e {loga;}7_, konkav,

E&tvos miihely, Szeged, 2014
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Negativ gyokl polinomok

Tétel (Newton)

Legyen p < R[X]valés, negativ, f&-
p(x) = x" + ap_1x""1 + 2, ox""2 4+ ...+ ayx + ap. Ekkor

1,ap-1,ap—2,...,a1,a0

LOG-KONKAV.

Definicié

{ai}f_, log-konkav, ha
e {loga;}7_, konkav,

log ax_1+log aky1 _
o =~ —"2 <logak, hak=12,...,n-1
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Negativ gyokl polinomok

Tétel (Newton)

Legyen p < R[X]valés, negativ, f&-
p(x) = x" + ap_1x""1 + 2, ox""2 4+ ...+ ayx + ap. Ekkor

1,ap-1,ap—2,...,a1,a0

LOG-KONKAV.

Definicié

{ai}f_, log-konkav, ha
o {Iog 31}7:0 kOnka’V,
o U180 ha k=1,2,...,n—1

° ak_]_ak_t'_lgai, hak=1,2,...,n—1.
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Kombinatorika

Jelolés

Legyen H egy halmaz. (’Z) a H halmaz k elem( részhalmazainak
osszessége.

Tétel
Megadhaté olyan

H " H H " H
: —
7 \k—1) " \k+1 k k
EGY-EGYértelmii leképzés, amelyre (A, B) — (C, D) esetén

A¥B=CwD.

| A

N
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Tovabbi példa

Definicid

Legyen G egy egyszerii graf. M c E(G) PAROSITAS, ha
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Tovabbi példa

Definicié

Legyen G egy egyszerii graf. M C E(G) PAROSITAS, ha M-ben
NINCS két szomszédos/dsszefutd él.
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Tovabbi példa

Definicié

Legyen G egy egyszerii graf. M C E(G) PAROSITAS, ha M-ben
NINCS két szomszédos/dsszefutd él.

(M) =|V(G)| — 2|M| = n — 2|M|, nem parositott pontok szama.
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Tovabbi példa

Definicié

Legyen G egy egyszerii graf. M C E(G) PAROSITAS, ha M-ben
NINCS két szomszédos/dsszefutd él.

(M) =|V(G)| — 2|M| = n — 2|M|, nem parositott pontok szama.

Definicié

: |

mg(x) = Z (=1)IMIx8(M) _ Z(_l)i5n72i(G)Xn_2i7

M: parositds G-ben i=0

ahol
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Tovabbi példa

Definicié

Legyen G egy egyszerii graf. M C E(G) PAROSITAS, ha M-ben
NINCS két szomszédos/dsszefutd él.

(M) =|V(G)| — 2|M| = n — 2|M|, nem parositott pontok szama.

Definicié

: |

mg(x) = Z (=1)IMIx8(M) _ Z(_l)i5n72i(G)Xn_2i7

M: parositds G-ben i=0

ahol 6x(G) = [{M : parositas, §(M) = k}|.
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Tovabbi példa

Definicié

Legyen G egy egyszerii graf. M C E(G) PAROSITAS, ha M-ben
NINCS két szomszédos/dsszefutd él.
(M) =|V(G)| — 2|M| = n — 2|M|, nem parositott pontok szama.

Definicié

: |

mg(x) = Z (=1)IMIx8(M) _ Z(_l)i5n72i(G)Xn_2i7

M: parositds G-ben i=0

ahol 6x(G) = [{M : parositas, §(M) = k}|.

mg(x) € R[x]Vaiss, 1
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° 6n(G) -1

«Or «F»r «=>» o




° 6n(G) —1

° 6,,_2(G) = ‘E(G)l



° 5n(G) -1

e 0,-2(G) = |E(G)|.

® On-2k(5n) =0, ha k = 2.



e ip(G) =1.
* dn-2(G) = |E(G)|.
o Gr_ok(Sn) =0, ha k > 2.

o Snok(Kn) = (5))(2k — 1)(2k = 3)(2k —5) ... = Wl—zk)'



Példak

e 6,(G)=1.

e dn2(G) = |E(G)].

e 0,-2k(Sn) =0, ha k> 2.

o Snok(Kn) = (5))(2k — 1)(2k = 3)(2k —5) ... = m
o Sok(HKnn) = {7}
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Rekurzid

Legyen G egy egyszerli graf és e = uv € E(G) egy éle. Ekkor

mG(X) = mG—e(X) - mG—{u,v}(G)'
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Egyszerii eset

Legyen T egy fa. Ekkor

mr(x) = det(xl — At).
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Egyszerii eset

Legyen T egy fa. Ekkor

mr(x) = det(xl — At).

0 | 4,
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Kovetkezmény

Kovetkezmény

Legyen T egy fa. Ekkor
(i) m7(x) gyokei valdsak (T sajatértékei).

(i) m7(x) minden r gyokére

|r] <2y/A(T)—1.
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Egy ugyes észrevétel

G N7
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Egy ugyes észrevétel

(i) mgi(x) = mg_e(x)mG_yu(x) — Mg_umg_{u,v}(x)-
(i) mg(x)Img:(x).
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Legyen o E(G) — {~1,1}.

i
v

«O>» «Fr «Z» « o



Modositott szomszédsagi matrix

Legyen o : E(G) — {—1,1}.

. mint az Ag szomszédsagi matrix, csak az e élnek két darab
o(e) érték felel meg (a megfelelé pozicidban).
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Modositott szomszédsagi matrix

Legyen o : E(G) — {—1,1}.

. mint az Ag szomszédsagi matrix, csak az e élnek két darab
o(e) érték felel meg (a megfelelé pozicidban).

Ac = AL
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Fontos

Eydet (xI — AZ) = mg(x).
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Fontos

Eydet (xI — AZ) = mg(x).

m: V(G) — V(G) = k kifejtési tag a bal oldalon.

"
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Fontos

Eydet (xI — AZ) = mg(x).

m: V(G) — V(G) = k kifejtési tag a bal oldalon.

"

Ha C # (), akkor

Edtvos miihely, Szeged, 2014 Valés gyokii polinomok és kombinatorika



Fontos

Eydet (xI — AZ) = mg(x).

m: V(G) — V(G) = k kifejtési tag a bal oldalon.

"

Ha C # (), akkor
E,k =0.
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A Tétel

Adam Marcus, Daniel A. Spielman, Nikhil Srivastava

Van olyan o, hogy

minden r gyokére
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Levezeto tétel .

Akovetkezdk ekvivalensek:

Legyen p,q € R[x]
(i) Minden «, 5 € R esetén ap + fq € R[x]valss-
(i) p és g gyokei alterndlnak.

=n
valds, 6"
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Levezeto tétel .

Akovetkezdk ekvivalensek:

Legyen p,q € R[x]
(i) Minden «, 5 € R esetén ap + fq € R[x]valss-
(i) p és g gyokei alterndlnak.

=n
valds, 6"
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Levezeto tétel II.

Akovetkezodk ekvivalensek:

Legyen p, q € R[x]
(i) Minden «, 5 € Ry esetén ap + g € R[x]vaiss-
(i) p és q gyokei 2-blokkosak.

=n
valds, f6°
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Levezeto tétel II.

Akovetkezodk ekvivalensek:

Legyen p, q € R[x]
(i) Minden «, 5 € Ry esetén ap + g € R[x]vaiss-
(i) p és q gyokei 2-blokkosak.

=n
valds, f6°

—H#—.HH—-.—. @ L o>
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Levezeto tétel II.

Akovetkezodk ekvivalensek:

Legyen p, q € R[x]
(i) Minden «, 5 € Ry esetén ap + g € R[x]vaiss-
(i) p és q gyokei 2-blokkosak.

=
valds, f6°

—H#—.HH—-.—. @ L o>

Ekkor

min {max-gyok p, max-gyck q} < max-gyok (ap + (q).
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Koszonom a figyelmet! |

=] 5 = = E DA



