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G egyszer( graf.

V(G), E(G), csucsok fokszama,

it
v

«Or (Fr < =>4 DA



Grafelméleti alapjelolések
G egyszer( graf.

V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf,

a
u]
a
8]
a
it
a
it
it

DA



Grafelméleti alapjelolések
G egyszer( graf.

V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf, Ag.

a
u]
a
8]
a
it
a
it
it

DA



Grafelméleti alapjelolések
G egyszer(i graf.

V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf, Ac.

Matrixelméleti alapjeldlések
M e SR™",

[m]

=

DA



Grafelméleti alapjelolések
G egyszer(i graf.

V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf, Ac.

Matrixelméleti alapjeldlések

M e SR™" M = (My,)uvev € SRV,

[m]

=

DA



Grafelméleti alapjelolések
G egyszer(i graf.

V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf, Ac.

Matrixelméleti alapjeldlések

M e SR™" M = (My)uvev € SRY*Y, x = (xy)vvev € RY

[m]

=

DA



Grafok, matrixok

Grafelméleti alapjeldlések

G egyszer(i graf.
V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf, Ac.

Matrixelméleti alapjeldlések

M e SR™", M = (My)uvev € SRV, x = (x)v.vev € RY
(mindig oszlopvektor).
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Grafok, matrixok

Grafelméleti alapjeldlések

G egyszer(i graf.
V(G), E(G), csucsok fokszama, d-regularis graf, Ac.

Matrixelméleti alapjeldlések

M e SR™", M = (My)uvev € SRV, x = (x)v.vev € RY
(mindig oszlopvektor).

Sajatertékek, sajatvektorok.
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Mire jok a grafok?

Nagyon sok természetes gyakorlati probléma modellezhetd
grafokkal/egyszer( grafokkal.
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Mire jok a grafok?

Nagyon sok természetes gyakorlati probléma modellezhets
grafokkal/egyszer( grafokkal.

Csticshalmaz: résztvevék, objektumok, keresztezd8dések.
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Mire jok a grafok?

Nagyon sok természetes gyakorlati probléma modellezhets
grafokkal/egyszer( grafokkal.

Csucshalmaz: résztvevék, objektumok, keresztezédések. Elek:
Kapcsolatok, szomszédsagok, konflikusok.
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Mire jok a grafok?

Nagyon sok természetes gyakorlati probléma modellezhets
grafokkal/egyszer( grafokkal.

Csucshalmaz: résztvevék, objektumok, keresztezédések. Elek:
Kapcsolatok, szomszédsagok, konflikusok.

Alkalmazasok: Matematika, fizika, kémiai, biolégia, genetika,
szociolégia, big data, ...

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket?
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok.
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.

Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz
iranyba vezetnek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz

iranyba vezetnek.

7Veéletlen dontések!
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz

iranyba vezetnek.

?Veéletlen dontések! Pozitiv valésziniiséggel j6 iranyba vezetnek.
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz

iranyba vezetnek.

?Veéletlen dontések! Pozitiv valésziniiséggel j6 iranyba vezetnek.
(Ahogy rossz iranyba is.)
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz
iranyba vezetnek.

?Veéletlen dontések! Pozitiv valésziniiséggel j6 iranyba vezetnek.

(Ahogy rossz iranyba is.) DE nincs mogottiik esetleges rossz
elmélet, ami elronthatja déntéssorzatunkat.
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz
iranyba vezetnek.

?Veéletlen dontések! Pozitiv valésziniiséggel j6 iranyba vezetnek.
(Ahogy rossz iranyba is.) DE nincs mogottiik esetleges rossz

elmélet, ami elronthatja déntéssorzatunkat.

A természetben is ott van a véletlen (Isten kockajatékos).
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Mire j6 a véletlen?

Sokszor dontések sorozatat kell hoznunk. A dontések elvezetnek
egy eredményhez/outputhoz.

Hogyan hozzuk a dontéseket? Sokféle stratégia, Gtlet el6hozhaté.
Gyakran ezek a stratégiak nem jok. A jonak tiing dontések rossz
iranyba vezetnek.

?Veéletlen dontések! Pozitiv valésziniiséggel j6 iranyba vezetnek.
(Ahogy rossz iranyba is.) DE nincs mogottiik esetleges rossz
elmélet, ami elronthatja déntéssorzatunkat.

A természetben is ott van a véletlen (Isten kockajatékos).

Tapasztalat: a véletlen dontések gyakran varhatéan j6 eredményhez
vezetnek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Tapasztalat: A sajatértékekbsl sok minden kiolvashaté.
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Mire j6 a grafok sajatértéke?

Tapasztalat: A sajatértékekbsl sok minden kiolvashaté.

A sajatértékek kapcsolatban vannak nehéz grafelméleti
paraméterekkel.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire j6 a grafok sajatértéke?

Tapasztalat: A sajatértékekbél sok minden kiolvashaté.
A sajatértékek kapcsolatban vannak nehéz grafelméleti

paraméterekkel. Gyakran becslések adhaték nehezen kiszamolhaté
optimalis értékekkel.
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Mire j6 a grafok sajatértéke?

Tapasztalat: A sajatértékekbél sok minden kiolvashaté.
A sajatértékek kapcsolatban vannak nehéz grafelméleti
paraméterekkel. Gyakran becslések adhaték nehezen kiszamolhaté

optimalis értékekkel.

A sajatértékek kénnyen kiszamolhatok.
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Mire j6 a grafok sajatértéke?

Tapasztalat: A sajatértékekbél sok minden kiolvashaté.
A sajatértékek kapcsolatban vannak nehéz grafelméleti
paraméterekkel. Gyakran becslések adhaték nehezen kiszamolhaté

optimalis értékekkel.

A sajatértékek kénnyen kiszamolhatok. Numerikus matematika:
Hatvanymédszer, QR-felbontas, . ..

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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c: E(Ky) — {piros, kék} a teljes graf egy élszinezése két szinnel.
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Ramsey szamok /grafok

c: E(Ky) — {piros, kék} a teljes graf egy élszinezése két szinnel.

Definicié: Monokromatikus cstcshalmaz

M C V monokromatikus, ha c](M) konstans.
2
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Ramsey szamok /grafok

c: E(Ky) — {piros, kék} a teljes graf egy élszinezése két szinnel.

Definicié: Monokromatikus cstcshalmaz

M C V monokromatikus, ha c](M) konstans.
2

<

Definicié: Ramsey-szamok

R(k) az a minimalis szam, hogy |V/| = R(k) esetén minden ¢
esetén sziikségszerii k elem( monokromatikus csiicshalmaz létezése.

v
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Ramsey szamok /grafok

c: E(Ky) — {piros, kék} a teljes graf egy élszinezése két szinnel.

Definicié: Monokromatikus cstcshalmaz

M C V monokromatikus, ha c](M) konstans.
2

| \

Definicié: Ramsey-szamok

R(k) az a minimalis szam, hogy |V/| = R(k) esetén minden ¢
esetén sziikségszerii k elemii monokromatikus csticshalmaz létezése.

<

Definicié: Tokéletes Ramsey-grafok

R(k) — 1 pontszam teljes graf egy c élszinezéssel, amelyre nézve
nincs k mereti monokromatikus halmaz.
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Ramsey szamok /grafok

c: E(Ky) — {piros, kék} a teljes graf egy élszinezése két szinnel.

Definicié: Monokromatikus cstcshalmaz

M C V monokromatikus, ha c](M) konstans.
2

Definicié: Ramsey-szamok

R(k) az a minimalis szam, hogy |V/| = R(k) esetén minden ¢
esetén sziikségszerii k elemii monokromatikus csticshalmaz létezése.

Definicié: Tokéletes Ramsey-grafok

R(k) — 1 pontszam teljes graf egy c élszinezéssel, amelyre nézve
nincs k meretli monokromatikus halmaz.

Definicié: Ramsey-grafok

Nagy méretli — de R(k) — 1-hez kdzeli pontszami — teljes graf
egy c élszinezéssel, amelyre nézve nincs k meretii monokromatikus
halmaz.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Tokéletes Ramsey-grafok kis paraméterekre: R(3) = 6,
R(4) = 18

Vegyiink egy R(k) — 1 elemii cstcshalmazt. Vegyiink u,v € V
csucsokat. Milyen szin( él legyen koztiik?
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Tokéletes Ramsey-grafok kis paraméterekre: R(3) = 6,
R(4) = 18

Vegyiink egy R(k) — 1 elemii cstcshalmazt. Vegyiink u,v € V
csticsokat. Milyen szini él legyen koztiik?
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Tokéletes Ramsey-grafok kis paraméterekre: R(3) = 6,
R(4) = 18

Vegyiink egy R(k) — 1 elemii cstcshalmazt. Vegyiink u,v € V
csticsokat. Milyen szini él legyen koztiik?
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Nagyon szimmetrikus, struktaralt grafok.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramsey-grafok nagy paraméterekre

A legjobb amit tudunk:

Konstrukcié: Szimmetrikus Erdés—Rényi-graf

Vegyiink 2¥/2 csiicsot.
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Ramsey-grafok nagy paraméterekre

A legjobb amit tudunk:

Konstrukcié: Szimmetrikus Erdés—Rényi-graf

Vegyiink 2¥/2 csiicsot.
Minden u, v csticsparra egy kiilon pénzfeldobassal déntsiink.
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Ramsey-grafok nagy paraméterekre

A legjobb amit tudunk:

Konstrukcié: Szimmetrikus Erdés—Rényi-graf

Vegyiink 2¥/2 csiicsot.
Minden u, v csticsparra egy kiilon pénzfeldobassal déntsiink.

J6 eséllyel nem lesz monokromatikus k-as.
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Ramsey-grafok nagy paraméterekre

A legjobb amit tudunk:

Konstrukcié: Szimmetrikus Erdés—Rényi-graf

Vegyiink 2¥/2 csiicsot.
Minden u, v csticsparra egy kiilon pénzfeldobassal déntsiink.

J6 eséllyel nem lesz monokromatikus k-as.

Kicsit jobb kornstukcié: Bonyolultabb, DE szintén véletlen eljaras.
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Ramsey-grafok nagy paraméterekre

A legjobb amit tudunk:

Konstrukcié: Szimmetrikus Erdés—Rényi-graf

Vegyiink 2¥/2 csiicsot.
Minden u, v csticsparra egy kiilon pénzfeldobassal déntsiink.

J6 eséllyel nem lesz monokromatikus k-as.
Kicsit jobb kornstukcié: Bonyolultabb, DE szintén véletlen eljaras.

Véletlent nem hasznalé konstrukcié: Sokkal rosszabb/ kisebb V-re
miikodik.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Nagy girth (g), kevés pont egy d-regularis grafban

g>3,d>2/d>3

Eszrevétel

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Nagy girth (g), kevés pont egy d-regularis grafban

g>3,d>2/d>3

Eszrevétel

(i) Ha g paratlan, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra
V| > 1+d+d(d—1)+d(d—1)>+d(d—1)*+...+d(d—1)7".

(i) Ha g paros, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra
V| 22(1+(d—1)+(d—1)2+(d—1)3+...+(d—1)%2).

V.
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Nagy girth (g), kevés pont egy d-regularis grafban

g>3,d>2/d>3

Eszrevétel

(i) Ha g paratlan, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra
V|>1+d+d(d—1)+d(d—1)2+d(d—1)3+...+d(d—1)"=.
(i) Ha g paros, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra

V| 22(1+(d—1)+(d—1)2+(d—1)3+...+(d—1)%2).

Definicio

| A

G egy (d, g)-kalitka/cage, ha d-regularis, g-girth-G és pontszama
minimalis.

A,
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Nagy girth (g), kevés pont egy d-regularis grafban

g>3,d>2/d>3

Eszrevétel

(i) Ha g paratlan, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra
V|>1+d+d(d—1)+d(d—1)2+d(d—1)3+...+d(d—1)"=.
(i) Ha g paros, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra

V| 22(1+(d—1)+(d—1)2+(d—1)3+...+(d—1)%2).

Definicio

| A

G egy (d, g)-kalitka/cage, ha d-regularis, g-girth-G és pontszama
minimalis.

G egy (d, g)-Moore-graf, ha d-regularis, g-girth-G és pontszdma a
fenti észrevételben adott becslés.

A,
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Nagy girth (g), kevés pont egy d-regularis grafban

g>3,d>2/d>3

Eszrevétel

(i) Ha g paratlan, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra
V|>1+d+d(d—1)+d(d—1)2+d(d—1)3+...+d(d—1)"=.
(i) Ha g paros, akkor minden d-regularis, g-girth-i grafra

V| 22(1+(d—1)+(d—1)2+(d—1)3+...+(d—1)%2).

Definicio6

G egy (d, g)-kalitka/cage, ha d-regularis, g-girth-G és pontszama
minimalis.

G egy (d, g)-Moore-graf, ha d-regularis, g-girth-G és pontszdma a
fenti észrevételben adott becslés.

A,

Specialis esetek: (3, g)-kalitka/cage, illetve (d,5)-Moore-graf

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Példak: Robertson-graf, 19 csics, (4,5)-cage




Példak: Robertson-graf, 19 csics, (4,5)-cage

24 elem(i automorfizmuscsoport, D1

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Példak: Tutte—Coxeter-graf, 30 csucs, (3,8)-Moore-graf

1440 elem( automorfizmuscsoport, Aut(Se).

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Példak: Hoffman—Singleton-graf, 50 csics,
(7,5)-Moore-graf
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252.000 elemii automorfizmuscsoport.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Példak: Balaban-graf, 112 csucs, (3,11)-cage

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Példak: Balaban-graf, 112 csucs, (3,11)-cage

64 elemii automorfizmuscsoport.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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A fogalom érdekes, fontos, nem-trivialis.
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Véletlen d-regularis grafok

A fogalom érdekes, fontos, nem-trivialis.

A véletlen konstrukcio, determinisztikus lepésekkel keverve
(kvazi-random algoritmus) alkalmas kicsi grafok konstrualasara.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Véletlen d-regularis grafok

A fogalom érdekes, fontos, nem-trivialis.

A véletlen konstrukcio, determinisztikus lepésekkel keverve
(kvazi-random algoritmus) alkalmas kicsi grafok konstrualasara.

Nem versenyképes az ismert cage-ekkel.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Nagyité grafsorozatok

Nagyit6/expander paraméter, Cheeger-konstans

(S, T) vagasokon (V =SUT,0 C S, T C V) minimalizalunk:

_ . |E(S, T
Ch(G) = min TS

ahol E(S, T) az S-T élek halmaza, |(S, T)| = min{|S|,|T|}.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Nagyité grafsorozatok

Nagyit6/expander paraméter, Cheeger-konstans
(S, T) vagasokon (V =SUT,0 C S, T C V) minimalizalunk:

_ . |E(S, T
Ch(G) = min TS

ahol E(S, T) az S-T élek halmaza, |(S, T)| = min{|S|,|T|}.

Definicié: Expander grafsorozatok

A (G,) grafsorozat egy (d, )-expander, ha |V(G,)| — oo, G,
grafok d-regularis grafok, tovabba Ch(G,) > (> 0).

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



o

@
|||||




e Pszeudo-véletlen szdm generatorok:

it
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Mire jok a nagyitd grafsorozatok?

e Pszeudo-véletlen szam generatorok: r random bitbdl
determinisztikusan R > r véletlennek tiing bitet kiszamolé
algoritmus.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire jok a nagyitd grafsorozatok?

e Pszeudo-véletlen szam generatorok: r random bitbdl
determinisztikusan R > r véletlennek tiing bitet kiszamolé

algoritmus.
e Véletlen algoritmusok determinisztikussa tétele keves
lassulassal (derandomizacié).

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire jok a nagyitd grafsorozatok?

e Pszeudo-véletlen szam generatorok: r random bitbdl
determinisztikusan R > r véletlennek tiing bitet kiszamolé
algoritmus.

e Véletlen algoritmusok determinisztikussa tétele keves
lassulassal (derandomizacié).

e Hibajavité kédok konstrukciéi.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire jok a nagyitd grafsorozatok?

e Pszeudo-véletlen szam generatorok: r random bitbdl

determinisztikusan R >> r véletlennek tiing bitet kiszamolé
algoritmus.

e Véletlen algoritmusok determinisztikussa tétele keves
lassulassal (derandomizacié).

e Hibajavité kédok konstrukciéi.

e Determinisztikus algoritmusok tervezése kevés tarigénnyel.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire jok a nagyitd grafsorozatok?

e Pszeudo-véletlen szam generatorok: r random bitbdl
determinisztikusan R > r véletlennek tiing bitet kiszamolé
algoritmus.

e Véletlen algoritmusok determinisztikussa tétele keves
lassulassal (derandomizacié).

e Hibajavité kédok konstrukciéi.

e Determinisztikus algoritmusok tervezése kevés tarigénnyel.

S. Hoory, N. Linial, A. Wigderson, Expander graphs and their
applications (123 oldal)

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Mire jok a nagyitd grafsorozatok?

e Pszeudo-véletlen szam generatorok: r random bitbdl
determinisztikusan R > r véletlennek tiing bitet kiszamolé
algoritmus.

e Véletlen algoritmusok determinisztikussa tétele keves
lassulassal (derandomizacié).

e Hibajavité kédok konstrukciéi.

e Determinisztikus algoritmusok tervezése kevés tarigénnyel.

S. Hoory, N. Linial, A. Wigderson, Expander graphs and their
applications (123 oldal)
https://www.cs.huji.ac.il/ “nati/PAPERS /expander _survey.pdf

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Nagyit6 grafsorozatok konstrukciéi

Létezik ¢y > 0, hogy véletlen d-regularis grafok n csticson legalabb
cq nagyitépataméteriiek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Nagyit6 grafsorozatok konstrukciéi

Létezik ¢y > 0, hogy véletlen d-regularis grafok n csticson legalabb
cq nagyitépataméteriiek.

Az alkalmazasok szamara nem kielégits.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Nagyit6 grafsorozatok konstrukciéi

Létezik ¢y > 0, hogy véletlen d-regularis grafok n csticson legalabb
c4 nagyitépataméteriiek.

Az alkalmazasok szamara nem kielégits.

Margulis (Abel-dij, 2020) konstrukcija
(https://abelprize.no/sites/default/files/2021-04/

Margulis _construction _expander _english.pdf)

Létezik ¢ > 0, hogy az alabbi 8-regularis paros grafok legalabb ¢
nagyitéparaméteriiek:

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Nagyit6 grafsorozatok konstrukciéi

Létezik ¢y > 0, hogy véletlen d-regularis grafok n csticson legalabb
c4 nagyitépataméteriiek.

Az alkalmazasok szamara nem kielégits.

Margulis (Abel-dij, 2020) konstrukcija
(https://abelprize.no/sites/default/files/2021-04/

Margulis _construction _expander _english.pdf)

Létezik ¢ > 0, hogy az alabbi 8-regularis paros grafok legalabb ¢
nagyitéparaméteriiek:

A "=" F: Ln X L,
E-(i, ) +4,0), DG I+)), ()0 +1,))
(G +1), (D0 —=40), (00,0 =),
(NG =1.4) ()05 = 1),

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek




Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.
(i) G sajatértékei a [-D(G), D(G)] intervallumba esnek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.
(i) G sajatértékei a [-D(G), D(G)] intervallumba esnek.
A tovabbiakban feltessziik, hogy G Osszefiiggé:

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.
(ii) G sajatértékei a [-D(G), D(G)] intervallumba esnek.
A tovabbiakban feltessziik, hogy G Osszefiiggé:

(i) A maximalis sajatérték egyszeres és hozza valaszthaté pozitiv
komponensii sajatvektor.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.
(ii) G sajatértékei a [-D(G), D(G)] intervallumba esnek.
A tovabbiakban feltessziik, hogy G Osszefiiggé:

(i) A maximalis sajatérték egyszeres és hozza valaszthaté pozitiv
komponensii sajatvektor.

(iv) D(G) akkor és csak akkor sajatérték, ha G regularis.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.
(ii) G sajatértékei a [-D(G), D(G)] intervallumba esnek.
A tovabbiakban feltessziik, hogy G Osszefiiggé:

(i) A maximalis sajatérték egyszeres és hozza valaszthaté pozitiv
komponensii sajatvektor.

(iv) D(G) akkor és csak akkor sajatérték, ha G regularis.

(v) —D(G) akkor és csak akkor sajatérték, ha G regularis paros
graf.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek alaptulajdonsagai

Legyen G egy egyszeri graf (|V(G)| = n). Ekkor

(i) G dsszes/n darab (multiplicitassal szamolt) sajatértéke valés.
(ii) G sajatértékei a [-D(G), D(G)] intervallumba esnek.
A tovabbiakban feltessziik, hogy G Osszefiiggé:

(i) A maximalis sajatérték egyszeres és hozza valaszthaté pozitiv
komponensii sajatvektor.

(iv) D(G) akkor és csak akkor sajatérték, ha G regularis.

(v) —D(G) akkor és csak akkor sajatérték, ha G regularis paros
graf.

(vi) Sajatértékek Osszege 0, specialisan a legnagyobb sajatérték
nemnegativ, a legkisebb nempozitiv.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



o

@
|||||




Alaptulajdonsagok bizonyitasa

(i) Ag szimmetrikus matrix, igy jol ismert, hogy sajatértékei
valdsak.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Alaptulajdonsagok bizonyitasa

(i) Ag szimmetrikus matrix, igy jol ismert, hogy sajatértékei
valésak.

(ii) Legyen x egy sajatvektor. Legyen x, a legnagyobb
abszolutértéki komponense, amirdl feltehetd, hogy x, > 0.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Alaptulajdonsagok bizonyitasa

(i) Ag szimmetrikus matrix, igy jol ismert, hogy sajatértékei
valésak.

(ii) Legyen x egy sajatvektor. Legyen x, a legnagyobb
abszolutértékid komponense, amirdl feltehets, hogy x, > 0. Nézziik
meg az (Ag - x), komponenst. Ez legfeljebb D(G) darab legfeljebb
x, abszolutértékii szamosszege, azaz az eredmény legfeljebb
D(G)-szerese és legalabb —D(G)-szerese x,-nek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Alaptulajdonsagok bizonyitasa

(i) Ag szimmetrikus matrix, igy jol ismert, hogy sajatértékei
valésak.

(ii) Legyen x egy sajatvektor. Legyen x, a legnagyobb
abszolutértékid komponense, amirdl feltehets, hogy x, > 0. Nézziik
meg az (Ag - x), komponenst. Ez legfeljebb D(G) darab legfeljebb
x, abszolutértékii szamosszege, azaz az eredmény legfeljebb
D(G)-szerese és legalabb —D(G)-szerese x,-nek.

(iii) Ez a nehéz része a tételnek. Az allitas a

Frobenius—Perron-elmélet alaptételébsl adédik. Itt nem
bizonyitjuk.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Alaptulajdonsagok bizonyitasa (folytatas)

(iv) A fenti gondolatmenet azt is adja, hogy ha D(G) sajatérték,
akkor a fent valasztott x cstcsnak D(G) szomszédja van és v
mindegyiken x,-et vesz fel értékiil. Ha G osszefiiggd, akkor ebbél
adodik, hogy mindegyik csiucsnak D(G) a foka és a sajatvektor
mindegyik komponense ugyanaz (az (1,1,...,1)T vektor
tobbszorose).

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Alaptulajdonsagok bizonyitasa (folytatas)

(iv) A fenti gondolatmenet azt is adja, hogy ha D(G) sajatérték,
akkor a fent valasztott x cstcsnak D(G) szomszédja van és v
mindegyiken x,-et vesz fel értékiil. Ha G osszefiiggd, akkor ebbél
adodik, hogy mindegyik csiucsnak D(G) a foka és a sajatvektor
mindegyik komponense ugyanaz (az (1,1,...,1)T vektor
tobbszorose).

(v) hasonléan elemi médon belathatd, ezt az olvaséra bizzuk.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek: Alapjelolés

Jeldlés: G spektruma

Legyen G egy graf. G sajatértékeinek rendezett sorozata
Amax = A0 = A1 2 X2 > ... > Ap1 = Apin-
Ha G 6sszefiiggs, akkor
Amax > A1 2 X2 > ... 2 Apin.
Ha G Gsszefiiggd és d-regularis, akkor

d:)\max>>\1Z)\2Z-'-2>\min2_d~

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Sajatértékek: Alapjelolés

Jeldlés: G spektruma

Legyen G egy graf. G sajatértékeinek rendezett sorozata

Amax = A0 2 A1 2 A2 > ... 2 Apm1 = Apine
Ha G &sszefiiggd, akkor
Amax > A1 2 X2 > ... 2 Apin.
Ha G Gsszefiiggd és d-regularis, akkor

d:)\max>>\1Z)\2Z-'-Z)\min2_d~

Jel6lés: G Ramanujan-spektralsugara

G egy d-regularis graf, Ramanujan(G) az a minimalis R, hogy

{Amaxa )\17 )\27 ooey AI'l—27 )\mm} C {_d7 d} U [_R7 R]

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Ramanujan-grafok

Alon—Boppana, Serre Tétele

liminf{Ramanujan(G) : G d-regularis} > 2v'd — 1

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok

Alon—Boppana, Serre Tétele

liminf{Ramanujan(G) : G d-regularis} > 2v'd — 1

Definicié: G egy d-regularis graf Ramanujan-graf

ha dsszefiiggd és

Ramanujan(G) <2vd — 1.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Példa: Teljes grafok

Legyen G = K411, az d + 1 pontd teljes graf.

[m]

=

DA



Példa: Teljes grafok

Legyen G = K441, az d + 1 pontd teljes graf. Ekkor a sajatértékek

d, -1, —1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor.

[m] = =

DA



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

Legyen G = Ky 4, az d + d pontu teljes graf.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

Legyen G = Ky 4, az d + d pontu teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —d, 0,0,...,0. d-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,1,1,...,1)
vektor.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

Legyen G = Ky 4, az d + d pontu teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —d, 0,0,...,0. d-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,1,1,...,1)
vektor. A —1-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,...,1,-1,...,—1)
vektor.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

Legyen G = Ky 4, az d + d pontu teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —d, 0,0,...,0. d-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,1,1,...,1)
vektor. A —1-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,...,1,-1,...,—1)
vektor. A 0-hoz tartozé sajatvektorok altere azon vektorokat
tartalmazza, amelyek komponenseinek ésszege mindkét
szinosztalyban 0.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

Legyen G = Ky 4, az d + d pontu teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —d, 0,0,...,0. d-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,1,1,...,1)
vektor. A —1-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,...,1,-1,...,—1)
vektor. A 0-hoz tartozé sajatvektorok altere azon vektorokat
tartalmazza, amelyek komponenseinek ésszege mindkét
szinosztalyban 0.

Léteznek-e ,nagy" Ramanujan-grafok?

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok: Példak

Legyen G = Kyy1, az d + 1 ponti teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —1, =1, —1,...,—1. d-hez tartozé egyik sajatvektor a
(1,1,1,...,1) vektor. —1-hez tartozé sajatvektorok altere azon
vektorokat tartalmazza, amelyek komponenseinek Gsszege 0.

Legyen G = Ky 4, az d + d pontu teljes graf. Ekkor a sajatértékek
d, —d, 0,0,...,0. d-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,1,1,...,1)
vektor. A —1-hez tartozé egyik sajatvektor a (1,...,1,-1,...,—1)
vektor. A 0-hoz tartozé sajatvektorok altere azon vektorokat
tartalmazza, amelyek komponenseinek ésszege mindkét
szinosztalyban 0.

Léteznek-e ,nagy" Ramanujan-grafok? (d fix.)

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Ramanujan-grafok létezése

Lubotzky—Sarnak—Philips, Margulis kostrukciéja

Léteznek ,nagy" Ramanujan-grafok!

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése

Lubotzky—Sarnak—Philips, Margulis kostrukciéja

Léteznek ,nagy" Ramanujan-grafok!

A konstrukcié lényegében ugyanaz. Nagyon szép/szimmetrikus
grafok.
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Ramanujan-grafok létezése

Lubotzky—Sarnak—Philips, Margulis kostrukciéja

Léteznek ,nagy" Ramanujan-grafok!

A konstrukcié lényegében ugyanaz. Nagyon szép/szimmetrikus
grafok. A bizonyitas matematikailag nagyon mély. Ramanujan egy
megoldott sejtésén alapul.
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Ramanujan-grafok létezése

Lubotzky—Sarnak—Philips, Margulis kostrukciéja

Léteznek ,nagy" Ramanujan-grafok!

A konstrukcié lényegében ugyanaz. Nagyon szép/szimmetrikus
grafok. A bizonyitas matematikailag nagyon mély. Ramanujan egy
megoldott sejtésén alapul.

Spielman-tétel

A véletlen d-regularis grafok majdnem Ramanujan-grafok:
Tetsz6leges € > 0 esetén teljesiil nagy |V|-re, hogy

Ramanujan(G) < 2vd —1+e.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése

Lubotzky—Sarnak—Philips, Margulis kostrukciéja

Léteznek ,nagy" Ramanujan-grafok!

A konstrukcié lényegében ugyanaz. Nagyon szép/szimmetrikus
grafok. A bizonyitas matematikailag nagyon mély. Ramanujan egy
megoldott sejtésén alapul.

Spielman-tétel

A véletlen d-regularis grafok majdnem Ramanujan-grafok:
Tetsz6leges € > 0 esetén teljesiil nagy |V|-re, hogy

Ramanujan(G) < 2vd —1+e.

Sejtés: A véletlen d-regularis grafok pozitiv (> 40%)
valészintiséggel Ramanujan-grafok.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Paros Ramanujan-grafok létezése: (viszonylag) elemi
véletlen konstrukcié

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Minden d > 3 esetén létezik d-regularis paros graf nagy
pontszammal.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csacshalmazon.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" Tv

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift
Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" v VAGY uv"+" Tv.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift
Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" wv VAGY uv"+" Tv. (Feltolas VAGY

X-elemés.)

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" wv VAGY uv"+" Tv. (Feltolas VAGY
X-elemés.)

Egy m éli grafnak 2™ felemelése van.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" wv VAGY uv"+" Tv. (Feltolas VAGY
X-elemés.)

Egy m éli grafnak 2™ felemelése van. Beszélhetiink véletlen
felemelésrél.
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csicshalmazon. A felemelt graf
csiicshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" wv VAGY uv"+" Tv. (Feltolas VAGY
X-elemés.)

Egy m éli grafnak 2™ felemelése van. Beszélhetiink véletlen
felemelésrél.

Paros graf minden felemelése paros.
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |

Definicié: Grafok felemelése/lift

Legyen G egy graf a V csiicshalmazon. A felemelt graf
csticshalmaza VUV.

A felemelt graf éleit agy kapjuk, hogy minden eredeti uv él esetén
két élt hazunk be: uv"+" wv VAGY uv"+" Tv. (Feltolas VAGY
X-elemés.)

Egy m éli grafnak 2™ felemelése van. Beszélhetiink véletlen
felemelésrél.

Paros graf minden felemelése paros.

Minden felemelt graf sajatértékei kozott ott vannak az eredeti graf
sajatértékei.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Mik a tovabbi (| V| darab) sajatértékek?



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |l

Mik a tovabbi (|V| darab) sajatértékek?

Vegyiink egy G grafot és egy tetszéleges ¢(G) felemeltjét.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |l

Mik a tovabbi (| V| darab) sajatértékek?

Vegyiink egy G grafot és egy tetszéleges ¢(G) felemeltjét.

Vegyiik az eredeti graf Ag szomszédsagi matrixat. Az m élnek
megfelel m darab 1-esek parja, amelyek szimmetrikusan
helyezkednek el. Az X-elt éleknek megfelels két 1-es parjait
helyettesitsiik két —1-es parjaval. Legyen ¢(Ag) az igy kapott
(szimmetrikus!) matrix.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |l

Mik a tovabbi (| V| darab) sajatértékek?

Vegyiink egy G grafot és egy tetszéleges ¢(G) felemeltjét.

Vegyiik az eredeti graf Ag szomszédsagi matrixat. Az m élnek
megfelel m darab 1-esek parja, amelyek szimmetrikusan
helyezkednek el. Az X-elt éleknek megfelels két 1-es parjait
helyettesitsiik két —1-es parjaval. Legyen ¢(Ag) az igy kapott
(szimmetrikus!) matrix.

A hianyz6 sajatértékek ¢(Ag) sajatértékei.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas Il

A véletlen felemelések véletlen karakterisztikus polinomhoz
vezetnek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas Il

A véletlen felemelések véletlen karakterisztikus polinomhoz
vezetnek. Ezeknek vehetjiik a varhaté értékét:

m(;(x) = EZ det(x/ - AE(G))‘
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas Il

A véletlen felemelések véletlen karakterisztikus polinomhoz
vezetnek. Ezeknek vehetjiik a varhaté értékét:

m(;(x) = EZ det(x/ - AE(G))‘

Lemma, Definicié: parositasi polinom

me(x) =D (—1)kmy(G)x!VI=2.

k=0

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas |V

Tétel, Godsil

Legyen G egy tetsz6leges graf. Ekkor parositasi polinomjanak
(i) Minden gydke valés,
(ii) amennyiben G egy d-regularis graf, akkor minden gydke a

[—2v/d — 1,2+/d — 1] intervallumba esik.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek
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Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — ¢(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — ¢(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

A tobbi egyszerti:

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — ¢(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

A tobbi egyszerti:
(1) Vegyiink egy kis paros d-regularis Ramanujan-grafot.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — £(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

A tobbi egyszerti:
(1) Vegyiink egy kis paros d-regularis Ramanujan-grafot.

(2) Vegyiik azt a felemelését, amelyben a tobblet sajatértékek
mind legfeljebb 2+/d — 1 értékiiek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — £(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

A tobbi egyszerti:
(1) Vegyiink egy kis paros d-regularis Ramanujan-grafot.

(2) Vegyiik azt a felemelését, amelyben a tobblet sajatértékek
mind legfeljebb 2+/d — 1 értékiiek.

(24) A felemelt graf paros, igy a tobblet sajatértékek mind

[-2vd — 1,2/d — 1] intervallumba esnek.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — £(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

A tobbi egyszerti:
(1) Vegyiink egy kis paros d-regularis Ramanujan-grafot.
(2) Vegyiik azt a felemelését, amelyben a tobblet sajatértékek
mind legfeljebb 21/d — 1 értékiiek.
(24) A felemelt graf paros, igy a tobblet sajatértékek mind

[-2vd — 1,2/d — 1] intervallumba esnek.

(24++) A felemelt graf paros Ramanujan-graf kétszer akkor
pontszamon mint a kiindulé graf pontszama.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Ramanujan-grafok létezése: Bizonyitas V

Tétel A.W. Marcus, D.A. Spielman, N. Srivastava (2015)

Vam olyan ¢(G) felemelés, hogy

max-root(det(x/ — £(Ag))) < max-root(E, det(x/ — £(Ag))).

A tobbi egyszerti:
(1) Vegyiink egy kis paros d-regularis Ramanujan-grafot.
(2) Vegyiik azt a felemelését, amelyben a tobblet sajatértékek
mind legfeljebb 21/d — 1 értékiiek.
(24) A felemelt graf paros, igy a tobblet sajatértékek mind

[-2vd — 1,2/d — 1] intervallumba esnek.

(24++) A felemelt graf paros Ramanujan-graf kétszer akkor
pontszamon mint a kiindulé graf pontszama.

(3) Iteraljunk.

EdtvSs miihely, Szeged, 2022 Grafok, véletlen, sajatértékek



Koszonom a figyelmetl!
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