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A Heilbronn probléma

Vegyiink egy ,szép" egység teriiletli tartomanyt D-t (példaul egy
négyzetet). Helyezziink el n pontot D-ben és keressiik meg a
legkisebb teriiletli haromszdget azon haromszogek kdzott, amelyek
cstcsai a kivalasztott pontokbdl keriilnek ki. Jeldlje Ha(n) ennek
az értéknek a maximumat az dsszes D-beli pont n-es kdzott.
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A Heilbronn probléma

Vegyiink egy ,szép" egység teriiletli tartomanyt D-t (példaul egy
négyzetet). Helyezziink el n pontot D-ben és keressiik meg a
legkisebb teriiletli haromszdget azon haromszogek kdzott, amelyek
cstcsai a kivalasztott pontokbdl keriilnek ki. Jeldlje Ha(n) ennek
az értéknek a maximumat az dsszes D-beli pont n-es kdzott.

A konnyii becslések:

1 1
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A konnyii becslések:

1 1

A lényegi javitasok Roth és Schmidt nevéhez kotheték.
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Fels6 becslések a Heilbronn problémara
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Felsé becslések a Heilbronn problémara

1
Ha(n) < 1001

Bizonyitasa geometria- és analizisbeli dtletek keveréke.
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Alsé becslések a Heilbronn problémara

Az attorés:

Komlés, Pintz, Szemerédi, 1982

v/logn

2 < Ha(n).
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Heilbronn haromszég problémajanak kiterjesztései

Legyen k egy rogzitett konstans. A kivalasztott pontjaink altal
meghatarozott haromszogek helyett a k-szdgeket vizsgaljuk. Legyen
Hi(n) a megfelel6 extremalis érték (azaz Hz(n) = Ha(n)).
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Heilbronn haromszég problémajanak kiterjesztései

Legyen k egy rogzitett konstans. A kivalasztott pontjaink altal
meghatarozott haromszogek helyett a k-szdgeket vizsgaljuk. Legyen
Hk(n) a megfelels extremalis érték (azaz Hsz(n) = Ha(n)).
Nyilvanvaléan

Ha(n) < Ha(n) :== Ho(n) < Hs(n) < ... < %
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Heilbronn haromszég problémajanak kiterjesztései

Legyen k egy rogzitett konstans. A kivalasztott pontjaink altal
meghatarozott haromszogek helyett a k-szdgeket vizsgaljuk. Legyen
Hk(n) a megfelels extremalis érték (azaz Hsz(n) = Ha(n)).

Nyilvanvaléan

Ha(n) < Ha(n) :== Ho(n) < Hs(n) < ... < %

Keét kdzponti probléma: Ha(n) < 1/n?=¢ és Ho(n) = o(1/n).
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Alsé becslés Hy(n)-re

1
m < HD(H)
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Alsé becslés Hy(n)-re

1
m < HD(H)

A bizonyitads — mai nyelven — egy mohé algoritmus.
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Egyik eredményiink

H.—Szemerédi

\/logn

3/2 < Ho(n)

Azaz, van egy olyan n elemii ponthalmaz az egyégnégyzetben,
amely nem tartalmaz pontnégyest legfeljebb aon=3/2(log n)'/?
tertiletd konvex burokkal.
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Komlés, Pintz, Szemerédi, 1982 félemmaja

Komlés, Pintz, Szemerédi, 1982

Legyen H egy 3-uniform hipergraf egy v elemii csiicshalmaz felett.
Legyen d a H hipergraf atlagos foka. Tegyiik fel, hogy d < t2 és
1<t < /10

HA H nem tartalmaz legfeljebb 4 hosszi egyszerii kdroket, AKKOR

a(H) = Q (%\/@)
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A szemi-random maddszer

Kombinatorikus struktarak konstrukcioi:

@ Mohé algoritmus.

o Egyszerii véletlen valasztasok sorozata (példaul Erdés—Rényi
grafok).

@ A Komlés—Pintz—Szemerédi Lemma (egy fiiggetlen halmaz

konstrukciéja egy nem-zsufolt 3-uniform hipergrafban) az el6z6
két médszer nagyon finom keveréke.
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A szemi-random maddszer

Kombinatorikus struktarak konstrukcioi:

@ Mohé algoritmus.

o Egyszerii véletlen valasztasok sorozata (példaul Erdés—Rényi
grafok).

@ A Komlés—Pintz—Szemerédi Lemma (egy fiiggetlen halmaz

konstrukciéja egy nem-zsufolt 3-uniform hipergrafban) az el6z6
két médszer nagyon finom keveréke.

Nem sokkal késébb Rodl Erdés és Hanani egy kdzponti problemajat
oldotta meg ezzel a médszerrel.
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Erésitések

A korok jelen lesznek az altalunk definialt hipergrafokban. A

Komlés, Pintz, Szemerédi Lemma kovetkez8 erésitése fontos
szamunkra:
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Erésitések

A korok jelen lesznek az altalunk definialt hipergrafokban. A
Komlés, Pintz, Szemerédi Lemma kdvetkezs erésitése fontos
szamunkra:

Duke, Leffmann, Radl, 1995

Legyen H egy k-uniform hipergraf egy v elem( csiacshalmazon.
Legyen A a H hipergraf maximalis foka. Tegyiik fel, hogy

A < th-lés 1 < t. Ha H nem tartalmaz 2-kort (két él legalabb
két kozds cstccsal), akkor

a(H) =Q (%(Iog t)ﬁ> .
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Erdés, Gowers problémaja

Adott egy P sikbeli ponthalmaz. Mi a minimalis mérete P-nek,
amely garantalja, hogy tartalmazzon n pontot egy egyenesen vagy
n fliggetlen pontot (nincs harom egy egyenesen)?
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Erdés, Gowers problémaja

Adott egy P sikbeli ponthalmaz. Mi a minimalis mérete P-nek,
amely garantalja, hogy tartalmazzon n pontot egy egyenesen vagy
n fliggetlen pontot (nincs harom egy egyenesen)?

Definicié: G(n).
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Erdés, Gowers problémaja

Adott egy P sikbeli ponthalmaz. Mi a minimalis mérete P-nek,
amely garantalja, hogy tartalmazzon n pontot egy egyenesen vagy
n fliggetlen pontot (nincs harom egy egyenesen)?

Definicié: G(n).
Konnydi:

@ a racs mutatja, hogy Q(n?) pont sziikséges,

e n? elemii ponthalmazban — amelyben nincs n kollinearis pont
— a moho algoritmus talal n fiiggetlen pontot.
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Payne és Wood eredménye

Payne—Wood

G(n) = O(n? log n).
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Payne és Wood eredménye

Payne—Wood

G(n) = O(n? log n).

Azaz, ha P egy cn?log n elemii sikbeli ponthalmaz n kollinearis
pont nélkiil, akkor tartalmaz n fiiggetlen pontot.

A bizonyitas: Erdés tipust véletlen kiritkitas majd, Gowers-féle
moho valasztas.
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Masik eredményiink

H.—Szemerédi

2 5
Legyen P egy tetszéleges al';gllcc”ggz méreti sikbeli ponthalmaz («

egy alkalmasan nagy konstans). Ekkor létezik n pont P-ben, amely
vagy kollinearis, vagy fiiggetlen.

A moédszer: Szabaduljunk meg a 2-koréktdl, majd hasznaljuk a
szemi-random moédszert.
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A Schmidt-konstrukcié erésitése

Legyen
S:={(xy) eR?: x|, ly| <1/2}

a sikbeli egységnégyzet. Vegyiink N (egy késébb valasztando
paramétert) egyenletes eloszlassal, egymastdl fiiggetleniil

(1/2)S = {(x/2,y/2); (x,y) € S}

halmazvél. Legyen P az a véletlen {P1, Py, ..., Py} ponthalmaz,
amihez igy jutottunk.

Eszrevétel: P tetszSleges két pontjat Ssszekdts egyenes S-sel vett
metszete egy ©(1) hosszi szakasz.
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Attérés hipergrafokra

Q, egy 4-uniform hipergraf a P ponthalmazon

{P,Q,R,S} pontnégyes pontosan akkor alkot egy élet, ha
Area(PQRS) < T,

ahol 7 egy kés6bb meghatarozand6 paraméter.

Q egy véletlen 4-uniform hipergraf.

A bizonyitas jelent8s része O paramétereinek becslései.
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Fokok

Legyen A, B € P két kiilonbozé pont

deg(A> B) = |{{C7 D} : {A7 B, C, D} € Q}|,

azaz azon élek szama, amelyek mindkét pontot tartalmazzak.
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Fokok

Legyen A, B € P két kiilonbozé pont

deg(A> B) = H{Cv D} : {Av B, C, D} € Q}|,

azaz azon élek szama, amelyek mindkét pontot tartalmazzak.

Célunk a fok fels6 becslése. Ehhez azon C, D rendezett
pontparokat szamoljuk, amelyek hozzajarulnak a fokhoz. Nyilvan,

deg(A, B) = %I{(C, D): {A,B,C,D} c Q}|.
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Savok

Legyen strip(AB, w) azon pontok halmaza S-b&l amely szélessége
w és kdzépvonala AB. Azaz strip(AB, w) azon pontok halmaza
S-bél, amelyek AB egyenestdl| vett tavolsaguk legfeljebb w/2.

S

1/2S

VA

\

\\\\

A strip(AB, w) sav teriilete ©(w).
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d(A, B) becslése

A startégia: A és B pontokat rogzitjiik, legyen
d = dist(A, B)(< 1). deg(A, B) bizonyos C, D pontparokat
szamol.
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d(A, B) becslése

A startégia: A és B pontokat rogzitjiik, legyen
d = dist(A, B)(< 1). deg(A, B) bizonyos C, D pontparokat
szamol.

Eseteket kiilonboztetiink meg C, egy P — {A, B}-beli tetszéleges

pont helyzete alapjan, majd a hozza tartozé D-k lehetséges helyét
becsiiljiik.

S
1/25 g
B
?A%
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3 eset

1. eset: C ¢ strip(AB,47/d).

Ebben az esetben mar a ABCA teriilete is tdbb mint 7, igy ezek a
C-k nem jarulnak deg(A, B)-hez.

2. eset: C € strip(AB,47//d). A strip(AB, 47 /\/d) teriilete
O(1/+/d), feltéve, hogy T < v/d < d.

A strip(AB, 47 /d) savon kiviil nincs olyan D, amely deg(A, B)-hez
jarul (lasd 1. eset).

lgy a hozzajarulé D-k a strip(AB, 47/d)-bsl jonnek. Ennek teriilete
O(r/d).

3. eset: C € strip(AB,41/d) — strip(AB,41/+/d) (d < vd < 1).
strip(AB, 41 /d) — strip(AB, 47 /\/d) teriilete O(7/d).

A hozzajarulé D-k a strip(AB,47/d) N strip(AC, 4t /dist(A, C))
savbol keriilnek ki.
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A 3. eset D pontjai

S
1/28 /\ %7/(1
47/\/J¥ﬁ

abra: A sotét részbdl jonnek a harmadik eset C pontjai. A zdld tartomany
tartalmazza azokat a D-ker, amelyek O egy élét alkotjak A, B és C-vel.

3. eset (folytatas): Elemi geometria alapjan a zold paralelogramma
teriilete ©(72/Area(ABCA)). Mivel Area(ABCA) = Q(d - 7/v/d),
ez a teriilet O(7/v/d).
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E (deg(A, B)) becslése

A C-k szamanak varhaté értéke

1. eset: 0, 2. eset: O(N7/Vd), 3.eset: O(N7/d).

A megfelels D-k szamanak varhaté értéke

1. eset: 0, 2. eset: O(N7/d), 3.eset: O(N7/Vd).

C és D valasztasa fliggetlen, a hozzajaruls (C, D) parok varhaté
értékben a fenti varhato értékek szorzata. Ez mindegyik estben
O(r2d~3/2N?). Igy

E (deg(A, B)) = O(r2dist~3/%(A, B)N?).
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Az A, B € P-n keresztiil haladé 2-korok szama

Q két fajta 2-koroket tartalmazhat (kiilonb6zs betiik kiilonbdzé
pontokat jeldlnek)

(I): {A,B,C,D}, {A,B,C', D'},
(I): {A,B,C,D}, {A B,C,D'}

Legyen C/(A, B), illetve Cji(A, B) a kétfajta 2-kdrok szama adott
A, B pontokon keresztiil..

Ci(A, B) varhato értéke a fentiek alapjan

E (C/(A, B)) = O(r*dist3(A, B)N*).
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() tipusa korok

Cii(A, B) varhat6 értékének becslésa technikaibb. A 2., illetve 3.
esetbeli C-ket kulon kell kezelni:

E (Ci(A, B)) = O ((Nr/Vd)(NT/d)? + (N7 /d)(N/Vd)?)

igy,

E (Cy(A, B)) = O(r3N3d—29).

Hajnal Péter Geometria és a szemi-random médszer



Rikitas a minimalis tavolsag alsé becsléséhez

Ponthalmazunkat kiritkitjuk, hogy pontjaink k6zotti minimalis
tavolsagot "kontrolalni tudjuk".

Legyen 6 = 755N "1/2. Legyen C(P) a P ponthalmaz azon
pontparjainak a halmaza. amelyek tavolsaga kisebb mint 4.
Legyen Ca(P) azon B € P pontok halmaza, amelyek 6-nal
kozelebb vannak A-hoz.

Disc(A; ) jeldlje a § sugart, A kdzépponti korlapot.

Nyilvan
Ca(P) = P N Disc(A;9),

[C(P)| =1/2) " |Ca(P)],
A
E |Ca(P)| < (N — 1)Area(Disc(A; §)) = 1/27 - 6 2N < 1/1000.
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Rikitas a minimalis tavolsag alsé becsléséhez

Kapjuk, hogy E (|C(P)|) < N/1000, igy elegenden nagy
valosziniiséggel

[C(P)| < N/4.

A kozeli pontparok elhagyasa utan kapjuk Po-t, az (]
ponthalmazunkat.

|Po| > N/2 nagy valésziniiséggel és tetszéleges két pont tavolsaga
legalabb §.

Legyen Qp a Q hipergraf megszoritasa Py ponthalmazra.
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Lemma

Lemma

Vegyiink M darab pontot S-bél gy hogy a minimalis tavolsag
kozottiik legalabb 0. Legyen P € S és Ann;(P,J) a

Annj(P;0) = {X e R?: (i — 1)§ < dist(P, X) < i}

korgyiirii.

Anni(P;6), Anny(P;6), ..., Annps-1)(P;8) halmazok diszjunktak
és lefedik S-et. Tovabba az M pont kéziil legfeljebb O(i) eshet
Ann;(P,d)-ba.
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Bizonyitas képpel

abra: A P koriili korgyiirik, és az elemi térfogat érvelés
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E | Q| becslése

O(N1/2)
E degg,(A) <ZE deg(A,B)= > _ > deg(A B)
i=1  B€Annj(A,)
O(N/2)

Yo > OFNA(i/VN) )

i=1  B€Ann;(A,\)

O(N1/2) (’)(Nl/z)
< Z i- (’)(T2N2.75i73/2) — O(T2N2'75) Z ;. 1'73/2
=1 i=1

:O(T2N2'75)O(N0'25) _ 0(7_2/\/3)'

lgy
E |Qo| = O(T2N%).
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E (C/) becslése

O(NI/Z)
EC <) EC(AB)= Z > > EC(AB)
A,B i=1  BeAnn;(A,9)

O(NI/Z)

_Z 3 S O@* i )

i=1  BeAnn;(A,d)

O(N1/2) O(NI/Z)
— Z Z O(T4 . I'—2 X N5.5) — Z O(T4N5.5) Z I'—2 _
A i=1 A i=1
= O(T*N®9).

Hajnal Péter Geometria és a szemi-random médszer



E (Cy) becslése

O(N1/2)
E C[/ < ZE C”(A, B Z Z Z E CII(A; B)
A.B i=1  B€Ann;(A,\)

— Z Z Z O(T3 25125 N3)

A i=1  Be€Ann;(A,))

O(N/2) O(N1/2)
— E E O(T3 . i71.5 . N4.25) — § O(T3N4.25) § i71.5 —
A i=1 A i=1
= O(r3N5),

Igy,
EC=E (C/+Cy) = O(r*N°®) + O(T>N*>%).
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Becsléseink gyilimolcsei

Rogzitsiik a véletlen biteket a véletlen eljarasban, amely elvezetett
Py és Qp-hoz agy, hogy

@ pontjaink szama N/2,

o a négyesek szama O(72N*), és

o a 2-kdrok szama O(T4N6®) + O(T3N525),

Legyen Q; az igy kapott 4-uniform hipergraf.
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A 2-korok megsziintetése

Véletlen ritkitas a 2-kdrok megsziintetésére: p valdsziniiséggel

megtartjuk, 1 — p valdsziniiséggel eldobjuk pontjainkat (fiiggetleniil
egymastal).

Legyen Q1 az igy kapott véletlen 4-uniform hipergraf.

Paramétereit kdnnyen becsiilhetjiik:
E |V(Q1)| =O(pN), E [Qi]=0(p*T*N*),

E (C) _ O(p674/\/6'5) + O(p5T3N5'25).
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Ritkitas: a 2-korok megsziintetése

Valasszunk olyan p-t, hogy teljesiiljén
C < |V(Q1)l.

Using Markov's inequality fix the random choices so that we obtain
a hypergraph with the property that after deleting the points of the
2-cycles we obtain a leftover hypergraph on ©(pN) points,
O(p*T?N*) edges, and no 2-cycles.

Let d denote the average degree. Throw away the points with
degree at least 10d.

A maradék (2-korok nélkiili) hipergrafot jeldljiik £-lel.Paraméterei:

V(L) =O(pN), L] = O(p* 2N, A(L) = O(p*r>NP).
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A paraméterek jé valasztasa

Valasszuk N, T értékét agy, hogy a(L) > n. Az n fiiggetlen pont
bizonyitja a tételiinket.
Némi szamtan:

p:=0(n0  N:=0(n'), =0(n"3?/logn).

E (C) = O(p°T*N®°) + O(p> > N°>2°) = o(n)
A fenti valasztasokkal
E [V(Q1)| = ©(pN) = ©(n*%).
Azaz, a 2-kordk kénnyen elhagyhatoék.
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Emlékeztets: [DLR 1995]

Theorem (Duke, Leffmann, Radl, 1995)

Legyen H egy k-uniform hipergraf egy v elemii csiicshalmaz felett.
Legyen A a H hipergraf maximalis fokszama. Tegyiik fel, hogy
A < tk-1 és1 < t. Ha H nem tartalmaz 2-kért, akkor

a(H) = Q (%(log t)lel).
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[DLR 1995] alkalmazasa

Bevezetiink egy t paramétert, amelyre A(L) < t3.
Mivel A(L) = O(p372N3) a megfelels valasztas
t = @(p72/3N) _ @(n0.00l(nfl |og1/3 n)nl.Ol) — @(n0.00Q |0g1/3 n)'

[DLR 1995] feltételei teljesiilnek, kdvetkeztetése pedig

g7 £ = 723 Qlog"* n) = ).

Skalazas utan kapjuk, hogy a(L) > n.

A megigért tételt az L-beli n méreti fiiggetlen halmaz bizonyitja.
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Koszonom a figyelmet
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