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1. 6ra
Grafok Shannon -kapacitasa

Lejegyezte: Csaba Béla

1 Jelolések

G = (V(G), E(Q)) egyszerti graf, G egy éle e = zy € E(G), ahol z,y € V(G).
a(G) G egy maximalis méreti fiiggetlen csicshalmazanak elemszama, w(G)
a maximalis klikk elemszdma, mig x(G) -vel a G graf kromatikus szamat
jeloljik. K, a teljes n pontu graf.

Legyen most ¥ 4bécé , és tegylik fel, hogy ¥ bizonyos jelei 6sszetéveszthe-
ték. Y-hoz megadhatunk egy G grafot: V(G) = X, és zy € E(G) pontosan
akkor, ha z és y osszetéveszthetd. Ekkor nyilvan «(G) a maximalis méreti,
paronként megkiillonboztethet6 csicsokbdl allé halmaz elemszama. Legyen
most 0,7 € L*. o és 7 Osszetéveszthetdk, ha egyenld hossziak, és a megfeleld
helyen 1évo jelek Osszetéveszthetok, vagy azonosak.

2 Definicidok és tételek

Definicié 2.1 Legyen G és H grdf. Ekkor szorzatuk, a GR H grdf a kovetke-
26: V(GRH) =V(G)xV(H); E(GRH) = {(z,y)(w,v) | z = u,yv € E(H),
vagy zu € E(G),y = v, vagy zu € B(G),yv € E(H)}. G*=GxGx...xG

(k tényezds szorzat).

Példa:



GQ®H:

Ekkor a(G*) a maximalis méretii, k hosszi és paronként dsszetéveszthe-
tetlen szavakbdl 4116 halmaz elemszama.

Lemma 2.2 o(G® H) > o(G) - o(H).

Biz.: Legyen A C V(G), B C V(H) fiiggetlen halmaz. Ekkor a szorzat
definiciéja alapjan az A x B ”téglalapban” nem lehet él, igy A x B fliggetlen
G ® H -ban. O

. Tovabbi észrevételek: ha G = K; = o(GF)=1. Ha G # K és G #0 =
a(G) > 1, és igy | V(G) |F > a(G*) > 2%

Lemma 2.3 lim {/a(G") létezik.

Biz.: Legyen n = b-k+m (0 < m < k). o(G") 2 a(Gk)b ca(G™) >
b b
a(Gk)b = {/a(G") 2 o GFYFFR > Wa(Gk)™ > Ha(GF) — . ¢ tetszlege-

sen kicsi lehet, ha b elég nagy. Ebbdl a hatarérték létezése adodik. O

Definicié 2.4 Legyen G grdf. Ekkor ©(G) = lim (/a(G*) a G Shannon-

k—o00

kapacitdsa.

Megjegyzés 2.5 O(G) > a(G),\/a(G?), Ja(G?),. ..

Jeloljiik Cs -tel az 6tponti korgrafot. Nyilvan 5 > ©(Cs) > 2 = a(Cs).
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Mivel Cs x Cs -ben ez az 6t pont fliggetlen, igy O(Cs) > V5.

3 o*(G) és kapcsolata a Shannon-kapacitas-

sal
A C V(@) azonosithaté a | V(G) | hosszu 0-1 vektorral, amiben pontosan
az A elemeinek helyén dll l-es, jele: x,. Ekkor o(G) = max{(L,x,) | 4
fiiggetlen }.

Definicié 3.1 STAB(G) = conv{y, | A figgetlen}. Ekkor o(G) =
max{(l,z) | z € STAB(G)}.

Ha z € STAB(G), akkor

[tt z, = v-nek megfelelé koordinataja, és K G-beli klikk.

Definicié 3.2 QSTAB(G)={z | (1), és (2); teljesil Vv, K esetén }.



Megjegyzés 3.3 STAB(Cs) C QST AB(Cs), hiszen STAB(G) C
QSTAB(G) VG -re, mdsrészt azx = (1/2,...,1/2) vektor csak QST AB(Cs)
-nek eleme.

1
2

(R
B |

DO =
DO =

Definicié 3.4 o«*(G) = max{(1l,z) | z € QSTAB(G)}.

Legyenek most G, H grafok, K G -beli klikk, az A ponthalmaz G® H -nak
egy fiiggetlen részhalmaza. Legyen Il : V(G) x V(H) — V(G) projekcio,
hasonléan értelmezziik a ITy leképezést. Legyen tovabba w, =| Iz (z)NA |.
Ekkor igaz a kovetkezo tétel:

Tétel 3.5
Y. ws < a(H)

z€V(K)

Biz.: | Ig'(z) N A |=| Uuy(Ilg'(z) N A) | (vizszintes halmaz projekcidja).
Mivel A fiiggetlen, igy a IIg(IIZ'(z) N A) halmazok Vz -re diszjunktak, és az
unidjuk fiiggetlen H -ban. Tehat

> we=| U Hu(llg'(z)nA)],

zeV(K) zeV(K)

igy kaptuk, hogy az allitas igaz.



Kovetkezmény 3.6 Tekintsik a (a%) - vektort. Mivel mind az (1),
mind a (2), feltételeket teljesiti, QST AB(G) -be tartozik. Lesz:
Wy | A '
* > —
(@2 2w T o)

zeV(Q)

A tetszéleges wolt, igy o (G) > ﬂf(g—?). Tekintsik most a kovetkezd
egyenlotlenségrendszert:

a’(G) 2 oG)
‘3 o(G”)
(G) 2 (@)
x (E)

= Ao

A tagokat dsszeszorozva kapjuk, hogy a*(G)k > o(G*). Tehdt o*(G) >
/a(G*), és mivel ez minden k -ra igaz, igy o*(G) > O(G). Specidlisan
2.5 > O(Cs) > /5.

Tétel 3.7 x(G) > a™(G).

Biz.: Tegyiik fel, hogy = € QSTAB(G). G szinezése G -nek egy klikkfedését
adja, és viszont. G legkevesebb szinnel valé szinezése tehat egyittal G -
nek minimalis szamu klikkel vald lefedése. A (2)x feltétel szerint z ko-
ordinatainak osszege barmely klikkre vonatkozéan legfeljebb 1. A minimalis
klikkfedést tekintve, z 6sszes komponensének 6sszege legfeljebb a lefedd klik-

kek szama, amibdl a tétel kovetkezik. O

Osszefoglalva: x(G) > o*(G) > 0(G) > a(G).
X X Xk
Definicié 3.8 G univerzdlis, ha o*(G) = a(G).

Tétel 3.9 G pontosan akkor univerzdlis, ha¥ H -ra o(GRH) = o(G)-o H).

o



N . a(G® H)
Biz.: Mivel a(G) > ()
a(GR H) =«a(G) -a(H).
Misrészt tegyiik fel, hogy o*(G@) > a(G). Ekkor létezik z € QSTAB(G),
hogy (L,z) > a(G), és z koordinatéi racionalisak (a bels6 szorzat folytonos).
Legyen z komponenseinek kozos nevezdje w. Ekkor igaz a kovetkezo:

E ke 58 a(G).

uev(@) ¥

> (@), igy ha G univerzalis, akkor

Most G csiicsait helyettesitsiik halmazokkal, az u csics képe legyen w,, darab
fiiggetlen pont: H,. Két ponthalmaz koz6tt menjen az Osszes lehetséges él,
ha a megfelels pontok @ -ben nincsenek Gsszekotve, kiilénben a halmazok
legyenek fliggetlenek. Az igy kapott graf legyen H.

Tekintsiik most a G @ H grafot. Az (u, H,) halmazokon beliil nincsenek
élek, és ha u # v, akkor az (u, H,), (v, H,) halmazok k6zott sincsenek. Tehat

G ® H -ban 1étezik
|V(H) |= ) w
weV(G)

elemszam fiiggetlen halmaz. Egy el6z6 egyenlétlenség alapjan kaptuk, hogy
a(G® H) > w-a(G). Lathato:

| U H, | = max Z Wiy

weV (K) ueV(K)

a(H) = max
K G=beli klikk



Mivel w
Z —u§1:>max2wu§w.
ueV(K)
Innen pedig az o(G ® H) > a(G) - o H) egyenlotlenség kovetkezik, ez pedig
ellentmondas. o



2-4. eloadas

Grafok ortonormalt reprezentacidja

DEFINfCIG: A G graf ortonormélt (ON) reprezentacidja egy ¢ : V(G) — R™ leképezés,
ahol

(i) minden cstcs képe egységvektor,

(i1) minden nem Osszekotott csticsparnak megfelelé két vektor merdleges egymadsra. ¢

DEFINICIO: Legyen ¢ a G graf egy n-dimenziés ON-reprezentacidja.

Ekkor a ¢ reprezentdcié értéke a ¢ € R"™ vektorra nézve:

i
v(p,c) = max ———.
(pr0) = B2 o))

(Ha valamely z € V(G) esetén c és p(z) merdleges vektorok, akkor v(¢p,c) = co.)
A ¢ reprezentacié értéke

v(p)= min v(p,c). ©

ceR™:||c||=1

DEFINICIO: (Lovész-féle theta-fliggvény) Legyen G egy graf.

IG) = min v(p). ©
@ a (G graf ON-reprezentécidja

PELDA: Cj5 egy b ON-reprezentécidja egy ¢ vektorral: Vegylink fel 6 azonos egységvek-
tort. Gondoljuk ezek koziil egyre, mint “egy eserny6 nyelére” (ez a ¢ vektor) és a tobbire
mint “az eserny6 5 bordajara” (ezek lesznek a reprezentaciéban Cs cstcsainak megfelel6
vektorok). Alkalmasan kinyitva az esernyét, a bordédk Cs egy reprezentacidjat adjik. Erre
a reprezentaciéra és a ¢ vektorra v(1, c) = /5.

A 9 fuggvény és a Shannon kapacitas kapcsolata

Prorozicid: J(G) > o(G). |



DEFIN[CIO: ¢ € R™ és d € R™ két vektor. Tenzorszorzatuk (c ® d) egy R"™-beli vektor,
amely pozicidi ¢ és d poziciéibdl alkotott parokkal vannak azonositva. (c®d)uy = cy - dy.

Y a G graf reprezentécidja és ¢ a H graf reprezentécidja, akkor ezen reprezentacidk
szorzata 1 ® ¢ : V(G) x V(H) — R™™ leképezés, ahol az (u,v) cstics-par képe B(u) @ p(v).
o

LEMMA: Legyen ¢ a G graf n-dimenziés ON-reprezentacidja és 1 a H graf m-dimenziés
ON-reprezentacidja. Legyen c € R" és d € R™ két egységvektor.

(a) ¢ @9 a GRH graf nm-dimenzids ON-reprezentéacidja.

(b) v(¢ ®Y,c®d) = v(¢,c)o(,d). |

KOVETKEZMENY: 9(GRH) < I(G)I(H). |
KOVETKEZMENY: 6(G) <9(G). |
KOVETKEZMENY: 6(Cs) = /5.

B1zoNYITAS: 6(Cs) < 9(Cs) < /5. Korabbi eredményeink alapjin egyenl6ség all fenn.
|

A Cs eddig kiszamolt paraméterei Gsszefoglalva:

a(Cs) =2 < V5 =6(Cs) =9(Cs) < -Z— = a*(Cs) < 3 = x(Cs).

A 9 fuggvény ekvivalens definicidi

A tovabbiakban szerepl$ vektorok poziciéi, méatrixok sorai és oszlopai egy G graf
cstcsaival vannak azonositva. 1 a csupa 1-et tartalmazé vektor és J a csupa l-et tartalmazd
matrix.

DEFINICIO: Legyen ¢ egy ON-reprezentéciéja G-nek és c egy egységvektor. Egy z vektor
kielégiti a Fy . feltételt, ha
Z (c¢(v))2 - By L 1,
vEV(G)
Legyen

TH(G) = {z e RV@! .z, > 0 minden v csticsra és z kielégiti Fy -t

minden ¢ ON-reprezentaciora és ¢ egységvektorra }.

LEMMA: STAB(G) C TH(G) C QSTAB(G). |

DEFINICIO:
Yo(G) =max{lz:z € TH(G)}. o

Megjegyezzilk, hogy ¥o(G) < o*(Q).



DEFINICIO: Legyen

Mg = { M : M szimmetrikus és uv € E(G) esetén My, =0}.

02(G) = min A(J+ M),

ahol A a legnagyobb sajatértéket jeloli. o
DEFINICIO: Legyen

MG = { M : M szimmetrikus és uv € E(G) esetén My, = 0}.

I3(G) = max 1tM1. o
Mem}
Tr(M)=1
M pozitivszemidefinit

pEFINfCIéz Legyen ¢ a G grafnak (G komple_menterének) ON-reprezentacioja. Azaz
$:V(G) = RY, |¢(u)| =1 és uv € E(G) esetén ¢(u) L ¢(v).
Legyen o(¢,c) = Y veV(G) (c&(v))z. Tovabba

94(G)= _ _ max o(d,c). ©
¢ a GG graf ON-reprezentacidja

le|=1

TETEL: 190(G) = '(9(G) = 192(G) = 193(G) = 194(G) = ﬂo(G)

BIzONYITAS: A kovetkezd egyenlStlenségekbdl adddik az oOsszes egyenloség: Jo(G) <
IG) < 92(G) < 93(G) < 94(G) < 99(G). A részletes, technikai bizonyitést lasd: M.
Grotschel, L. Lovész, A. Schrijver, Geometric Algorithms and Combinatorial Optimization,
Springer-Verlag (1988), 287-290. old. I

KOVETKEZMENY: o(G) < 6(G) <I(G) < a*(G). |

KOVETKEZMENY: J(GXRH) =9(G)I(H). |
Szimmetrikus grafok J paramétere és a sajatértékek kapcsolata

TETEL: Ha G reguldris graf, akkor

—nA(G)

9(G) < G - NG

ahol \(G) a G gréf legkisebb és A(G) a G graf legnagyobb sajatértéke. [l

[0



TETEL: Ha G reguldris és éltranzitiv graf, akkor

9(G) =~ M0 g

(G) - NG)

LEMMA:
(a) C, sajatértékei cos ki—’r, ahol k =0,1,2,...,n — 1.

(b)

O ha n paros
W Cp) = iz y
(Cx) %gj, ha n pératlan. B

Megjegyezziik, hogy C7 paramétereire a kovetkezdk ismertek:

7 cos 2=

7 ~
— =3,3176....

8,204l ... =PI LB < O = ——T
1+ cos =

DEFINICIO:  K(n,r) Kneser-grdf cstcshalmaza (Y), ahol U egy n elemti halmaz. Két
cstics (U r elemfi részhalmaza) &ssze van kdtve, ha diszjunktak. o

LEMMA: Legyen 2r <n

(a) A Kneser-graf sajitértékei (-7, (1) — (,",) multiplicitassal (t = r,r —
1,...,2,1,0).

(b) I(K(n,m) = (72))- 1

KOVETKEZMENY: (Erdds-Rado tétel) Legyen 2r < n. Egy n elemt halmaz r elemii
részhalmazaibdl legfeljebb (::11 ) valaszthatd ki 4gy, hogy semelyik két részhalmaz se legyen
diszjunkt.

BIZONYITAS: «a(K(n,r)) > ("~]) konnyen lathaté. (")) < a(K(n,r)) <9(K(n,r)) =

(::11 ) alapjan egyenldség 4ll fenn, ami éppen a bizonyitandé éllitéds.

(|



Kommunikacios bonyolultsag
1. eléadas

Eldadé:
Dr. Hajnal Péter
egyetemi docens

Készitette:
Békési Jozsef
Ph.D. hallgaté

Tekintsiik a kovetkez8 probléméat. Adott két n hosszi 0-1 sorozat, x és y mint input.
Szeretnénk olyan chipeket tervezni, amely eldonti x-r8l és y-r6l, hogy egyenldek e.
Kérdés milyen mérete illetve idSbonyolultsiga van a fenti problémanak.

I. algoritmus:

y, elkiildi az & bitjét a balrél mellette lev elemnek, azzal hogy adja tovéabb, majd sz6l a
jobbra levének, hogy & is kiildje a bitjét.Ezutdn y, csindlja ugyanezt, mikdzben a jobbrol
érkez biteket mindenki kiildi tovabb balra. fgy n 1épés utdn x, és y, taldlkoznak. Ekkor X,
mar tudja, hogy az elsé bitek megegyeznek-e. Elindul egy iizenet jobbra hogy "eddig minden
j6", vagy "nem j6". A kovetkezd 1épésnél x, is ellenGrzi, hogy az 8 bitjei egyeznek e, majd
ezt kombinélva a hozz4 balrél érkezd iizenettel, kiildi tovabb az informéciét jobbra. Amikor
az eljards x,-hez ér, az mar tudja az eredményt.

Ennek az eljarasnak két paramétere van, az id6bonyolultsdga illetve a mérete.
Az id&bonyolultsdg : 7= ®(n) ~ 2n.
A mérete: A =cn.

RO



A méret optimdlis, az id6t viszont lehet javitani az aldbbi médon:

IL. algoritmus:

o X X XF; Yo Yo Ys Y

Lk

b &4

Amennyiben a kommunikéciét a fenti 4brénak megfeleléen folytatjuk, akkor:

T ~log,n
A=cn’.

Vizsgéljuk most azt, mit lehet mondani az AT szorzatra, feltéve, hogy az elemek
Osszehasonlitdsa céljdbSl kommunikéciéra van lehet8ség két egység kozott, amelyekkel az
inputokat kozoltiik..

Tétel:
AT >n’.
Bizonyitas:

Hizzunk képzeletben egy fiiggSleges vonalat, amely két részre osztja a chipet, az egyik rész
tartalmazza az Xx,,..., X, kapukat, a mésik rész pedig az y,,..., y, kapukat. Nyilvanval6, hogy

legaldbb n bitnek mindenképpen 4t kell haladni ezen a felezévonalon. Mivel csupan 7'

1épésiink van, ezért lenni kell olyan 1épésnek, amikor legaldbb % bit 1épi 4t a vonalat. Egy

vonal egyszerre csak egy bitet tud 4tvinni, ezért legaldbb —;— olyan vonalnak kell lenni, ami

dthalad a felez&vonalon. Toljuk most a felezévonalat egy poziciéval jobbra. Ekkor x, és ¥,
ugyanarra az oldalra esik, igy kevesebb informaciénak kell 4thaladni a vonalon. Ezen az 4j

-1
vonalon legalabb ET_ bitnek kell egyszerre dthaladni. Hasonléan, ha kettSvel toljuk jobbra a

(A
)



-2 .
7”2 huzal kell. Osszeadva ezeket szamokat, megkapjuk a vizszintes huzalok

felez6vonalat,

teljes hosszat, ami als korlat a méretre vonatkozoan. Igy

_ _ 2
Az%+2n—1+2n72+...:n7:AT2n2.. [

Legyen adott egy f: X xY — {0,1} fiiggvény, ahol X =Y = {0,1}". Tegyiik fel 4 csak az ¥

inputokat, B pedig csak az Y inputokat ismeri. Ezek ismeretében szeretnék kommunikéaci6
segitségével kiszdmolni f-et. Definidlhatunk egy kommunikaciés protokollt, amely a

kovetkezd:

A protokoll leirja, hogy az elsd bitet ki kiildi. Ha £, akkor az 4ltala kiildott bitet
az f:Y - {O,I}fﬁggvény irja le, mig ha A, akkor az dltala kiild6tt bitet az f,: X — {o0,1}

fliggvény hatarozza meg.

Az f fiiggvényhez egy métrixot rendelhetiink, amelynek sorai az X halmaz, oszlopai az ¥
halmaz elemeit reprezentéljak. Az M , métrix (x,y) eleme pedig az f(x, ) értéket

tartalmazza.

M,=x S(x,)

Az el8bbiekben emlitett protokollt gy is tekinthetjiik, mint az M , métrix egy felbontésat, az
alabbiak szerint.

1. lépés:

Y=Y,0Y > M,=M,0M,ahol M,=My,y,M =My,y, vagy
X=X,0X, > M,=M,0M,ahol M;=M, M =My,y.

Y, =170, Y, =40, X, = £,70), X, = £, (0)
(Mf) = (M| M,), vagy M, = (—)
i-edik lépés:

Az eléz8 fazisban kapott métrixokat egymadstdl fiiggetleniil tovabb osztjuk. Akkor 4llunk le,
ha egy fazisban az 6sszes matrix homogén, azaz minden elem ugyanaz.

Az ilyen felbontést a matrix Guillotine felbontdsdnak nevezziik. A 7 protokoll tehat az M,

matrix egy G Guillotine felbontasét adja.



Definiciok, jelolések:
1. C(x, y; m):=az elkiildott bitek szdma, ahol x € X, y €Y, 7 protokoll.
2. C(f):= min C(n)

« kisz. f—et

3. C(G):=a Ghez tartoz6 fazisok szdma, ahol & egy Guillotine felbontas.
Ekkor max C(x, y; ) = C(x).
X,y

4. C(M,):= min C(G).

G Guillotine felbontisaM ,-nek
5. C(G):=az eljaras végén a mitrixok szdma.

6. C(M,):= min C6)

G Guillotine felbontdsaM ;-nek
Megjegyzés: C(/)=C(M,).
Allitas: C(G) <299,
Abbdl kdvetkezik, hogy minden 1épésben legfeljebb megduplazédnak a métrixok.
Igy log(C(G)) < C(G) = log(C(M)) < C(M ) = C(f).

Definicié: 3
II(M ,):= }r?rLl}ln C(F)<C(M,), ahol FLM =F felbontisa M ,-nek diszjunkt homogén
i

{nétrixokra. B
Igy log,(II(M ;) <log,(C(M)) < C(M ) = C(f).

Definicié:
K(M,):= ;rélbn C(f), ahol FZM , = F homogén részmétrixokkal vald fedése M ,-nek.
s

A kiilonbozdség I1-hez képest, hogy ezek nem feltétleniil diszjunktak.

IT,(M ;):=az 1-esek minimélis felbontdsa
I1,(M ;):=az 0-sok minimalis felbontdsa.
(M) =I1,(M ) +11,(M,).

K, (M ):=az 1-esek fedésébdl jové érték.
K, (M ,):=a 0-sok fedésébdl jovE érték.
K(M,)<TI(M,)

K(M,)= K,(M,) +K, (M)

3



Példa:

1 x=
Legyen f(x,))=6,, = {0 kiily} , és tekintsiik a hozz4 tartozé M, métrixot, melynek

f&4tl6jaban 1-esek vannak, tobbi eleme 0. M, =1, ahol 1 az x-ek szdma ( = 2", ha x k

hosszi bitsorozat ).
Allitds:
() K,(M,) =|X]|.

(KoM ,) < 2] log, (|X]) ]
Bizonyitas:

@)
Abbdl kovetkezik, hogy két egyes nem lehet ugyanabban a homogén téglalapban.

(2)
Legyen k = log, (IX |) Ekkor minden x € X azonosithat6 egy k hosszu bitsorozattal.

Legyen
N, ={x e X:x kédjdnak i-edik bitje 0}, tovabba E, = {x € X: x kédjénak i- edik bitje 1}.

Ekkor E; x N,, illetve N, x E, i =1,...,k-ra 0 homogén téglalapok, amelyekkel lefedhets M,
|

Rang alsoé becslés

Az 1-homogén téglalapokkal optimalisan lefedett M , matrix felirhat a kévetkezSképpen:

G(F) ) )
M, = Z M, , ahol M, olyan mitrix, amelynek minden eleme 0, kivéve az i-edik 1-
i=1
homogén téglalapot, ahol 1. Az M} matrixok rangja 1, mert csupan kétféle sort tartalmaznak,

vagy csupa 0-t, vagy olyat amelyik az 1-homogén téglalap oszlopaiban 1, méshol 0.

Ismert métrix rangjara vonatkozdan az alabbi tétel: rk(A+ B) < rk(A) +rk(B), ahol rk(A) az
A matrix rangjat jelenti.
Ez alapjan:

G(F) Gi(F)

rk(M ) = rk( Z M'f) < Zrk(Mj,) =1II,(M,), ahol IT, (M) az 1-homogeén téglalapok
i=1 i=1

szama.



Kovetkezmény:
rk(J - M) <I1,(M,), ahol Ja csupa 1-esbdl 4116 matrix.
Bizonyitas:
rk(J - M) <IL(J-M,)=11,(M,).
Kovetkezmény:
C(f) 2 log,(rk(M ;)).
Bizonyitas:
C(NH=C(M,)= logz(é(Mf)) 2log,(IL, (M) +11,(M,)) >
2 log,(rk(M ;)) +log,(rk(J - M ,)) > log, (rk(M ;).
Megjegyzés:
Az eddigiekben tetszoleges test felett dolgozhattunk.

Példa:

Tekintsiik az el6z6 példét, vagyis legyen M =1, , az nx n-es egységmatrix.

nxn?®

Mivel rk(1,,,)=n=I1,, ) 2n=>1L(, ) =n.

xn

0 n—-1 n-1 .. n—1
0 ] 0
rtk(J-1)=rk =rk 1 =
| 1
0 0
n-1 0 .. 0
1 -1 O
. n n-1#.0 . .
=rk| 1 . = , ahol Fazt a testet jelenti, amely felett a
O A=l n=1=40
3 -1
1 -1

matrixokat értelmezziik.

fegy I,(Z

nxn

Y= 3.



Kommunikaciés bonyolultsagelmélet
elcadas

eldadé: Dr. Hajnal Peter egyetemi docens

Kommunikdcios matrix rangja és a Moebius fiiggvény
lejegyezte: Vincze Nandor Ph. D. hallgato

A probléma: Legyven G,H két graf egy V csticshalmazon, és legyen
(G = {1 ha G\ H dsszefiiged
0 Kilonben

Komponens struktira alatt G egy particiojat értjik .
Ez egy ekvivalencia-relacio. A feladat kommunikaciés matrixdban sok
azonos sor van : ha G és ¢’ komponens struktirgja azonos, akkor a
megteleld sorok megegyeznek. Az egyezd sorok és oszlopok elhagvhatok a
feladat lényegének megvaltoztatasa nélkil. gy egy ®, matrixhoz jutunk,
melynek sorai és oszlopai az ekvivalencia-relaciokkal
(particiokkal) vannak azonositva.
Az ekvivalencia relacidk kozott tudjuk értelmezni az unid é€s metszet
miveleteket.

TA p= TP

zvp= [} 1

ko]
nekv.rel.
Jelslje O a legkisebb particidt (azaz ahol minden elem killon osztaly), és 1 a
legnagyobb particit, ahol egyetlen osztaly van.
. ; 1 A vp=1
Ezzel a jeloléssel : R (7p0) = e R
; 0 ha wip=1

Belatjuk. hogy rkB, = l{/z elemi halmaz parzz’cz’o’z'}i = B, . ezek a Bell

szamok. Ennek igazolasahoz néhany elokészitd 1épést tesziink.



Részbenrendezett halmazok Moebius fiigovénye:

o DL} éi‘o‘() :Z({‘A)

A aéx

A2 i

Z 2
[athat6, hogy /-ot meg tudjuk hatirozni / segitségével, ha a legkisebb
elemtdl (itt ez 2) visszafelé szamolunk.

Ha a szdmokat a Boole algebraban vektorként irjuk fel, matrixszorzas
alakban felirhat6 az £ és / kozotti kapcesolat.

—(“

Definicio: A két fiiggvény kozotti atmenet matrixat jelolje ¢, .Megfelelo
sorrendben felsorolva ¢, elemeit, als6, vagy felso triangulans lesz.

A ” ‘ » ¥ . . P 7
Hogy / nmeghatarozza /-et ez azt jelenti, hogy a matrix invertalhato.

Definicié: Ezt az inverz matrixot nevezziik a halo Moebius matrixanak
-l__ .
¢, =(ufx, )

az itt szerepld A x, y) figgvényt nevezzik a halé Moebius figgvényének.

A definiciobdl ué= 7, igy
I 7)= Z/z(,r,z)g‘,'f_z,y) = Z Hx,2)= Z,u(_r,z)
o4 rizly x=Sy
1 ha x=y

Viszont e, 7= 5
0  Aulonben

-9



igy kapjuk, hogy

> x5)= {; T=F

i Kiilonben

Koénnyen belathatd a kovetkezo allitas:
Allitas:
(1) My, xry=1

(i) ha x<y, akkor mr,y)=- > u(x.z)

ZxSrly

......

(i) ha x>y, akkor (x, y)=0 .

£
Tyt
- _T—_ T ‘__‘{/0 Sben

Megjegvzés: Ez a harom tulajdonsag a ux figgvény definicidjaként is
szolgalhat.

B, rangju ¢és « Moebius fiiggvény:

A
1 zxvy=1

Bx,¥)=
- {0 Ldlpnben

Br. )= D= Y= =Dl 0=

xwvy=l x3z 0%
ysr
0
=S ez 2= =|d  drz) | (x2)
.4 O
-

A0



B=¢ . T=am=4 o |={auaD= o}l

0 0 )
Igy a matrix rangjanak kiszamitasahoz a Moebius fiiggvény értékeinek
kiszamitasa kell. Legyen egy n elemil halmaz particidira 40.1)=: 4.
Kénnyl latni. hogy a halé barmely x elemére »(x.1) csak az intervallum
hosszatol figg, {gy i r,1) = p,.

Mivel Z;mi;y:o, gy D pS(n4)=0, ahol S(n.k) egy n elemi halmaz
z A£=1
k osztalyi  particidinak  szdma (mdsodfaju  Stirling  szamok),
n-1
igyu, = —Z LS k).

£=1

Most keressiink egy kevesebb tagii rekurzids formulit.

Halok Moebius fiioovénye:

Legyen L egy halo. és vegyiitk az L » R fiiggvényeket.
Az ilyen fiiggvények vektorteret alkotnak. melynek dimenzidszama |Z].

Minden  halobeli x  elemhez van egv  fiiggvény. melvre
1 Az x =y . - , L. .

e (y)= .., ., azilyen fiiggvények egv bazist fognak alkotni.
0 Kuilonben

Most megadunk V -nek egv masik bazisat.

Legyen /, =3 mr.x)e,, ez a V egy masik bazisa lesz. mivel

Yex
az e, bazison végzett transzformdacio ekkor ¢, ami nem elfajuld, és az is
& I 14 . =
lathato, hogy . - 3 /-

Definidljunk most mindkét bazisban egy szorzast.
e,08,=e, ,ekkor, had=3ae, B=3 e,  AB=3ape. .
?4 ' *$%

A masik bazisban ha 4=« f, & e D B.S s 'zikkor AB =3%"a B /.,

S x=y

azaz a szorzas itt f,o, f, = {O bilinben”

_gU



Allitas: A két szorzas ugyanaz.
Bizonyitas:
€,006, = (Z '/2)02( Z‘f;) = D fofi= 2 fi=e,, =e00,.
TE&T ISy z< .‘zgir SETY
Alkalmazzuk most ezt, szamitsuk ki ¢, & /£ szorzatat ugy hogy mindkét
definicit kihasznaljuk. A szorzat ekkor egyrészt o> w(x.D)e, lesz,

z

masrészt (Zf) / ,amiviszont 0, haa < 1, Igv kapjuk, hogy

hla

eazlu('x,’l\)ex =0 ekkor viszont a disztributivitas alkalmazasaval kapjuk.

hogy haa < 1, akkor > #x1)=0 ami felfoghatd, mint egy rekurzid.

L x~g=0
Véalasszuk most a-t minél nagyobbnak, ugy hogy egy egyelemi osztaly
legyen és a tobbi elem egy osztalyban legyen. Ekkor xne=0 csak gy
lehet, ha x=0, vagy x olvan, hogy egy osztaly az elébbi egyetlen elembdl és
egy masik tetszOlegesbol all, a tobbi osztaly pedig egyelemd. Ilyen particid
n-1 van, igv n tag lesz, azaz kapjuk, hogy u, =-(»-1)y,.,. ahonnan adédik,
hogy z, = (-1 (z-1)1.
Kovetkezmény: +3B, = B,.
Kovetkezmény: A kiindulé kommunikaciés feladat bonvolultsaga fog, 8]
Bizonvitds: Az alsd becslés a rang alsd becslésébdl adddik. A felso becslés a
kovetkezd nyilvanvald protokollbdl : Az egyik résztvevd elkiildi a masiknak
az 6 inputjanak komponens struktirgjat.




Valogatott témak a diszkrét matematika korébol

El6adé: Hajnal Péter
Lejegyezte: Széles Tibor

1993. &prilis 5.

Attekintés
0-homogén téglalap M-ben:

. ,

M =

m(M) = minimélis szam, hogy ennyi diszjunkt homogén téglalappal M lefedhetd legyen

k(M) = minimalis szam, hogy ennyi (nem feltétleniil diszjunkt) homogén téglalappal
M lefedhet6 legyen

log, k(M) < log, m(M) < C(f)

Példa: F egység matrix

_ko(E) < 2logy N
ME): o (B)= N

. 7T0(E): N
(M) : m(E)= N

ES



Tétel: log, k(M) < C(f) < 10log3 k(M)

Bizonyitas:
Az alsé korlat helyességét C(f)-re mar korabban belattuk.
b
!
i i
)
1 0
k db téglalap (k = k(M))

[ o
a—> 0

Minden téglalap kap egy nevet - egyenként logok db bit. A kovetkezo jatékot definidlhatjuk:

o jatékosok: A és B

o szabalyok: A ismeri az "a” sort, B pedig a ”b” oszlopot.
A elkiildi a T fedo téglalap nevét, amely tartalmazza a keresett sort.

A szemszoge B szemszoge

T fiiggoleges oldala

 CJ
A A

k" db maradék téglalap
<k

—

;

.
]

Definicié: T j6 téglalap, ha k' < 2k

e protokoll:
A— B

3 jé%: T \&Tjé téglalap

A elkiildi 7" nevét| A megmondja ezt
(log, k bit) (1 bit)

B— A

3 jét/é;k/alm); T \ﬁ,\ajé téglalap
&
T

(%)

redukalt feladat ~» rekurzio

Y4



(¥) Barmelyik T téglalapot vessziik:

T sorai kozott ott van 7a” =

T-vel kozds sort tartalmazé téglalapok szdma > 2k

|

L]

T oszlopai kozott ott van ”b” =
T-vel kdzds oszlopot tartalmazé téglalapok szdma > 3k

-

1
|
I
|
|
|
|
I
1
!

ka'
a-----//-—r

|
1
I

> %k téglalappal lesz k6z6s sor
Ha T lefedi M, ;-t, akkor| > %k téglalappal lesz k6z6s oszlop | T

A 7 tulajdonsdgu téglalapokat mindkét résztvevo Osssze tudja gytijteni.
All.: Ezek mindegyike ugyanolyan tipusi
(Ezek utdn a (*) esetben a -protokoll kommunikdcié nélkil ledll, mindkét résztvevo tudja

a valaszt)

Biz.:

— Il - kozos sor

= - koz6s oszlop

T-re 7 tulajdonsig all => 1k db téglalapnak lesz kozds sora és oszlopa T-vel = ~ van
kozos eleme T-vel (#)

Ha 7', §-re 7 tulajdonsdg &ll, akkor van k6zos metszo téglalap

= tipusuk ugyanaz.



S

Q
!
'
'
'
|
'
'
1
'

!

T-be > %k téglalap metsz bele

T’ ismeretlen

(W) = 1étezik olyan R téglalap, ami T-t és T"-t is metszi
= T és T' ugyanolyan tipusiak (homogenités)

Ha nem a () dgba keriiliink bele, akkor rekurziét alkalmazunk:
A rekurzié mélysége < log% k. Elkiildott bitek szdma rekurzionként: 2log, k.

Osszesen < log% k% 2log, k < 10log3 k.

Konkrét protokollok

Példa:

T fa

/ / V(T) =0

A ismeri T egy részfajat - T'a,
B ismeri T egy részfajat - Tg.
Kérdés: Van-e kozos csicsa Ty-nak és Tg-nek 7

A0



ve V(T)

v-t tart.

T részfai | részfik kKi(M)<n

N

v-t tart.
részfak

T részfai

n n—1
1+n+ 5 <...<2 +n

Megjegyzés: Ha T-ben nincs 2-odfoku csics, akkor részfdinak szama > /27
Ekkor a matrixnak exponenciélis sok sora és oszlopa van.

dll.: ko(M) < (n—1)%2

\

~

od 1

B



e definidl két matrixot:

A B

A; réspfai

Ay részfai

N
AN

B; részfai / %

By részfai

Tehat itt az 1-seket is hatékonyan tudtuk lefedni.

Kovetkezmény: C(f) < O(log3 n)

Az alsé becslés adddik a rangmoddszerbdl:

logyn < C(f)

egypontu fik

egyponti|fak

Az O(log? n)-es felsé becslés kénnyen javithaté konkrét protokollokkal



I. protokoll

itt Iép ki | [ W

}’\szabadba’
|

T4

A — B. Elkiildott informacié: T4 tetsz. csicsa - u (log, n bit)
B — A. Elkiildott informdcié: Tg-nek u-hoz legkdzelebbi csiicsa (log, n bit)

w E V(TA) < V(TA) N V(TB) # 0

C(f) <2logyn

II. protokoll

Lemma: 7 fa. 3vy,...,v, sorbarendezése a csiicsainak gy, hogy a T'— {vy, . .., v, } minden
komponense < :‘% db csticsot tartalmaz.
Biz.: Egyszerii, nem bizonyitjuk.
Vegyiik a csicsok Lemma szerinti sorbarendezését:
Vs Us
\ / .
V2
U1 U3

V4 v7

Vk



A — B: A elkiildi T'4 legkisebb indext csucsat: v; (logs bit)

Ezek utdn B tudja: {v1,...,vi—1} nem € T4, és v; € Ty.

Tehdt T4 CT — {v1,...,v;—1} valamely komponensének.

A Lemma szerint minden komponens < 12_—"1 pontot tartalmaz.

Ekkor B lejatsza az 1. protokollt, azaz
1 Vi—1
. “ e .

Vi, ..., 0, a komponens elemei
< 12_—"1 db cstcs

B — A: B elkiildi a v;-hez legkozelebbi csicsdt a megfelelo komponenshdl, azaz azt, hogy

hanyadik ez a csics a komponens cstcsai k6zott
— log 12_—711 bit. (1)

A protokoll szerint mindig tudnunk kell, hogy ki van soron, s el kell kiiloniteniink az iizeneteket.
Emiatt nem elegend6 a log: bit, mivel minden iizenet elott elkiildjiik e soron kévetkezo tizenet

hosszat: loglogn bit.
log ¢ + loglogn bit  (2)

= logn < C(f) <logn + loglogn
(1),(2)

2. Példa

A:(zy,...,2,) € {0,1}7,
B: (yl,---,yn) € {0,1}".

2

|8

Yy

Eddigi ismereteink szerint erre a példdra nincs jobb megoldds a trividlis protokollnal.
A modell megviéltoztatdsdval (véletlen bitek haszndlatdnak megengedése) hatékonyabb eljdrashoz

juthatunk (Lsd. kov. fejezet)

?J»
J



Véletlen biteket hasznalé protokoll

2. Példa megolddsa e mddszerrel:
Legyen py, pa, ..., pr az els6 k primszam !

A: generdl egy véletlen r szamot: r € {1,...,k},
majd elkiildi B-nek az z7..-.Z, mod p, szamot és az r-et.

B: kiszamitja a ¥1...¥, mod p, szamot,
?
majd ellendrzi, hogy =-e A {izenetének elsé részével.

£/ \=
B biztosan tudja, B elfogad

hogy z # y

Felvetodo kérdés:
Adott tetszéleges x, y-ra: P(Protokolly rossz eredményt ad) = ?

Tévedés csak ugy lehet, ha
z # y, viszont = = y mod p,, azaz p,|z — y < p, € {z — y primosztéi }.

[

YT Y
P1, P2, Tt Pk

#(rossz p;-k, azaz @ — y primosztdi)

P(protokoll; rossz eredményt ad) =
k

k valasztasa:

Legyen k> z — y primosztdi szdma = P(hiba) = kicsi

1<]o—yl < 2"

A legkisebb szam, aminek s db primosztéja van:
pip2--.ps  (az elsé s primszdm szorzata)

Dor= [[ 2+ [ p vz @ WD s 0-95 = (dosva)i-Im=
B PSVE  VESp<s
S—— N—
elhagyjuk  p helyett \/z

(ahol 7(z): az 2-nél nem nagyobb primek szdma)

Ha e®* > 27, akkor 2" > |z — y| esetén z-nél kevesebb primoszté van.

[
i

NN 9
o~
N
v
N

Il
—
S 0
S

Al

=€



Masképpen is ki lehet hozni az eredményt:
x, y tetsz. = x — y primosztdinak szdma < n

P1s...,pk: ha k=1000n, akkor P(tévedés) = 1o
Koltség:
P10oon < 100072

O(log? N) bit felhasznéldsa, ahol N a kiindulé szdmok nagysiga



8-9. eldadas

Nem-k-szinezhetd gréfok jellemzése; Hajés tétel

Szinezések vizsgalatdnal csak egyszerti grafokkal foglalkozunk.
Ismert, hogy
(a) G akkor és csak akkor nem-1-szinezhetd, ha tartalmaz élt.
(b) G akkor és csak akkor nem-2-szinezhetd, ha tartalmaz paratlan hosszt kort.
Megadhaté-e hasonlé kénnyen ellenérizhetd “akadaly” a 3-szinezhetéségre? Hajds
tétele egy akaddlyt ir le, de az nem vildgos, hogy mennyire kénnyen ellendrizhetd.

DEFINICIO: Operécidkat definidlunk egyszerti grafokon:
(i) Uj cstics felvétele.

(ii) Uj él behtizésa.

(iii) Két ossze nem kotdtt pont azonositésa (és a parhuzamos élek egyszeriisitése, ha sziik-
séges).

(iv) G és H gréfokbdl az e = zy € B(G) és f = z'y' € E(H) élek segitségével a kovetkezdk
végrehajtasaval nyerjiik az operdciénk eredményét: a két graf diszjunkt uniéjadnak
vétele; z és 2’ azonositésa e és f elhagyssa és egy yy' él hozzdadésa.

Egy G graf legydrthatd a G graf-halmazbdl, ha a G gréfot megkaphatjuk G elemeibél

kiindulva (tetszéleges szamu példényt véve) a fenti operdcidk ismételt alkalmazaséval. o

TETEL: (Hajés tétele) G akkor és csak akkor nem-3-szinezhetd, ha G legyarthaté { Ky }-
bol.  §

Haromszog nélkiili, nagy kromatikus szamu grafok

Standard gréfelmélet eléaddson tobb konstrukeid ismertetett.

Ilyen gréfok felfoghatdk a kovetkezé médon is: A grafban “élve” | ha egy tetszdleges
csucsaban vagyunk, akkor az 1-sugart kornyezetet latva, az egy csillagot feszit. Azaz a graf
lokdlisan “szép” a szinezések szemszogébdl, de globélisan “nem szép” (a graf kromatikus
szama tetszolegesen nagy lehet).

A tovabbiakban ezt a lokalis és glob4lis viselkedés kozotti hézagot erdsitjiik.

(o
s



Rovid paratlan hosszi kor nélkili, nagy kromatikus szamu grafok; A Kneser
graf kromatikus szama

Konstrualunk olyan grafokat, amelyek nem tartalmaznak rovid paratlan koroket és
kromatikus szamuk nagy.

Szemléletesen fogalmazva: A grafban “élve”, ha egy tetszoleges cstucsaban vagyunk,
akkor a pontok egy kis (grafelméleti) kornyezetét latva, azok egy paros grafot feszitenek.
Azaz a graf lokalisan “szép” a szinezések szemszogébol, de globdlisan “nem szép” (a graf
kromatikus szdma tetszélegesen nagy lehet).

A példék a Kneser-grafok.

TETEL: Legyen 2k < n.
(a) K(n,k) minden paratlan hosszi kore lagalabb —"— hosszt.

(b) x(K(n,k)) =n—2k+2.
BIzONYITAS: (a) egyszerti.

X(K(n,k)) <n—2k+ 2 egyszerti.

X(K(n, k)) > n — 2k + 2 nehéz, Lovasz Laszlo tétele. Mi Barany Imre bizonyitdsat
ismertettiik. ||

Rovid korok nélkiili, nagy kromatikus szamu grafok; Véletlen konstrukciék

Konstrudlunk olyan grafokat, amelyek nem tartalmaznak rovid koroket és kromatikus
szamuk nagy.

Szemléletesen fogalmazva: A gréfban “élve”, ha egy tetszoleges csicsdban vagyunk,
akkor a pontok egy kis (grafelméleti) kornyezetét latva, azok egy fat feszitenek. Azaz a graf
lokalisan “szép” a szinezések szemszogébol, de globdlisan “nem szép” (a graf kromatikus
szama tetszolegesen nagy lehet).

A konstrukecié a kovetkezo: Egy alkalmasan definidlt véletlen grafban kevés “rovid”
kor lesz és a kromatikus szam “nagy” lesz. Kevés él elhagydsaval a rovid korok megsziinnek
és a kromatikus szam nagy marad.

A sik kromatikus szama

DEFINICIO: Legyen P egy ponthalmaz. Gp a kovetkezd egyszerti (esetleg végtelen) graf:
V(Gp) = P és két csics akkor és csak akkor van osszekotve, ha a megfeleld pontok
tavolsaga 1. ¢

TETEL: 4 < x(GR2) < 7. |

TETEL: X(GQz)ZZ. |



Szorzat-grafok kromatikus szama

DEFINICIO: GxH akovetkezd graf: V(GxH) = V(G)xV(H) és (z,y), (z',y') € V(GxH)
akkor és csak akkor van osszekotve G x H-ban, ha z és 2’ dssze van kotve G-ben, tovdbba
y és y' Ossze van kotve H-ban. ¢

Egyszert igazolni, hogy x(G x H) < min{ x(G), x(H) }. Megoldatlan kérdés, hogy az
egyenloség igaz-e altaldban.
Két specidlis esetben az egyenldséget nagyon konnyti igazolni.

ProPOZICIO:
(a) X(G x G) = x(G).
(b) X(G x Ku) = min{x(G),n}. |



10. eloadas

Szerkesztette: Csallner Andras Erik
Dontési fak

Alapprobléma: Adott egy f fiiggvény, melynek értékét ki akarjuk szamitani az
x =(x,,...,X,) pontban, de x nem ismert kozvetleniil.

Eljaras: Az x;-k értékeire kérdéseket tesziink fel sorozatosan:

1. kérdés

// Vélm

2. kérdés - 2. kérdés

//élaszcx

Ezek a kérdések a fenti fat alkotjdk, melynek levelein maguk az f{x) értékek
talalhatok.

Az fa bonyolultsiga: a fa mélysége, azaz a leghosszabb t hossza a gyckértdl levélig.
Ha az eljaras fdja T, akkor tehat a fa bonyolultsaga C(T)=d(T), ahol d(T) a T

mélysége.

Dontési fakkal reprezentalt fiiggvény bonyolultsiga: a legjobb olyan dontési fa
mélysége, amely az adott fliggvényt kiszamolja, azaz:

C(f)=min{C(T) : T kiszamitja f-t}.
Példak modellekre:
1. (R, <) rendezett halmaz, x e R".
Kérdések: x, ?x,
Valaszok: x, <x;,x; > x,,x, =x,.

2. Boole dontési fak: x € {0,1}", f(x) e {0,1}.

Kérdések: x, =7
Vélaszok: x; =0, x, =1.

A kovetkezékben részletesebben a Boole dontési fakkal foglalkozunk



Allitas. Ha f dontési fakkal reprezentalt n-valtozos Boole- fuggveny, akkor
0<C(H<n.

Bizonyitas. C(f) definicidja miatt 0<C(f) nyilvan igaz. Mésrészt, ha T olyan dontési
faja fnek, amelyre C(f)=C(T), és T-ben létezik olyan ut a gyokértél egy levélig,
amelyen mind az n véltozé szerepel, akkor C(T)=d(T)=n = C(f)=n, tovabb4 barmely
Jt kiszamol6 T dontési fara d(T)<n, mivel csak » valtozonk van.[]

Vezessiink be egy elnevezést a "legbonyolultabb" Boole-fliggvényekre:
Definicié. /' n-véltozés Boole-fliggvény zdrkézott, ha C(f)=n.

Hogyan lathat6 be Boole-fiiggvényrol annak zarkézottsaga?
Egyszerli modszerek fzarkézottsaganak megallapitasara:

® Tegyiik fel, hogy A és B jatékosok. A szeretné kiszamitani f-t, de x-t csak B ismeri.
fgy A minden sziikséges valtozéra vonatkozéan kérdéseket tesz fel B-nek, B pedig
azokat megvélaszolja. Tegyiik fel, hogy B minél t6bb kérdés elhangzésara
torekszik, ennek érdekében x még meg nem kérdezett komponenseit menetkézben
allitja be a méar elhangzott kérdésektél fliggben.
Ha I¢tezik B-nek olyan stratégidja, hogy A kénytelen n darab kérdést feltenni az
Jx) kiszamitasahoz, akkor fnyilvan zarkézott.

Példa. Graf 6sszefliggdségének eldontése.
B stratégidja: minden €l 1étezésére "nem" vélaszt ad, kivéve, ha az eddigi "nem"
valaszok egy vagas Osszes élét adnak.

Allitas. B fenti stratégidja mellett A az 6sszes €l létezésére rakérdez, azaz az dsszes
véltozot megkérdezi.

Bizonyitas. Két dolgot elég belatni ehhez:
(@) Az eddigi élek ("igen" valaszok) ¢és a megkérdezetlen élek egyiittesen
Osszefliggd G grafot eredményeznek.
(b) Ha maradt olyan €l (csucspér), amelyre eddig még nem kérdeztiink ra, akkor az
eddigi €lek ("igen" valaszok) nem sszefliggd H grafot eredményeznek.

Az (a) bizonyitdsa: Ha G nem lenne 6sszefiiggs, akkor létezne cstcsainak egy
olyan osztélya, amelybsl G-beli ¢l nem fut ki. De akkor minden G-bdl kifuté
lehetséges ¢let mar megkérdezett A, és B mindegyikre "nem" valaszt adott,
holott azok egy vagas éleit alkottak. v/

A (b) bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy
(u, v) egy megkérdezetlen &I
Belatjuk, hogy ekkor nincs eddigi
¢lekbol allé u-bdl v-be vezetd t,
azaz u ¢és v  kiilonbdzd
komponensben van H-ban,
kovetkezésképpen H nem
Osszefliggd. Ha létezne u-bol v-be
vezetd ut H-ban, akkor jeldlje (x, y)
az utols6ként megkérdezett élet
("igen" vélaszt) ezen az Gton. Ekkor
az 4bran lathat6 S cstcshalmaz 4ltal
definidlt vagason az (u, v) €l is rajta
van, igy a szintén a vagison levd
(x, y) élre B-nek "nem" valaszt
kellett volna adnia, ami
ellentmondashoz vezet. v/ /))7




(a) és (b) egylittesen bizonyitjak az allitast. [

Kovetkezmény. Egy graf 6sszefliggéségét eldonté Boole-fliggvény zarkédzott. [

@ Legyen f'tetszoleges dontési faja T. Tegyiik fel, hogy T gydkerére sorban egymas
utan minden lehetséges inputot rdengediink, ez §sszesen 2" darab input. Jeldlje & g
az czekbdl az inputokbdl T j-dik levelénjelentkez6k szamét. Ha d, jeloli a
gyokértol a j-dik levélig vezet (egyetlen) Gt hosszat, akkor nyilvan k, =2"",
Amennyiben ((T)<n, akkor Vje{Tlevelei} d,<n-1, igy k, =2"" paros.

Jelslje most N = £7'(0) és P= f7'(1) a levelek osztalyait, N{+|P| =2". A fenti

gondolatmenetbdl kozvetleniil adodik a kovetkezd allitas:

Allitas. Ha |N| paratlan (ami ekvivalens azzal, hogy |P| péaratlan), akkor fzarkézott. [J

Mas megkdzelités: Ha C(T)<n, akkor minden levélen azon inputok szdma, amelyek
paros sok "1"-t tartalmaznak, megegyezik a paratlan sok "1"-t tartalmazé inputok
szamaval (mivel a rogzitetlen valtozok mindegyike mind a paros, mind a paratlan
szamu "1"-t tartalmazd inputok szdmat azonosaranyban néveli egy adott levélen). De
ez igaz az N és P osztalyokra is, innen kontrapoziciéval adodik a kovetkezé allitas:

* Allitas. Ha N-ben (P-ben) a paros sok "1"-t tartalmazo inputok szdma kiilsnbzik a
paratlan sok "1"-t tartalmazé inputok szamatol, akkor fzarkézott. [

Tétel. Ha f véletlen n-véltozos Boole-fiiggvény, akkor f zarkozott, azaz
P(f zarkozott)—>1 (n—oo).

Bizonyitas. P(f nem zarkézott)<P(N-ben a paros sok "1"-t tartalmazé inputok szama
megegyezik a paratlan sok "1"-t tartalmazo inputok szamaval)=

201 20 ()

22” 22 22"

A Wallis-féle  produktumboél  kovetkezik, hogy  VmeN esetén
2m
m

22m

NT-m—1 (m—> o0), ezért az m=2"" helyettesitéssel

2n
. [2"4 ) ,TC . 271—I 1
= - . % L —
22 \/n.zn—l \/Tc.zn—l
Azaz P(fnem zarkézott)—0 (n—eo). O

=0 (n—o0).

Példak zarkozott fiiggvényekre.
© Szimmetrikus fiiggvények: f(x)=F (z X,), azaz f(x) csupan 2 x, -tol fligg.

Allitas. Ha f nem konstans szimmetrikus fiiggvény, akkor [fzarkozott.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az ®-ben leirt jatékos stratégiat. Mivel fnem konstans, igy
a definiciobeli f sem az, azaz Jj e n, hogy F(j)=0, F(j+1)=1 (vagy forditva). B
stratégigja a kovetkezd: az elsé j kérdésre "1"-t valaszol, onnant6l pedig "0"-t. Az
A jatékos nyilvan kénytelen legalabb j kérdést feltenni, masrészt nem tehet fel n-
nél kevesebb kérdést, mert a még meg nem kérdezett valtozokat egy kivételével



"0"-ra allitva, ezt az egyet pedig "0"-nak vagy "1"-nek valasztva kiilonbozd
eredményeket kapunk F{(j)#F(j+1) miatt. O

Definicio. #Af)={neS,:f(xX;,....x,) = (XizsesX,0)}-

® Tranzitiv fiiggvények: 44f) tranzitiv, azaz Vi,j Ine 4/ (f) : in=j.

Tétel (Rivert - Vuillemin). Ha n= p* (p prim), f tranzitiv és f0)#f(1), akkor f
zarkézott.

Bizonyitas. Az 44f) elemei az inputokon nyilvan egy ekvivalencia relaciét
definidlnak, amely egy osztalyozast hatdroz meg rajtuk. Nevezziik ezen osztalyokat
palydknak.

Legyen P pélya, és frjuk a P elemeit egymas ala. {gy egy tablazatot kapunk:
1 2 o

{ — \
7 (P elemei (inputok)

n

!

k
A tranzitivitas miatt a tdblazat minden oszlopéban azonos szdmu "1" lesz, jeldljik
ezek szdmat k-val. Mésrészt, a palyak definici6ja miatt, a sorokban is azonos szamu
"1" lesz, legyen ez [. A tablazatban talalhatdo "1"-k szdmat a sorokbol illetve

oszlopokbol kiilon-kiilon kiszamitva a kdvetkez6 egyenldséget kapjuk: Z~|P| =h-p".
Ebbol |P| kiszamithato: |03|:#Tp. Ha # nem a {0} vagy {1} pélya, akkor

1< < p® -1, igy p osztoja |Pl-nek.

Legyen most N = f7'(0). Ekkor N palyék uniéja, amelyek kozill egy palya 1-
elemi (a {0} vagy az {1}, és az f0)=f(1) feltétel miatt csak az egyik lehet N-beli),
a tobbi p-vel oszthatd. Jeldlje N, azokat az N-beli palyakat, amelyekben az inputok
paros sok "1"-t tartalmaznak (f paros), és legyen N, =N-N,. N, és N, is palyak
Unioja, tovabba |N0| # |N||, mivel N, és N, koziil az egyik tartalmaz pontosan egy
darab 1-elemi palyat, igy valamelyik nem oszthaté p-vel, mig a masik igen. De
akkor a * 4llitas miatt f zarkézott. O

Megjegyzés. Létezik olyan tranzitiv nem trividlis Boole-fiiggvény, amely nem
zarkozott.

Definici6. J tulajdonsag grdf tulajdonsdg, ha abbol, hogy G graf J tulajdonsagu és
G=H, kovetkezik, hogy H is J tulajdonsaga.

Allitas. Létezik olyan fnem trivialis graf tulajdonsag, hogy fnem zarkézott. O

Allitas. Ha G graf, IV(G)I = p® (p prim), a G f graf tulajdonsagu és f monoton és nem
trividlis, akkor f'zarkézott. [

Megjegyzés. Altaldban monoton graf tulajdonsagokra nem ismert, hogy zarkézottak-
B

o



