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Matematikai alapelvek

Eléado: Hajnal Péter 2023.

1. A matematika ellentmondasmentes

A matematika ellentmondasmentességét nem emlitjiik, de j6 tudni, hogy az aldbbi
nyilvanvalé alapelv ennek egy kovetkezménye.

HA egy kérdést két modon is, logikailag helyesen vélaszolunk meg,
AKKOR a két valasz megegyezik.

Egy nyilvanval6 példa: Adott egy szamtablazat. Mennyi a benne szerepld szamok
osszege? Egy lehetGség, hogy mindegyik sorban dsszeadjuk az ott szerepld szamokat,
majd ezeket a részeredményeket /sorosszegeket Osszegezziik. Egy madsik megoldés,
hogy mindegyik oszlopban oOsszeadjuk az ott szereplé szdmokat, majd ezeket a
részeredményeket /oszloposszegeket dsszegezziik. Nyilvan mindkét eredmény az Gsszes
szam Osszegét adja ki.

Azaz egy tablazatban a sorosszegek Osszege megegyezik az oszloposszegek Gsszegével.
Formadlisan: Ha egy n X k méret{i tdblazatban (n darab sor és k darab oszlop) az
i-edik sorban és j-edik oszlopban szerepld szam a; ;, akkor

k n n,k n k
E E :%: E Q5 = E E :%'-

=1 i=1 i=1,j=1 i=1 j=1

Egyszertien azt mondjuk, hogy egy kettds Osszegben a két szumma sorrendje fel-
cserélheto.

Mar ez az artatlannak tiiné megéllapitas is meglepoen mély allitasokat igazol. Ha
egy paramétert kétféleképpen szamolunk ki és a két eredményt osszevetjiik, akkor
azt mondjuk, hogy a kettos Osszeszamlalas modszerét alkalmaztuk.

1. Feladat. Vegyiik az 1,2,...,n szamok dsszes/n! darab dtrendezését Mindegyik
esetén szamoljuk meg, hdny olyan i elem van, amely marad a helyén (azaz 7(i) =
i, az ilyen elemeket a 7 sorbadllitds fixpontjainak nevezzik). Azaz minden sor-
badllitashoz vesszik fixpontjainak szamdt. Igazoljuk, hogy az dtlagos fixpont szdm
éppen 1.

Példaul az 1,2,3 szamoknak 3! = 6 sorballitasa van: 123, 132, 213, 231, 312,
321. A fixpontok szdma rendre: 3, 1, 1, 0, 0, 1. Az atlag valéban éppen (3+ 1+ 1+
0+0+4+1)/6 =1.

A bizonyitashoz készitsiink egy tablazatot. Minden sora egy-egy atrendezésnek
felel meg. Oszlopai az atrendezett elemekkel, az 1,2, ... n szdmokkal azonsitottak.
Az 7 atrendezésnek megfeleld sor és az ¢ elem oszlopanak taldkozasdban legyen 1, ha
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7(i) = i, azaz i fizpont. Kiilénben alljon 0. Mennyi a tablazatban szerepl6 szamok
Osszege?

Minden sorban a megfelel6 sorbadllitds fixpontjainak szamat adja az Osszegzés. A
sorosszegek Osszege éppen az Osszes fixpontszam, az atlagos fixpontszam n!-szorosa.

Az els6 oszlop elemeit Osszegezve azokat a 7 sorbadllitdsokat szamoljuk meg,
amelyekben 7(1) = 1. Azaz 1 az els6 helyen all, a tobbi elemre nincs feltétel. Azaz
az Osszeg (n — 1)!, hiszen a tébbi/n — 1 darab elemet ennyiféleképpen alithatjuk
sorba. Ugyanez az 0sszeg lesz az 6szes tobbi oszlopban is. fgy az oszloposszegek
Osszege n - (n — 1)l =nl.

A két eredmény Osszevetésébdl adodik az allitas.

2. Atlagolés, skatulya-elv

Adott n valds szam v : vy, v, ..., v,. Ezekbol (egy nagy adatsokasag) sok paramétert
kiszdmolhatunk. Egyik az eléfordulé legkisebb érték: min(v), a masik az el6forduld
legnagyobb érték max(v).

Tovabbi fontos paraméterek a , kozepek”. Talan a legegyszeriibb a szamtani
kozép
v+ U2+ ..+ U,

Av) = -

A tovabbi kozepek bevezetéséhez célszerl feltenni, hogy szamaink nem negativok.
Ebben az esetben a mértani kozép

a harmonikus kozép

négyzetes kozép

ViU 4.+
Quy = I

n
Alaptétel, hogy nem negativ v; szamok esetén

min(v) < H(v) < G(v) < A(v) < Q(v) < max(v).

Ennek bizonyitasa nem a témakortinkhoz tartozik.
Egy specidlis részét emelem ki:

min(v) < A(v) < max(v).

Ez a fenti egyenlotlenség-sorozat egy trividlis toredéke. A kiemelt egyenlétlenség-
sorozatra nézve latjuk, hogy A(v) koézépen helyezkedik el. Ez magyarazza, hogy
kozépnek nevezziik.

Igazolasa példaul indirekten torténhet. Tegyiik fel, hogy A(v) < max(v) nem
teljesiil, azaz mindegyik v; kisebb mint A(v). Az igy kapott n egyenlStlenség Gsszege
ellentmondés (azonos iranyban allé szigoru egyenlétlenségek Osszegezhetdk).

Szamunkra a kovetkez6 specialis eset nagyon fontos lesz. Adott ¢ targyunk és s
skatulyank. A ¢ targyat osszuk szét a skatulydk kozott. Az i-edik skatulyaba kertilt
targyak szdma legyen v;. ( tehat v; egy 0 és t kozotti egész szam. Ha v; = 0, akkor
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egy targyat se raktunk az i-edik skatulyaba. Ha v; = ¢, akkor mindegyik targyat az
i-edik skatulyaba raktuk.)

v+ v+ ..+ v t
A(’U): :;7

S

az atlagos skatulya terheltség. A fenti nyilvanvalé elvet a kovetkezdképpen fogal-
mazhatjuk meg.

HA t targyat k skatulyaba osztunk szét,
AKKOR lesz olyan skatulya, amelybe legalabb % targy esik,
és lesz olyan skatulya is, amelybe legfeljebb % targy esik.

A skatulya-elv fenti nagyon altalanos megfogalmazasat gyakran specidlis esetek-
ben alkalmazzuk. Erdemes néhany specialis esetet kiilon megfogalmazni.

2. Tétel. Han+1 tdrgyat n skatulyaban osztuk szét, akkor lesz olyan skatulya amely
legalabb ketto tdargyat is tartalmaz.

3. Tétel. Ha (n + 1 tdrgyat n skatulydban osztuk szét, akkor lesz olyan skatulya
amelybe legaldbb { + 1 tdargyat is tartalmaz.

4. Tétel. Han—1 tdrgyat n skatulyaban osztuk szét, akkor lesz olyan skatulya amely
tres marad.

Az allitdsaink megint ,, trividlisak”. Mégis ligyes alkalmazassal mély /nehéz eredményeket
lehet elérni.

5. Tétel (Dirichlet-tétel). Legyen « irraciondlis szdm. Bizonyitsuk be, hogy létezik
végtelen sok p,q egész szam, amelyekre

a—g‘g

p

1 1
lpa —q| < =, azaz —-

p p
Bizonyitas. Legyen N egy tetsz6leges pozitiv egész. Vegyiik az {0-a},{1-a},{2-
ab,....{(N—=1)-a},{N-a} tortrészeket és abrazoljuk ezeket a [0, 1] intervallumban.
Ekkor N kiilonbozé(!) szamot kapunk a (0, 1) =0, 1] intervallumban (miért?). Ezek
balrél jobbra tekintve (ez nem sziikségszertien ugyanaz a sorrend mint ahogy kez-
detben felsoroltuk 6ket) az intervallumunkat N + 1 részszakaszra osztjék. Az dtlagos
hossza a szakaszoknak —— fgy lesz olyan két egymasutani pont/szam amely NLH—

N+1°
nél kozelebb van egymashoz. Azaz

ol — ol < ——
O<{k’1 Oé} {k’g Oé}_N+1a

(esetleg 0 < 1 — {ko-a} <1/(N +1)).
Igy alkalmas ¢1, {5 egészekre

1
0<(k’1'04—€1)—(k72'a_€2)§N_'_17

azZaZzZ 1
0<(l€1—]€2)a—(£1—£2)§]\7+1
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Legyen p = ki — ko és ¢ = {1 — {5. Ekkor nyilvéan p # 0 és |p| < N. Specidlisan

1 1
O<p-a—g< — < —.
p T=NT1 ]

Azaz taléltunk egy jé (p, q) part (mésikat mint a triviélis (0,0)). A feladat azonban
végtelen sokat kér. Ne felejtsiik el, hogy a méd ahogy eljutottunk a megfelelé (p, q)
parhoz egy tetszoleges N pozitiv egész valasztdasan alapult.

Ha mar talaltunk valahany jé (p, q) part, akkor vegyiik

6(p,q) = |pa — ¢

szamok minimumat. Valasszunk olyan N-et, hogy ennél a minimumnal kisebb le-
gyen NLH A fenti eljarast ezzel a N-nel megismételve biztos jabb (eddig meg nem
talalt) (p, q) part talalunk. (Miért?)

Ez igazolja az allitast. u

3. Geometriai skatulya-elv

A saktulya-elv egy megfogalmazésa: Ha n skatulyaba ugy akarunk elhelyezni targyakat,
hogy egy skatulyaba ne essen egynél tobb. Ekkor legfeljebb n targy helyezheto el.
Geometriai kornyezetben is kimondhatunk egy hasonlé allitast: Egy n teriileti alak-
zatba 1 tertiletii alakzatokat helyeziink atfedés nélkiil. Ekkor legfeljebb n , szdmara
van hely”.

Ezekutan természetes kimondani a kovetkezo tételt:

6. Tétel. Eqgy adott A teriiletii alakzatba Ay, As, ..., Ay terilett alakzatokat pako-
lunk. Ha Ay +As+...+ A, > (- A, akkor barhogy végezziik is a pakoldast, lesz olyan
pont alakzatunkban, amelyet legaldbb ¢ 4+ 1 bepakolt alakzat lefed.

A fentiekben szereplo , teriilet” nem egy egyszerl fogalom. Tisztazasa altaldban
nem kozépiskolai fogalom. Legtobb esetben alakzataink , szépek”, ismertek. Példaul
korok, haromszogek, téglalapok. Ekkor a fenti tétel/elv kozépiskolds szemmel is j6l
értheto és nyilvanvalo.
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