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A XIX. szazad egyik , Rubik-kockdja"

1856-ban William Rowan Hamilton kitaldlt egy fejtorét. A Puzzle
Museum egy kiallitasi tdrgya egy korai, forgalmazott volt példanyt mutat.
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A Hamilton-it/kor fogalma

Az Euler-vonal olyan vonal volt, amely hossza eléri az , elméleti
plafont”.

llyen plafon utaknal és koroknél is létezik.

Definicid

Egy ut egy grafban Hamilton-(t, ha az Osszes cstcsot érinti.
Egy kor egy grafban Hamilton-kor, ha az Osszes csticsot érinti.

Nyilvanvald, hogy Hamilton-kor létezése esetén grafunkban van
Hamilton-ut is. lgazdbdl egy Hamilton-kor barmely élét elhagyva
egy Hamilton-utat kapunk.
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Alapkérdés

Egy alapkérdés, hogy adott grafban van-e Hamilton-it/kor.

Erre az alapkérdésre nincs olyan egyszer(i, szép vélasz mint amilyen
Euler tétele az Euler-vonalakra vonatkozé alapfeladatnal.

A Hamilton-utak/korok problémdja mind a mai napig aktivan
kutatott teriilet.

Vegyiik a szabalyos testek (szabdlyos tetraéder, kocka, oktaéder,
dodekaéder, ikozaéder) gréfjait. Melyekben van Hamilton-it/kor?
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Moho at novelés

Relaxaljuk a Hamilton-ut keresés problémajat. Ne akarjuk egybdl
az osszes cslcsot érinteni. Keressiink csak egy ,,jé hosszu” utat.

Ismét elkezdhetiink sétdlni a grafunkban. Sétédlas kozben minden
csticsban olyan élek koziil valasszuk ki kovetkezo Iépésiinket, amely
eddig nem latogatott cslicsba vezet. Azaz ugyeljiink arra, hogy
sétank bejarasa kozben egy utat jarjunk be.

Ismét sziikséges az elakadds. Az elakadds cslicsa olyan lesz, hogy
az osszes szomszédjat eddigi sétank sordan mar meglatogattuk.

A fenti, elakadasig tarté eljarast nevezziik mohd tt-névelésnek.

Sajnos elképzelhetd, hogy a leghosszabbnal jéval révidebb tithoz
jutunk.
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Elakadas

Tegylik fel, hogy az a csticsbdl mohé Gt-novelést inditunk és egy z
csucsban elakadunk miutdn a P utat felépitettiik, azaz z Osszes
szomszédja (legyen d a szdmuk) a P dtra esik.

z szomszédja kozll egy, z— az uton kozvetleniil el6tte 1évd cstics.
A d — 1 tobbi szomszéd az it mentén nem szomszédos z-vel.

f

Legyen n egy ilyen szomszéd.
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Alternativak

Ekkor grafunkban P-t nem tudtuk meghosszabbitani, de
észrevehetiink egy P-vel azonos hosszu alternativat P-hez:

Menjink el P-t kovetve n-ig, itt egybdl z-be [épjlink, majd P-n
visszafele haladva jarjuk be a P- kihagyott cslicsokat.

Legyen P, az igy kapott alternativ ut. Megjegyezziik, hogy a z~
szomszéd esetén is megtehetjiik a fentieket, de ekkor P-hez jutunk
vissza.
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Csavart utak

Definicié

Az igy kapott d alternativat (most magét P-t is ide soroljuk) P
csavart valtozatainak nevezzuk.

sty
Pf P=P., e

Egy kiindulé P (t, amely utolsé csticsanak négy szomszédja van P-n. P
négy csavart vdtozata.
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Csavart utak tulajdonsdgai

A csavart utak tulajdonsdgait Gsszefoglaljuk:

(a) Kiindulé csticsuk azonos P kiindulé csticséval.
(b) Utolsé cstcsuk mind kiilonbozd (d darab) cstics.
(

c) Ugyanazokat a csticsokat jarjak be, specidlisan ugyanolyan
hossziak.
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Miért jé csvarni?

Szdmunkra a (b) tulajdonsédg kiilondsen fontos.

Az utolsé csticsban prébaljuk meg folytatni az utunk novelését.
Kezdetben az utolsd, z cslics sikertelen volt.

A most taldlt tovabbi alternativdk mind lehetdséget kindlnak. Ha
valamelyiknek van P-n kivili szomszédja, akkor sikerrel
hosszabbithatjuk meg utunkat.

Ha P-rdl attériink egy alternativara, akkor P csavardsat végezziik.
Ha ez a csavart Gt meghosszabbitjuk (mert megtehetjiik), akkor
csavarasos Utnovelésrol beszélink.

A csavarasnal a mohdsag feladasardl van szé: P-n elhaladunk az n
csucsig. Itt korabbi dontésiink az volt, hogy az Gton
tovabbléptiink. Most ezt ,, fellilbirdljuk”. z-be Iéplink és P eddig
be nem jart csticsait forditott sorrendben ldtogatjuk. Eszrevettiik,

hogy ezzel , jobban jarunk”.
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Csavarasos tétel

Bizonyos feltételek mellett a csavardsos Utnovelés esetén garantalt
a siker.

Tegyiik fel, hogy egy G egyszerli grafban minden csiics legalabb a
csticsok felével szomszédos. Legyen P egy (t, amely nem
Hamilton-at. Ekkor P garantdltan novelheté csavardasos médon.

Hajnal Péter Hamilton-korok, SzTE, 2021



Bizonyitas

Legyen x egy cstics, amely nincs rajta az utunkon (mivel nem
Hamilton-it ez biztos |étezik).

Legyen z az Gt utolsé csticsa. Ha utunk mohé médon novelhetd,
akkor készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy nem igy van.

Ekkor a z cstics minden szomszédja (d(z) darab, hiszen G
egyszer(i) egy-egy csavarasit adja. Legyen Z azon pontok
halmaza, ahova a csavart utak elvezetnek.

Legyen N az x (nem az (tra es cstics) szomszédjai.

Feltételeink alapjan |Z|,|N| > |V|/2. Tovébba x ¢ Z, N. Ez
garantalja, hogy N és Z nem lehet diszjunkt. Kell egy kozos
cstcsuknak lenni: k.

Ekkor az utunk csavarhaté lgy, hogy k-ba vezessen (k € Z) és
innen x-be folytathaté lesz (k € N). Allitdsunkat igazoltuk.
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Tétel

A fenti otlet Hamilton-it esetén is mond valamit:

Tegylik fel, hogy egy G egyszerii grafban minden csiics legalabb a
csucsok felével szomszédos. Legyen P egy Hamilton-it G-ben.
Ekkor P garantdltan csavarhaté gy, hogy két végpontja
osszekotott legyen.
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Bizonyitas

Legyen P egy az Hamilton-t.

Ekkor a z cstics minden szomszédja (d(z) darab szomszéd,
sziikségszerlien P-n) egy-egy csavardsat adja. Legyen Z azon
pontok halmaza, ahova a csavart utak elvezetnek.

Legyen N az a cslics szomszédjai.

Feltételeink alapjan |Z|,|N| > |V/|/2. Tovabbd a ¢ Z, N (a a
csavart Hamilton-utak kezddpontja és a fokszamra tett feltétel
miatt legaldbb két pontunk van a grafunkban). Ez garantélja, hogy
N és Z nem lehet diszjunkt. Kell egy kozos csticsuknak lenni: k.

Ekkor az utunk csavarhaté lgy, hogy k-ba vezessen (k € Z). A
csavards utan is a-bdl indul utunk. A két végpont osszekotott
(k € N). Allitdsunkat igazoltuk.
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Dirac-tétel

A két tétel egyiitt kiadja a kovetkezé nagyon fontos alaptételt.

(Dirac tétele)

Tegylik fel, hogy egy G egyszerii grafban minden csiics legaldbb a
csticsok felével szomszédos, tovabbd |V/| # 2. Ekkor G-ben van
Hamilton-kor.
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A bizonyitas

A feltételek biztositjak, hogy csavardsos tnoveléssel
Hamilton-Uthoz jussunk.

Ezutdn egy esetleges tovabbi csavarassal elérhetjiik, hogy a
Hamilton-ut kezd6 és végpontja szomszédos legyen.

Mivel |V| # 2 ezért egy Hamilton-tthoz jutunk.
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Ki is az a Dirac?

A Dirac név fizikusok szamadra ismerds lehet.
Paul Dirac Nobel-dijas fizikus.
A tétel azonban fia, Gabriel Dirac tétele.

Erdekességként megemlitjuk, hogy Gabriel Dirac magyar sziiletésii
matematikus.

Wigner Jend egyik lany testvére Wigner Margit (Manci) két
gyerekes anya, elvalt. Egyik gyerekét Gabornak hivtak. Mint elvalt
asszony ldtogatta meg testvérét (a szintén Nobel-dijat érdemld)
Wigner Jendt Princeton-ban.

Ott ismerkedett meg Paul Dirac-kal, akivel 0ssze is hdzasodtak.
Dirac természetesen Wigner Margit gyerekeit magaénak fogadta.
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Sziikséges feltétel hianya

A Dirac-tétel egy elégséges feltételt ad Hamilton-kor létezésére.
A feltétel természetesen nem sziikséges.

Az Gsszes cstcson athaladé korgrafban van Hamilton-kor (maga a
graf egy Hamilton-kor). Mégis minden csics foka csak 2.

Ha cstcshalmazunk nagy (gondoljunk 2021-re), akkor a Dirac-tétel
feltételei ,, nagyon” nem teljesiilnek.
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Eszrevétel korokre

A masik oldalrdl is adunk egy feltételt. Egy egyszerii észrevétellel
keziink:

Legyen G-ben egy Hamilton-kor. Ha k cslicsot elhagyunk a
grafunkbdl (igy a korrdl), akkor a Hamilton-kor legfeljebb k
ivre/részitra esik szét. Ezek a , maradék utak” grafunkat
legfeljebb k komponensbe soroljak.

Az allitas nyilvanvalé. Geometriai analdgja is van. Egy geometriai
koron felvett k pont pontosan k ivre osztja a kort.

Itt azért nem mondhatjuk meg a részek pontos szamat, mert ha
szomszédos cslicsok is vannak az elhagyottak kozt, akkor a koztes
,maradék” nem jelentkezik (szemben a geometriai helyzettel).
llletve a kor maradék iveirdl l1atjuk, hogy elérhetGséget biztositanak
az ivek csucsai kozott. Azonban lehetnek olyan élek amik

kiiltinbiizé ivek kozott is elérhet6séget adnak.
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Eszrevétel utakra

Megemlitjuk az észrevétel Hamilton-utakra vonatkozé valtozatat is.

Legyen G-ben egy Hamilton-tt. Ha k csticsot elhagyunk a
grafunkbdl (igy az atrdl), akkor a kor legfeljebb k + 1 ivre/részitra
esik szét. Ezek a ,, maradék utak” grafunkat legfeljebb k + 1
komponensbe soroljak.
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Osszefoglalas

Az elsb észrevétel Gsszefoglalasa:

Hamilton-kor létezésének sziikséges feltétele,
hogy tetszOleges k természetes szamra és tetszOleges k csticsra

elhagyasukkal legfeljebb k komponensre essen szét a grafunk.

A masodik észrevétel osszefoglaldsa:

Hamilton-(t létezésének sziikséges feltétele,
hogy tetszbleges k természetes szamra és tetszoleges k cslicsra

elhagydsukkal legfeljebb k + 1 komponensre essen szét a grafunk.
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1. feladat

Egy sakktdbla két szemkoztes sarokmezéjét vegyik ki. Végig
hizhaté-e egy bastya a maradék mezok felett dgy, hogy minden
mez6 felett pontosan egyszer haladjunk el és utunk sordn a bastya
lépésnek megfeleléen mozogjunk? (A cl mezérél a c8 mezbre
lépve a teljes c oszlop mezdi felett elhdztuk bastydnkat.)

A csonkolt sakktabla 62 mezéje, az elemi bastya lépéssel (egy
mez6rdl egy kozos oldallal rendelkezé szomszédos mezére [éplink)
definidlt szomszédsaggal egy egyszerli grafot alkot. A kérdés, hogy
ebben van-e Hamilton dt.
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Megoldas

A vidlasz:

NEM: Egy indoklas lehet, hogy a 62 mez6 a két szin kozott
30 4 32 aranyban oszlik meg.

Ha elhagyjuk a kisebb szinosztalyban Iévé 30 mezot, akkor grafunk
szét esik 32 izoldlt csticsra/komponensre.

fgy grafunkban nem lehet Hamilton-at.
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2. feladat

Feladat

Egy 4 x 4 méretli sakktdbla bejarhaté-e huszarral tgy, hogy
minden mez6re pontosan egyszer léplink?

Ismét definidlhatunk egy egyszer(i grafot: Csiicsai a 16 mez6, a
szomszédsagot a huszar 1épés definidlja.

A kérdés: van-e benne Hamilton-ut.

Egy 0j kérdés: Hany komponense lesz grafunknak, ha elhagyjuk a
kozépsé 4 mezdnek megfeleld csicsot?

A kérdés megvalaszoldsat és a feladat megoldasat az érdeklddo
hallgatékra bizzuk.
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3. feladat

Feladat

(a) lgazoljuk, hogy az alabbi grafbdl tetszbleges k természetes
szamra akdrhogy hagyunk el k csticsot a maradék grafnak
legfeljebb k komponense lesz.

(b) lgazoljuk, hogy a fenti grafban nincs Hamilton-kor.
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Miért csak ennyi?

Az érdekl6do hallgaténak taldn hidnyérzete lehet ezen fejezet
elolvasdsa utdn. Az el6z6 fejezet hasonld problémaval foglalkozott.
Ott teljes volt a megoldds.

TetszOleges graf esetén hatékony eljarast kaptunk annak
eldontésére, hogy egy grafban van-e Euler-vonal.

Itt csak , részeredményeket” latunk. Az utolsé feladat
megoldasdhoz a kordbbi otletek nem alkalmazhatdk.

Ez nem véletlen. A Hamilton-kor létezésének eldontése egy mas
. kategéria” mint az Euler-vonal Iétezésének eldontése.
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N P-teljesség

A pontos fogalmak kialakitdsa messze tilmutat az eléaddssorozat
keretein.

Csak megemlitjik, hogy a Hamilton-kor létezésének tesztelése egy
dgy nevezett N'P-teljes probléma.

Ha valaki ligyesen tudja ezt kezelni, akkor egy nagyon tag, sokak
altal vizsgdlt témakor Osszes problémdjarél mond valamit (példaul
a modern titkosirasok feltorésérdl).

A tudésok mai véleménye/sejtése szerint a Hamilton-kor
létezésének hatékony eldontése elméleti nehézségekbe utkozik.

Ezeknek a nehézségeknek a tisztdzasa a modern matematika egy
kozponti kérdése.
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Koszonom a figyelmet!




