KOMBINATORIKA GYAKORLAT
osztatlan matematika tanar hallgatok szamara

A matematika kombinatorikus alapelvei

Gyakorlatvezets: Hagnal Péter 2020

1. Skatulya-elv

1. Feladat. Egy tiztagu tdarsasdg minden tagja legaldbb hét mdsikat ismer. Mutassuk
meq, hogy barmely hdarom embernek van kézos ismerdse.

2. Feladat. Egy n x n méretd (n > 2) tabldzatot ki kell toltenink a —1, 0 és 1
szamokkal. Megtehetjik-e ezt igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és a két
atloban dllo elemek dsszege kiilonbozének adodjon?

3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy eqy konvex poliédernek van két eqyenld oldalszamai
lapja.

4. Feladat. Tizenhét doboz mindegyikében piros, kék, sdrga és zold golyok van-
nak. Bizonyitsuk be, hogy taldlhato két olyan doboz, amelyekben egyiittvéve mind a
négyféle szini golyobol pdaros sok van.

5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 12 kulonbozo kétjegyil szam kozil kivalaszthato
kettd gy, hogy azok kiilonbsége azonos szdmjeqyekbdl allo kétjeqyti szam legyen.

6. Feladat. Adott tetszdleges tiz pozitiv kétjeqyi egész szam. Igazoljuk, hogy szdmainkbol
kialakithato két nemdires diszjunkt halmaz, hogy a benniik lévo szamok 6sszege ugyan-

az legyen. (Eqy egy elemii szdmhalmaz elemeinek dsszege a benne lévd egyetlen
szam. )

7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy p és q egész szimok esetén (q # 0) p/q tizedestort-
alakja periodikus.

8. Feladat. Legyen adottn darab természetes szam. Mutassuk meg, hogy kivdlaszthatunk
kozulik néhany szamot gy, hogy azok osszege n-nel oszthato legyen.

9. Feladat. Igaz-e, hogy minden k természetes szamnak létezik olyan tobbszordse,
amely a 0 és 1 szdamgjeqyekbdl all?

10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy van olyan 1989-cel oszthato szam, amelynek
utolso négy szamjegye 1990.

11. Feladat. a) Az a,b pozitiv egész szamok relativ primek. Bizonyitsuk be, hogy
alkalmas k egészre ak-t b-vel osztva 1 maradékot kapunk.

b) Bizonyitsuk be, hogy az ax+by = ¢ egyenletnek az egész szamok kérében akkor
és csak akkor van megolddsa, ha (a,b)|c.

12. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden pdratlan a szdmhoz taldlhato olyan b
szdm, hogy 2° — 1 oszthatd a-val. — Altaldnositsuk az dllitdst.
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13. Feladat. Van-e olyan n pozitiv egész szam, hogy 3"-nek a tizes szamrendszerbeli
leirasa 0001-re végzodik?

14. Feladat. Legyenek ai,as, ..., ay,,a,y1 olyan természetes szamok, amelyekre 1 <
a; < ay < ... < ap < ape1 < 2n. Bizonyitsuk be, hogy kozulik kivalaszthatunk
kettot: a;-t és a;-t gy, hogy @ # j, €s a; tobbszordse a;-nek.

15. Feladat. Legyen S az {1,2,3,...,2"n—1,2"n} halmaz tetszdleges (2™ —1)n+1
elemi részhalmaza (m és n tetszdleges pozitiv egészek). Bizonyitsuk be, hogy S
tartalmaz ay, as, ..., Qe kilonbozé szamokat gy, hogy a;la;11 teljestljon minden
1 <i<m esetén. (Azm =1 esetet az eldzd feladat targyalja.)

16. Feladat. Fibonacci-sorozatnak nevezzik az Fy = Fy = 1, F,, = F,,_1 + F,,_o re-
kurziv definicioval megadott sorozatot. Legyen m,, az F,, szam utolsé hdarom szdmjegye
dltal alkotott szam (tehdt 0 < m, < 999). Bizonyitsuk be, hogy az m,, sorozat peri-
odikus.

17. Feladat. Adott n + 1 kilonbdzd, 2n-nél kisebb pozitiv egész szam (n > 2).
Mutassuk meg, hogy taldlhato kozottuk ketto relativ prim.

18. Feladat. Adott n + 1 kilonbozd, 2n-nél kisebb pozitiv egész szam (n > 2).
Mutassuk meg, hogy taldalhato kozottik harom olyan szam, amelyek kozil az eqyik a
masik ketto osszege.

19. Feladat. Egy tanuld egy félévben (hisz héten keresztil) mindennap megoldott
legaldbb egy, de minden héten legfeljebb 13 feladatot. Bizonyitsuk be, hogy kijelolhetd
néhdny egymas utan kovetkezo nap gy, hogy ezeken pontosan 19 feladatot oldott
meg.

20. Feladat. Lev Alburt sakknagymester mindennap legaldbb eqy mérkdzést jatszik,
hogy formdban legyen, és legfeljebb tiz mérkdzést jatszik hetente, nehogy kifaradjon.
Bizonyitsuk be, hogy ha elég sokdig jdtszik, akkor lesznek olyan eqymds utan kovet-
kezo napok, amelyeken osszesen pontosan 23 mérkozést jatszik.

21. Feladat. Egy sakkjdatszma folyamdn 40-40 megtett lépés utdn mindkét jatékos
ordaja 2 ora 30 perc felhasznalt idét mutatott. Bizonyitsuk be, hogy volt a mérkdzésnek
olyan pillanata, amikor az egyik ora legalabb 1 perc 50 mdsodperccel mutatott tobbet
a mdsikndl. — Volt-e olyan pillanat, amikor legaldbb 2 perc volt ez a kulonbség?

22. Feladat. Egy nagyon hosszi, egyenes uton eqyenld szélesséqii repedések vannak.
Az eqgymds utdn kovetkezd repedések kézéppontjai kézotti tdvolsdg /2. Bizonyitsuk
be, hogy, a repedések szélességétol fiiggetlendil, eqy sétalo ember, akinek lépései 1
hossziak, elébb-utdbb valamelyik repedésre lép. (A sétdlé labnyomdt pontszerinek
képzeljiik el.)

23. Feladat. Legyen « irraciondlis szam. Bizonyitsuk be, hogy létezik végtelen sok
D, q egész szam, amelyekre

1 1
lpa —q| < =, azaz —-
p p p

a—g‘g
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24. Feladat. * Nézziik a kovetkezd, p egyenletet és q = 2p ismeretlent tartalmazo
egyenletrendszert:

1,171 + a12T2 +---+ a1,4qTq = 0

A2,1%1 + A22%2 + -+ + ag 0y =0

p1T1 + ApoTo + -+ ap Ty =0

ahol az a; j szdmok értékei a {—1,0,1} halmazbdl kerilnek ki.
Bizonyitsuk be, hogy az (1) egyenletrendszernek van olyan xi,zs,...,x, meg-
oldasa, amely a kovetkezd tulajdonsdagokkal rendelkezik:

a) z;-k egészek,
b) nem minden x; szdm 0,
c) minden x;-re |x;] < q.

25. Feladat. Egy 8 x 8-as sakktdblan 42 figura dll. Mutassuk meg, hogy van legaldbb
eqy olyan 4 X 4-es kis résztabldja, amelynek dtlés mezdin legaldbb négy figura dll. (A
4 x 4-es sakktabla atlos mezoinek azt a nyolc mezot nevezzik, amelyek a két atlojdara

illeszkednek. )

26. Feladat. a) Adott 101 darab téglalap. Mindegyik téglalap oldalai 100-ndl nem
nagyobb egészek. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthato koziluk harom olyan téglalap,
amelyek egymdsba skatulydzhatok. (Téglalapok egy halmaza egymdasba skatulydzhatd,
ha mindegyik elmozgathato a sikon ugy, hogy az igy kapott Ty, Ty T3 ,. .. téglalapokra
(ponthalmazokra) teljesiiljon, hogy Ty CTo C T3 C ...)

b) Adott 1989 darab téglalap. Mindegyik téglalap oldalai 100-ndl nem nagyobb
egészek. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthato koziluk 40 darab olyan téglalap, amelyek
eqgymdsba skatulydzhatok.

27. Feladat. Egy egységnyi oldalhosszisdgiu négyzetbe elhelyeztink ot pontot. Bi-
zonyitsuk be, hogy kozilik kivdlaszthatd kettd dgy, hogy tdvolsdguk legfeljebb v/2/2
legyen.

28. Feladat. Egységnyi oldalhosszi négyzetben kijeloltunk 51 pontot. Mutassuk meg,
hogy elhelyezhetd a négyzetbe eqy 1/7 sugari kérlap gy, hogy legaldbb hdarom pontot
eltakarjon.

29. Feladat. Egy egységnyi négyzetben kijeloltink 99 pontot. Bizonyitsuk be, hogy
taldalhato olyan 1/9 sugard kor, amely legaldbb hdarom pontot tartalmaz.

30. Feladat. Egy 1 km oldalhosszisdgu, négyzet alaki erdében 4500 darab 0,5 m
atméroyi fa van. Kijelolhetink-e valahol az erdoben egy 10 m x 20 m-es téglalap
alaki jdtszoteret gy, hogy ebben ne legyen fa?

31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy 3 X 4 nagysdgu téglalapban lévd hat pont kéziil
mindig kivdlaszthatunk két olyan pontot, amelyek tdvolsdga legfeljebb /5.
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32. Feladat. o) Adott a sikon 6t rdcspont. Bizonyitsuk be, hogy van kézottik két
olyan pont, amelyek dltal meghatdrozott szakasz felezépontja is rdacspont.

b) Sikbeli koordindata-rendszerben adott kilenc pont gy, hogy koordindtdik egész
szamok. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthato koziluk harom gy, hogy az dltaluk meg-
hatdrozott haromszog sulypontjanak koordindtadi is egész szamok.

33. Feladat. Egy 1990 sugari kor kozéppontja az origo. A kor belsejében adott
555 egész koordindtdji pont dgy, hogy semelyik hdirom sem esik eqy egyenesre. Bi-
zonyitsuk be, hogy az adott pontok meghatdroznak két olyan hdromszoget, amelyek
tertlete azonos.

34. Feladat. Egy 16 egység sugari korbe 650 pontot rajzoltunk. Bizonyitsuk be,
hogy taldlhato 2 és 3 eqyséqg sugari koncentrikus kordkkel rajzolt kérgytird ugy, hogy
az legalabb tiz pontot lefedjen.

35. Feladat. Egy egységnyi oldali négyzetbe néhany kort rajzolunk. Bizonyitsuk be,
ha a korok keriletének osszege legalabb 10, akkor van olyan egyenes, amely legaldbb
négy kort metsz.

36. Feladat. Egy korben k darab w/(k*—k+1)-nél kisebb sz0gii korcikket tetszélegesen
jelolink ki (k > 1). Bizonyitsuk be, hogy a kézéppont kéril a k darab kércikk el-
forgathaté (mindegyik ugyanazzal a szoggel) gy, hogy az elforgatott kércikkek mind-
eqyikének belseje diszjunkt legyen az eredeti helyzeti korcikk belsejétol.

37. Feladat. Egy egységnégyzetben adott eqy legalabb 1000 hosszusdgi, onmagdt
nem metszo torottvonal. Bizonyitsuk be, hogy van olyan egyenes, amely legaldbb 500
pontban metszi a vonalat.

38. Feladat. Eqgy gombfeliilet 12 %-dt befestjiik pirosra. Bizonyitsuk be, hogy taldlhatd
olyan téglatest, amelynek minden csucsa a gombfelilet eqy be nem festett pontja.

2. Kettos osszeszamlalas

39. Feladat. Adott n pont a sikon gy, hogy semelyik hdrom sincs eqy egyenesen.
lgazoljuk, hogy azon eqység terileti hdromszogek szdma amelyek csucsai pontjaink
kozil kerilnek ki legfeljebb 2(n* — n).

40. Feladat. Egy iskoldba 2007 ldny és 2007 fiu jar. Mindegyik didk legfeljebb 100
iskolai klubnak tagja. Tudjuk, hogy az iskola tetszdleges fini és ldny didkja legaldbb
eqy k6zos klubba jar. Igazoljuk, hogy van olyan klub, amelynek legalabb 11 fii és
legalabb 11 ldny tagja van.

41. Feladat. Legyen x1,%s,..., %y €S Y1, Y2, ..., Yn valds szdmok. Legyen A = (a; ;)
(ahol 1 < 1,5 <n) egy n X n mdtriz, amelynek elemei

- 1, haxi—i-ijO
10, hax+y; <.

Legyen B eqy n X n matriz, amelynek elemei 0 vagy 1 , ugy, hogy B minden soranak
és minden oszlopdnak elemeinek dsszege megegyezik a mdtrix A megfeleld 6sszegével.
Mutassa meg, hogy A = B.
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42. Feladat. Egy iskoldban n tanulé van, és minden tanuld tetszdleges szdamai
orat vehet fel. Minden osztdalyban legaldbb két didk van. Tudjuk, hogy ha két
ktilonbozo osztalyban legalabb két kozos didk van, akkor a két osztdly didkjainak szama
kiilonbéz6. Bizonyitsuk be, hogy az osztdlyok szdma nem nagyobb, mint (n — 1)2.

43. Feladat. Egy egyetemen 10001 hallgato tanul. Néhdny hallgato dsszefog, és
tobb klubot alapit (egy hallgats tébb klubhoz is tartozhat). Néhany klub dsszefog, és
tobb tdrsasdgot alapit (egy klub tobb tdrsasdaghoz is tartozhat). Osszesen k tdrsasdg
van. Teqyik fel, hogy a kovetkezd feltételek teljestilnek:

(a) Minden hallgatopdr pontosan eqy klubhoz tartozik.

(b) Minden hallgatd és minden tdrsasdg esetében a hallgaté pontosan egy klubban
van a tarsasagban.

(c) Minden klubban pdratlan szami hallgaté van. Ezenkivil egy 2m+1 hallgatéval
rendelkezd klub (m pozitiv egész szam) pontosan m tdrsasdgban van.

Hatdrozzuk meq a lehetséges k értékek halmazadt.

44. Feladat. Egy versenyen m versenyzé és n biré van, ahol n > 3 pdratlan egész
szam. Minden biro minden versenyzot ,megfelelt” vagy ,nem megfelelt” mindsitéssel
értékel. Tegyiik fel, hogy k olyan szam, hogy bdrmely két biro értékelése legfeljebb k
versenyzo esetében egyezik meg. Bizonyitsuk be, hogy

k _n—1

- > )
m 2m

45. Feladat. Egy n x n tdbldazatban a {1,2,...,n} szamok mindegyike pontosan n
alkalommal jelenik meg. Mutassa meg, hogy van olyan sor vagy oszlop a tdabldzatban,
amelyben legaldbb \/n kilonbézd szdm taldlhato.

46. Feladat. Vegyiink egy n cstcsi egqyszeri grdafot, amelyben nincs 4-es hosszisagu
kor. Mutassa meg, hogy az élek szima legfeljebb Tn(1 + /4n — 3).

47. Feladat. Egy n fos csoportban néhdny pdr tagjai bardtok, a tobbi pdr tagjai
pedig ellenségek. Osszesen k bardti pdr van, és adott, hogy hdrom ember nem lehet
eqymds bardtja. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan személy, akinek az ellenségei
kozott legfeljebb k ( — i—’;) bardti par van.

48. Feladat. Legyen n és k pozitiv egész szdmok, és leqgyen S eqy m pontbol dllo
halmaz a sikon, oly modon, hogy S hdrom pontja sem egyenesbe esik, és S barmely P
pontjara legaldbb k S pont esik, amelyek egyenld tdvolsdgra vannak P-tdl. Bizonyitsuk

be, hogy k < % + v 2n.
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