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Bevezeto példa

Hény olyan sorbaillitdsa van a {a, b, ¢, d, e} halmaznak, amelyben
a és b nem kerll egymas mellé?

e Az 0sszes sorbaillitds halmaza legyen S, az Gsszes sorbadllitds
szama b! = 120.

e Ezek kozott vannak olyanok, amelyben a és b nem kerul egymds
mellé (ezeket kell megszamolnunk, ezeket jéknak nevezziik,
halmazukat J-vel jeldljik) és vannak olyanok, amelyben a és b
egymas mellé keriil (ezeket nem kell megszdmolnunk, ezeket
rosszaknak nevezziik, halmazukat R-rel jeldljik).

e Nyilvdn J és R diszjunktak, egyiitt kiadjak S mind a 120 elemét.
Azaz
J=S\R
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Bevezeté példa (folytatas)

I =[S\ Rl =[S = [R] = 120 — [R|.

o J elemszama helyett R elemszamanak meghatarozasa is
megoldja a problémdt. Ez konnyebb feladat: a és b kétféleképpen
keriilhet egymdasmellé: a-t koveti b (ezek a sorrendek alkossdk az
Ri halmazt), vagy b-t koveti a (ezek a sorrendek alkossék az R,
halmazt).

e R elemszama 4! = 24, hiszen ab, c, d és e betlisorokat kell
sorbarakni. Hasonldéan |Ry| = 24. Ry és R, diszjunktak, igy az
Osszeaddsi alapelv alapjan |R| = |Ry| + |R2| = 24 + 24 = 48.

o Tehdt |J| = 120 — 48 = 72.
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Masodik feladat

Hény olyan sorbaillitdsa van a {a, b, ¢, d, e} halmaznak, amelyben
sem a és b, sem b és ¢ nem keriill egymas mellé?

e Legyen R,p, Rpe azon sorbadllitdsok halmaza, amelyekben a és b,
illetve b és c egymas mellé keriil. Tudjuk, hogy |R,p| = 48 és
hasonléan |Rpc| = 48.

e Most azonban R, és Rp. nem diszjunkt. Ez probléma.

e 120 — 48 — 48 kiszdmitasanal az osszes sorbaallitds szamabdl a
dabce sorbaillitas ,, 1 hozzdjaruldsat” kétszer is levontuk (mind
R.p, mind Rpc-hez is hozzatartozik). Korrigdlnunk kell.

o A metszet elemeinek szamat hozza kell adnunk a korabbi
szdmhoz, hogy ereddében ,, csak kiessen” ezen sorbaillitasok
hozzajarulasa.
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Masodik feladat (folytatas)

e Az R,, N Rpc elemei pontosan azok a sorbaillitasok, ahol az a, b
és ¢ betlik egy abc vagy egy cba blokkot alkotnak. lgy szamuk
31431 =12.

e A vdlasz 120 — 48 — 48 + 12 = 36.

S —(AUB)| = [S| - (Al +B]) + |AN B
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Tovabbi feladat

Egy osztaly 30 tanuldja koziil 12 szereti a matematikat, 14 a
fizikat és 13 a kémiat. Ot tanulé a matematikdt és a fizikat is, hét
a fizikat és a kémiat is, négy pedig a matematikat és a kémiat is
szereti. Harman vannak, akik mindhdrom targyat szeretik. Hanyan
nem szeretik egyiket sem a harom targy kozul?

e A feladat egy konnyl gyakorlé feladat.

e Ennek ellenére két megoldasat is vazoljuk.

Hajnal Péter Szitaformula, SzTE, 2021




|. megoldds formalisan

e Adott tobb halmaz: S, az osztdly tanuldinak halmaza; M, F és K
a matematikat, a fizikat, illetve a kémiat szeretd tanuldk halmaza.

e A feladat |S\ (MU F UK)

e MNF é MNFNK elemszdma ismert. Ebbdl
(MNF)\(MNFNK)=MnFNK elemszdma kiszdmolhaté. (K
a K halmaz S halmazra vett komplementerét jeloli, azaz
K=S\K)

e Hasonléan kapjuk MNFNK é MNFNK elemszadmait.

értékét kérdezi.

e Az eljarasunkat folytatva kiszamolhatiuk MNFNK, MNFNK
és MNF N K elemszadmait.

o Végiil ezekbdl adédik a kérdezett szam, M N F N K elemszdma.
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|. megoldds rajzon

e Valéjaban az osztélyt és harom részhalmazat tartalmazé
Venn-diagram Osszes ,, tartomdanyara” meghataroztuk az
elemszamat.

e A meghatarozids egy alkalmas sorrendben végzett felgongyolitési
eljdras. A kérdésre adott szdm az utolsé érték lesz (az Osszes
kordbban kiszdmolt/nem is kérdezett értékre tdmaszkodva).
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Il. megoldas

o Az el6z0 médszer jeloléseit megtartjuk. Most a kovetkezOképpen
okoskodunk:

e Kiszamithatjuk |S| — (|M| + |F| + |K]|) értékét. Azonban ezzel
aldbecsiiltik a kivant szamot.

e Tobbet vontunk ki |S]-bél, mint kellene. Ez abbdl eredt, hogy
bizonyos gyerekeket, példaul F N K elemeit, kétszer is kivontuk
ahelyett, hogy csak egyszer vontuk volna ki Oket.

e Ezt a hibat korrigdlhatjuk
IS| = (IM|+ |F|+ |K]) + (IMOF|+ MO K|+ |FNK]J)

kiszamolasaval.
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Il. megoldas (folytatds)

e Azonban még most sem a helyes értéket kaptuk. MNFN K
elemeit el6szor haromszor vontuk ki, most azonban haromszor
vissza is raktuk.

e Az ennek megfelelé médositas utdn mar a kivant szamot kapjuk:
IS\ (MUFUK)| = [S|=(IM|+ |F| + |K])
+(MNF|l+ IMNK|+ |FNK]|
—IMNFNK]|.

o A feladatban megadott adatok alapjan ez egyszerlien
kiszamithato.

e A masodik gondolatmenet tobb azzal, hogy meg is adja azokat
az egyutthatdkat, amikkel , 6ssze kell rakni” a megadott szamokat.
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Az altalanos szitaformula

A madsodik gondolatmenetet altaldnositjuk.

Szitaformula

IS\(ALUA2U - UA)| = |S| = (|A1] + [A2] + -+ - + [An])+
+(|[AL N A2 + AL NA3| + -+ |[Apm1 NA) — ...+
+(=1D(JAiNAN...NA|+|AN...NA_1NAL1|+ -+

|An—it1 N ... NA)+
+...+(-1)"AIN AN ... NA.
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Az altaldnos szitaformula: A bizonyitds: Jelolések

e Erdemes bevezetni néhany jeldlést:

AL Ao, ... A, CS,
A = ﬂ,-E/A,-,ahol 1] 75 | C {1,2,...,n}és A@ = 5,

oi= Y |Al(oo=1SI),

I||=i
azaz o; az i tagl metszetek elemszaaminak Osszege.
e Ezen jeloléseket az egész fejezet soran haszndljuk.

o A jelolésekkel a szita formula:
|5\(A1UA2U~-UA,7)| :UO—O’1—|—0’2—O’3+"‘—|—(—1)n0n.
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Az altaldnos szitaformula: A bizonyitas

e Az egyenl6ség bal oldalan 1évé kifejezés egy halmaz elemszama.
Azt mondhatjuk, hogy az S\ (A1 U---UA,) elemeinek 1 a
hozzajaruldsa ehhez a szdmhoz, mig A U--- U A, elemeinek 0.

e A jobb oldal értékét is értelmezhetjiik Ggy, mint egy szamot,
amely S elemeinek hozzdjarulasabdl adédik.

e Azt fogjuk beldtni, hogy S minden elemének a jobb és a bal
oldalhoz valé hozzajaruldsa ugyanaz.

e Az j = i(s) paraméter jeldlje azt, hogy s pontosan hany A;
halmazban van benne. (i lehetséges értékei: 0,1,2...,n).

e Ekkor az s € S elem hozzajaruldsa a szita formula jobb oldali
szdmahoz.

Fo 1= (3) e () - {3 120
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Elcserélt levelek problémaja

e Adott n megirt levél és a hozzdjuk tartozé megcimzett boritékok.
Hanyféleképpen helyezhetdk el a levelek Ggy, hogy egyik levél se
keriiljon a sajat boritékaba?

e A problémat Euler és N. Bernoulli nevézhez kotik.
e Szita formula nélkil a kérdés fogds és komoly Otleteket kivan.

e Szita formuldval azonban kénnyen megoldhaté.

Hajnal Péter Szitaformula, SzTE, 2021



Elcserélt levelek problémaja: Permutdcidk nyelve

e Rakjuk sorba a leveleket és a hozzatartozd boritékokat. Azaz az
i-edik levél boritékja is legyen az i-edik poziciéban.

e A levelek elhelyezésnél az i-edik levélnek valasztunk egy
boritékot, mondjuk a j-ediket. Az elhelyezést egy
{1,2,...,n} = {1,2,..., n} parbadllité leképezés/bijekcié irja le.

e Azaz egy elhelyezés a {1,2,...,n} halmaz egy m permutdcidja.

e Az j-edik levél a sajat boritékaba keriil ha (i) = i. Ekkor azt
mondjuk, hogy i a m permutdcié fixpontja.

e A kérdés: Hany fixpontmentes permutacidja van az {1,2,...,n}
halmaznak?
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Elcserélt levelek problémaja: A tétel

Egy n elemi halmaz fixpont nélkili permutacidinak szama

nl nl n!
| — nl = _1\yn = —
n! n.+2! 3!+...+( 1) =

11 o1

n! g(_l)f}! - {'ﬂ |
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Elcserélt levelek problémaja: A megoldas

e legyen S=5,, é A ={neS,: n(i)=i}.
o Ekkor

A ={m € S,:7(i) =i minden i € | esetén}.
Ez alapjan |A;| = (n—|/])".

o lgy oj = (7)(n—i)l=nl/il.
o A keresett szam |S \ U"_, A;|. Ez a szita formula alapjan

felirhaté. A felirds mindegyik tagjat meghataroztuk. A kapott
formula a bizonyitanddt egyenlségsorozat kezdetét adja.

o Az utolsé egyenloség beldtdsdhoz némi analizisbeli ismeretek és
otletek szukségesek. Ennek igazoldsat az érdeklodd hallgatdkra
bizom.
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Leképezések osszeszamlalasa

o Legyen N egy n elemi halmaz, K egy k elemi halmaz. Hany

N — K fuggvény létezik? Az alapelvek ismerete alapjan konnyi a
vdlasz: Figgvényértéket kell rendelniink az értelmezési tartomany
n eleméhez egymastdl fliggetlenil. Mindegyik értékadas egy
dontés, amelynek k kimenetel lehet. A teljes fiiggvény kialakitdsara
k-...- k= k" lehetéség van.

e Ezek kozil hany injektiv van? Ismét ismert a valasz:
k(k—1)(k—2)...(k—n+1).

o A bijektivek fliggvények Osszeszamlaldsa a fentiekbdl
automatikusan adédik: Csak k = n esetén lehetséges bijektiv
fuggvény, ekkor viszont az oOsszes injektiv fliggvény bijektiv is lesz.

Azaz a vilasz
{0, ha n # k,

n!, han=k.
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Szirjektiv leképezések szama

e Egy alapkérdés még maradt: Hany sziirjektiv N — K fliggvény
van?

o A kérdés joval nehezebb a fentieknél. A szita formula
ismeretében azonban konnyen megoldhaté.

Jeldljiik sziirj(n, k)-val sziirjektiv N — K fliggvények szamat, ahol
IN| = n, |K| = k.
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Sziirjektiv leképezések szama: A megoldas

o Legyen N és K egy n, illetve k elemii halmaz.

o legyen S={f | N— K}, és A ={feS:t&f(N)} (t €K),
azaz Ay tartalmazza azokat a fiiggvényeket, amelyek nem veszik fel
a t értéket.

e Ekkor
sziirj(n, k) = |5\ Urex Ae|-
e Legyen L C K. Ekkor | Nper Ae| = (k — |L|)".
e Ezek utdn a szita formula alkalmazhatd, és kapjuk, hogy

k k

sziirj(n, k) = Y (1)’ <’:> (k—i)" =) (~1)*" <ll(> in.

i=0 i=0
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Koszonom a figyelmet! |




