KOMBINATORIKA GYAKORLAT

osztatlan matematika tanar hallgatok szamara

Sorbaallitasok, atrendezések

Gyakorlatvezetd: Hajnal Péter 2023, 7-8. hét

1. Feladat. Egy 150 c¢m hosszusdgi mérdszalagot az egész beosztdsokndl 1 cm
hosszisdgu darabokra vagunk szét gy, hogy minden lépésben eqy tetszdleges olyan
helyen vdgjuk el a mérdszalagot, ahol eddig még nem tettiik.

a) Legfeljebb,
b) legaldbb
hdny lépésben végezhetd el a feldarabolds?
c) Hanyféleképpen végezhetd el ez a vdgdsi mdodszer?

Vilaszoljuk meg az a) és b) kérdéseket abban az esetben is, ha egy lépésben tet-
szdleges szdmi (de legaldbb egy) részt vehetiink kézbe és azokat egy vdgdssal tovdbb
oszthatjuk.

2. Feladat. Hanyféleképpen lehet n embert sorba dllitani?

3. Feladat. Egy osztdlyteremben n? szék van eqy négyzetes elrendezésben: n sorban,
mindegyik sorban n darab. Hdnyféleképpen iiltethetiink le n® ember?

4. Feladat. Egy n x n méreti tabldra szeretnénk n darab bdstydt letenni ugy, hogy
ne tssék egymdst (ne legyen kettd, amelyek egy sorba, vagy egqy oszlopba esnek).
Hdanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

5. Feladat. Egy teremben n gyerek sorba dllt. Belép egy n + 1-edik és ,beszirja”
magdt a sorba (egymds kiozt a tobbiek megtartjdk eredeti viszonyukat, de beengedik a
késdt). Hanyféle lehetdség van a késve érkezett szamdra?

6. Feladat. Hanyféleképpen dllithatjuk sorba {1,2,... 6} elemeit ugy, hogy ne az
1 szammal kezdjiik a sort?

7. Feladat. Hdny tizjegyii természetes szam van? FEzek kozil hdny tartalmazza
mind a tiz szamjeqyet?

8. Feladat. Hdany olyan sorbadllitisa van az {1,2,...,n} halmaznak, hogy az elsé
helyen dllo szam kivételével minden mdsik i szamra igaz, hogy t — 1 vagy i + 1 az 1
eldtt all?

9. Feladat. Hanyféleképpen dllhat be n vdsdrlé egy bolt k pénztirdhoz fizetni? (A
vdsdrlokat és a pénztdrakat is megkilonboztetjiik. )
Mi a helyzet ha tires pénztdar estén senki sem dll be olyan helyre, ahol mdr vannak?

* * *
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10. Feladat. Hdny szdmjeqytd 100!? 2 mekkora kitevével szerepel 100!-ban? Tetszd-
Leges p primszamra p mekkora kitevével szerepel 100!-ban?

11. Feladat. Legyen n eqy pdros szam. Igazoljuk, hogy
a) n! >2n1
n\n/2
c) n! <n" 1
ntln

12. Feladat. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsdgokat (k,m,n természetes szd-
mok):

a) (n)"*1|(n)!,
b) (kD)= (RDY,

c) mln!(m + n)!|(2m)!(2n)!.

* * *

13. Feladat. Hdnyféleképpen lehet a MISSISSIPPI sz6 betiit leirni? Ezek kozil
hdny olyan van, hogy a négy S betd ne keriljon egymds mellé?

14. Feladat. Egy doboz hdrom kék, hdrom piros és négy barna zoknit tartalmaz.
Nyolc zoknit hizunk ki eqyenként. FEzt hanyféleképpen tehetjik meg, ha az azonos
szintd zoknikat nem tudjuk megkiilonboztetni?

15. Feladat. Hanyféleképpen lehet hdrom piros, hdarom fehér és hdarom zold golyot
eqgymds mellé rakni gy, hogy bdrmelyik két eqymds mellé kerild golyo kiilonbozd
szind legyen? (Az ugyanolyan szind golydkat nem lehet eqymdstol megkilonboztetni.)

16. Feladat. Egy kertész hdarom juhar-, négy tolgy- és ot nyirfdt dltetett eqy sorba
véletlen sorrendben, mindegyik fdt egyenld valdsziniséggel vdlasztva. Legyen ™ annak
a valdszintsége, hogy nem keriil két nyirfa egymds mellé ("> nem egyszerisithetd).
Mennyi m +n?

17. Feladat. Eqy M multihalmazban n darab kiilonbozd elem van. Az egyes ele-
mek multiplicitisa ky, ko, ... ky, (azaz M szamossdga ky + ke + ... + k). Hdny
sorbadllitasa van M-nek?

18. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

n!
n __ ay a2 ag
(1 + ... +x)" = E ———— 2wt
ai:...ak-
ai,a2,...,an >0
ai+az+...+ap=n
* * *
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19. Feladat. Hanyféleképpen filhet le eqy kor alaki asztalhoz hét ember? Két tilés-
maodot nem tekintink kilonbozének, ha mindenkinek ugyanaz a bal szomszédja €s
mindenkinek ugyanaz a jobb szomszédja a két esetben.

Mi a vdlasz, ha két tlésmodot nem tekintink kilonbozdonek, ha mindenkinek
ugyanaz a két szomszédja.

20. Feladat. Hdnyféleképpen lehet n embert korbedllitani? (Két korbedllitds azonos,
ha bdrkit is vdlasztunk ki az n ember kozil, a két korbedllitasndl a bal (illetve a jobb)
oldali szomszédja ugyanaz lesz.)

21. Feladat. n dvodds az udvaron jdtszik. Csoportokba oszlanak és minden cso-
port korjatékot kezd el jatszani (eqy, két gyerek is alkothat kilon kort). Két korbe
dallitast akkor tekintink azonosnak, ha a két esetben mindegyikiiknek ugyanaz a bal
szomszédja. Hdnyféleképpen jdatszhatnak?

22. Feladat. A fenti feladatbol n gyerekek korokben jdatszik. Eqy wjabb gyerek jon az
udvarba és csatlakozik a jatékhoz. Hany lehetdsége van erre? A kordbbi viszonyokat
nem vdltoztatja meg, de ha kivdlaszt eqy kort és benne eqy helyet, akkor oda beengedik.

23. Feladat. Véletleniil vdlasztunk eqy permutdciot S,-bdl. Mi annak a valdszind-
sége, hogy az 1 elemet tartalmazo ciklus hossza k?

24. Feladat. Véletleniil vdlasztunk egy permutdciot S,-bél. Mi annak a valdszini-
sége, hogy az 1 és 2 elemek ugyanabban a ciklusban lesznek?

25. Feladat. Hdny olyan permutdcidja van [n]-nek, amelyben minden ciklus hossza
27

26. Feladat. Hdny olyan permutdcidja van [n]-nek, amelyben minden ciklus hossza
pdros?

27. Feladat. * Mennyi a ciklusok szima S,, permutdcidiban dsszesen?

28. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 2, akkor S,, -ben ugyanannyi pdros sok ciklust
tartalmazo permu- tdcio van, mint pdratlan sok ciklust tartalmazo!

29. Feladat. Legyen p,(k) egy n elemd halmaz azon permutdcidinak a szima,
amelynek k fizpontja van.

a) Bizonyitsuk be, hogy > ;_, kpn(k) = nl,
b) Bizonyitsuk be, hogy >, _(k — 1)*p,(k) = nl.
30. Feladat. Legyen p primszdm.

a) Egy szabdlyos p-szog csucsai kozott eqy kérutat tervezink gy, hogy minden
csucson pontosan egyszer menjink keresztil. Ezt hanyféleképpen tehetjik meg,
ha az elforgatdssal eqgymdsba vihetd kérutakat nem kilonboztetyik meg?

b) Bizonyitsuk be, hogy p|(p — 1)! + 1 (Ezt nevezzik Wilson tételének).
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31. Feladat. Legyen ¥ = {1,2,...,n — 1,n}. Egy U = (uy,us,...,u;) sorozatot
univerzdlis sorozatnak neveziink, ha u; € X2, és 3 elemeinek tetszdleges permutdciojdt
megkaphatjuk U-bol | — n elemének kihizdsdval. Adott n esetén azt a minimdlis [-
et keressiik, amelyre létezik ¢ hosszu univerzdlis sorozat. Jeloljik ((n)-nel ezt a
minimdlis szamot. Adjunk becsléseket az £(n) filigguényre.

32. Feladat. Egy kelet—nyugati irdnyi it eqy kanyargds folyon tébbszor dthalad.
A folyo délnyugaton ered, és végil (némi kanyargds utdn) keletre tart. Az tton
lévd hidakat eqy nyugatrol keletre tarto utazds alatt megszamozzuk 1-tol n-ig, az
dthaladds szerinti sorrend alapjan. Ezek utdn a folyon az eredetétdl végigutazunk,
és feljeqyezzik a hidak szamdt a taldlkozds szerinti sorrend alapjdn. Igy az n szdm
eqy sorbadllitdasdat kapjuk. Bizonyitsuk be, hogy ebben a sorbadllitisban a pdratlan
helyeken pdratlan szamok dlinak.
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