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Az alapkérdés

Alapkérdés
Egy n elem( halmaznak hany k elemii részhalmaza van?

o Kozépiskolds nyelvezettel: Adott n kilonbozé targy, amelybdl
egy k targyat tartalmazdé csomagot allitunk ossze. Hanyféleképpen
tehetjiik ezt meg?

e A csomag szdhasznilat szerepe az, hogy megprobaljuk leirni hogy
a kivélasztas sorrendje lényegtelen. Az absztrakt nyelvezet ezt a
fontos feltételt magdban foglalja ({a, b, c} = {a, ¢, b} = {c, b, a}).

Egy H halmaz k elemii részhalmazait 6sszegy(ijté halmazt (;)-val
jeloljik. Azaz

(’Z):{RcH;my:k}.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy technikai nehézség

e Mint az osszes részhalmaz megszdmoldsanal most is meg kell
gy6zodniink, hogy kérdésiink korrekt-e, azaz egy halmaz adott
méretli részhalmazainak szama , csupdn” elemszdmoktdl fiigg-e.

o Két A és B azonos elemszdmi halmaz elemei kozott létesitsiink
egy ¢ : A — B parbaallité leképezést. Mint lattuk ez a leképezés
természetes médon hozzarendel minden A-beli részhalmazhoz egy
B-beli részhalmazt mint part.

o Azt kell észrevenniink, hogy minden részhalmaz azonos
elemszamui parjaval. Igy a fenti leképezést megszoritva A adott (k)
elemii részhalmazaira egy parbaallité leképezést kapunk A k elemd
részhalmazai és B k elemi részhalmazai kozott.

Definicié

Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazainak szdmat (})-val
jeldljiik.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021



k elem(i részhalmazok szdma Polinomok Binomidlis tétel A Pascal-hdromszog A Pascal-hdrmszog szdmainak paritdsa

Példak

e Megjegyezziik, hogy (}) szdmok minden n, k természetes szémra
értelmezettek.

(3) = 10. Legyen H = {a, b,c,d, e}. Ekkor
(’;)” =" {ab7 ac, ad7 ae, bC, bd: be, Cd7 @z, de}

Példa

(3835) = 0, hiszen egy 2021 elemii halmaznak nincs 2022 elemii

részhalmaza.

| A

A

° (Z) pontosan akkor nem-nulla/pozitiv, ha 0 < k < n.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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... és most valami egészen mas ...

Completely:Diiferent: -

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok

Példak polinomokra

x2+x-1, x3—2x?43x -7, x2920 _2019x2 +1024x — 13.

e A fenti alakd kifejezések (szamok és egy betli , keveréke")
megszokottak matematikai tanulmanyaink sordn (betiiszamtan).
Ezeket polinomoknak nevezziik.

o A sz6 gorog eredetll, eredeti jelentése , tobb tag”. A polinom a
matematikdban szakkifejezéssé valt, magyarul tobbtagi
kifejezésnek nevezziik.

e A polinomokkal kapcsolatos alapismereteket az alabbiakban
osszefoglaljuk és pontositjuk.

e A, tobbtagi” jelentése: egy polinom egyszeriibb elemekbél/
tagokbdl van osszerakva. Ezek az egyszeriibb alkoté elemek az
Ugynevezett egytagtiak, idegen széval monomok. A polinomokban
ilyen monomokat kotiink ossze ,,+" jelek segitségével.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Monomok

A P =5—3x+2x3 polinom az 5, (—3)x és 2x> monomok dsszege.

Példa
AQ=x2+x3+x>+x"+x11 polinom az x2 x3, x®, x7 és x11
monomok Osszege.

Definicié

Egy monom egy nem-nulla szam — amit a monom egyiitthatéjanak
neveziink — és egy betlis hatvany (ahol a kitevé egy természetes
szdm) szorzata.

| A

A

o A betl kitevbje a monom foka, vagy a monom tipusa.

e Két monom, akkor ugyanaz, ha tipusuk (azaz kitevéjiik) és

egyutthatdjuk is ugyanaz.
Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok

Definicié

Egy polinom kiilonboz6 tipusi monomok osszefiizése + jelekkel.

e Fontos megjegyezni, hogy az lires Osszeg is Osszeg. A megfeleld
polinom a 0 polinom.

e Monomok 0Osszeflizésénél a sorrend nem szamit.

o Két megallapodas természetes: Az Osszeg tagjainak
felsorolasanal a monomok fokai szerinti novekvo, illetve csokkend
sorrendet hasznaljuk.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Megallapodasok

o A fenti definicidknak eleget tevé polinom példaul

5x% 4 2x3 4 (—3)x*. A polinomok ismerdsei szamara vilagos, hogy
ez ugyanaz, mint az elsé példaban szerepl 5 — 3x + 2x3 polinom.
Az x! betiis hatvanyt x-nek, az 5x° monomot 5-nek irtuk és a —3
egyutthaté , zardjelét felbontottuk” és a monomok sorrendjét
felcseréltiik.

o A fentiekkel egyezd polinom 2x3 4+ 0x? — 3x 45, azaz a 0
egyutthatds tagok mintha ott sem lennének. Ezek elhagyhatdk,
illetve beszirhatok.

e Ezekhez a jel6lésekhez mindenki hozzdszokott (amennyiben most
kezd a polinomok tanulmanyozasahoz, akkor hozz3 kell szoknia).

e Ennek megfeleléen egy x betiit hasznalé polinom 4ltalanos alakja
2 -1
ag + aixt+axx® + ...+ an_1x" " + ax”",
illetve anx" 4 an_1x" 4+ ax® + a1x + ap.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Egyiitthaté sorozatok

e A polinomok azonosithaték egyutthatdik sorozatdval:
p = (p konstans tagja, p linedris/elsé fokd tagjdnak egyiitthatdja,

p kvadratikus/négyzetes tagjanak egyiitthatdja,
p kubikus/kobos/harmadfokd tagjanak egyiitthatdja, .. .).

Alternativ definicid

Polinomok végtelen szamsorozatok, amelyeknek egy id6 utan
minden eleme 0.

e Matematikailag taldn ez a , legtisztabb”, problémamentesebb
leirds, de ez egy lényeges tdvolodas (absztrakcié) a minden napi
gyakorlattdl.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Egyiitthaté sorozatok: Jelolések

e Tegyiik fel, hogy a P polinom egyetlen bet(it/hatarozatlant
hasznal, x-et.

Jelolés

[x/]P az i tipust/foki monom egyiitthatéja P-ben. ([x']P minden
i természetes szdmra értelmezve van!)

Példa
Legyen P =5 —3x +2x3. [x°]P =5, [x]P = -3, [x?]P =0,
[X*]1P =2, [xY]P =0, [x**?]P = 0.

| \

A\

P és Q polinomok egyenlék, ha minden i természetes szdmra

[x'1P = [x]Q.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Egyutthaté sorozatok: Megjegyzések

e A fentieket Osszefoglalva. Egy P polinomot akkor ismeriink, ha
ismerjik az egyutt haté sorozatat. Egy P polinomot akkor
ismeriink, ha tudjuk a {[x']P}%, sorozatot.

e Egy P polinomot tgy definidlhatunk, hogy megadjuk
egyltthatdit. Azaz leirjuk [x']P értékét minden i € N esetén.

Definicié

Egy P polinom fokszama deg P = max{i : [xi]P # 0}.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Betiik

e Az eddigi példank mindegyike egyetlen betiit haszndlt. A
leggyakoribb valasztas x.

e Vannak , tobb betiire épiil6 polinomok” is.

e Ezekben a monomokban az egyiitthaté mellett a kilonboz6
betiik hatvanyainak (a kitevék természetes szdmok) szorzata van.

x3 +3x%y 4+ 3xy2 + 3,

X =Yy,

P’ +p°q+p'a* + p°d’ + p°¢* + p*e® + p°¢° + p*q" + pg° + ¢° |

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Szamok

e Matematikai tanulmanyaink alatt az &ltaldnos és kozépiskoldban
mindenki taldlkozik az egész szamokkal, raciondlis szamokkal, valés
szamokkal. Egyetemen, illetve mds tanulmanyok soran komplex
szamokkal, kvaternidkkal, oktanokkal, p-adikus szamokkal, Gauss
egészekkel, algebrai szdmokkal, mod p szamokkal is
talalkozhatunk.

e 0,1,2 felfoghaté mint egész szam és felfoghaté mint mod 3
szdm. A 14+ 2 = 0 egyenléség mod 3 szdmolva helyes, mig a
benne szerepld szamokat egészeknek fogva fel az egyenloség
természetesen nem igaz.

e Fontos hogy lassuk az egyutthaték kozotti szamolasi szabalyokat.
Ezekre épitve definidljuk a polinomokkkal valé szamolasi
szabalyokat is.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Jelolések

Ha P egy x hatarozatlani, egész egyutthatds, akkor azr gy
jeloljik, hogy P € Z[x].

e Tehat Z[x] az x hatdrozatland, egész egyiitthatds polinomokat
osszegylljté matematikai struktura.

R = —% + %yz € Qly], azaz az R polinomban y a hatdrozatlan és
az egyiitthatdk raciondlisak.

S =7 +v2x3 € R[x], azaz az S polinomban x a hatdrozatlan és
az egyiitthatdék valdsak.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok: Hogy milyen egyiitthatékkal azon matematikai
tartalom mualhat

x? — 2 € Q[x] polinomot nem irhatjuk fel két (Q[x]-beli) elséfokd
polinom szorzataként.

Ha x? — 2-t R[x] egy elemének tekintjiik, akkor

x? =2 =(x —V2)(x +V2).

Ha 1+ x2-t R[x] egy elemének tekintjiik, akkor azt nem irhatjuk
fel két (R[x]-beli) elséfoki polinom szorzataként.

Ha 1+ x2-t C[x] egy elemének tekintjiik, akkor
1+ x%=(i+x)(—i+x).

A tovabbiakban csak valds egyttthatds polinomokkal foglalkozunk.J
Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok vs polinom fliggvények

e A tovabbiakban bevezethetjiik a polinomok helyettesitési értékét,
definidlhatnank a polinom-fiiggvényeket.
e Tovabb3a az analizisbhen megismert fogalmakat alkalmazhatnank
polinomokra. Polinom-fiiggvényeket, fliggvényként osszeadhatunk,
szorozhatunk, oszthatunk. Az Osszeg és a szorzat szintén egy
polinom altal leirhaté fliggvény lesz. A hanyados vétele mar
kivezethet a polinomok korébdl. Ezt az utat gy irhatjuk le, mint a
polinomok analitikus vizsgalata.
e Mi nem ezt az utat kovetjuk.
e A polinomok alapmiiveleteit bevezethetjiik masképpen is.
Leirjuk, hogy két polinom 0sszege, ami egy polinom lesz milyen
egyutthatd sorozata lesz a két osszeadandé egyiitthaté sorozatatdl
fuggoen. igy anélkil, hogy tudndnk két polinom 4ltal jelentett két
fuggvényt fel tudjuk irni az osszegpolinomot. Hasonléan
cselekedhetiink a szorzasnal is.
e Ezt az utat algebrai/formalis szemléletnek nevezziik. Mi ezt
kovetjlik.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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A szemléletek viszonya

o A két szemlélet kozil egyik sem magassabb rend(i a masiknal.
Jol kiegészitik egymast és kiilonbozo kérdéseknél mindegyiknek
meg lehet a maga elonye.

o Mi azért valasztottuk az algebrai tdrgyaldst mert ez ad
lehetdséget, hogy egy harmadik szemléletmddot is megmutassunk.
Ez a kombinatorikus szemléletmdd.

e Célunk nem az, hogy egy matematikailag pontos bevezetést
adjunk.

o Feltessziik, hogy az olvasé mar ismeri a polinomokat, dolgozott
polinomokkal. Szeretnénk tudatositani a munka alatt felmerdilt és
talan ki nem mondott problémakat.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok osszege: Klasszikus szemlélet

Definicié: Azonos fokdi monomok osszevonasa

Két polinom osszegében egy adott tipusi monom egyiitthatdja az
Osszeadds egy-egy tagjdban szereplé megfelel6 tipusi tagok
egyutthatdinak osszege.

e Azt is mondhatjuk, hogy a polinomok 0sszeaddsat visszavezetjiik
az egyutthaték osszeaddsara.

(2x3 —=3x+5)+ (—x®+3x+2) =
(5x% + (=3)x 4 0x? + 2x3) + (2x% + 3x! + (—1)x* + 0x3) =
(54+2)+ ((=3)+3)x+ (0+ (=1))x® + (2 +0)x3 =7 — x% + 2x5.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021



k elem(i részhalmazok szama Polinomok Binomidlis tétel A Pascal-hdromszog A Pascal-hdrmszog szdmainak paritdsa

Polinomok osszege: Uj jelolésekkel

e Legyen P, Q € R[x] két polinom. Osszegiiket P + Q-val jeldljiik.

e Ahhoz, hogy ezt definidljuk meg kell mondanunk, hogy mik
P + Q egyiitthatdi.

e Az ismert definiciét jeloléseinkkel a kovetkezOképpen
formalizédlhatjuk:

Definicié

X"1(P + Q) = [X"]P + [x"]Q.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok szorzasa: Klasszikus szemlélet

e El8szor monomok szorzatat definidljuk: Az ax’ és Sx/ monom
szorzata is egy monom lesz, egyiitthatdja a - B és kitevdje i + J:
afx™.

Definicié

Két polinom szorzatat ugy szamoljuk ki, hogy mindegyikbdl
kivesziink egy-egy monomot, ezeket 0sszeszorozzuk, majd az
osszes lehetséges médon nyert szorzat monomokat osszeadjuk
(Osszegydjtjuik).

(5 —3x+2x3) - (24 3x — x2) = (5)(2) + (5)(3x) + (5)(—x?)
(—=3x)(2) + (=3x)(3x) + (=3x)(—x*) + (2x°)(2) + (2x*)(3x)
(2x3)(—x?) = (10) + (15x) + (=5x2) + (—6x) + (—9x?) + (3x3) +
(

4x3) + (6x*) + (—2x%) = 10 + 9x — 14x2 + 7x3 + 6x* — 2x5.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok szorzasa: Uj jelolés

e A két polinom szorzatat P - Q-val jeloljiik.

e A szorzatot a kovetkezd formula definidlja:

Definicié

XIP-@= > [KIP-¥]Q

i jJEN:i+j=n

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomok alapmiiveletei: Tulajdonsagok

Legyen P, Q € R[x]. Ekkor
(i)

P+Q@=Q+P,
(P+Q+R=P+(Q+R),
PQ = QP,

(PRIR = P(QR),

(P+ Q)R = PR+ QR.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Tulajdonsagok ellendrzése

P.-Q=Q-P.

Az ellendrizend6 allitast az egyiitthatdkra kiirjuk.

Olyan egyenl6ségeket kapunk, amelyekben csak az egyiitthatdk
szerepelnek:

X1PQ)= > [X1PIF]Q,

i jEN:i+j=n

illetve

X@P) = Y X1QKIP.

i,JEN:i+j=n

A két szam egyenldségét kell ellendrizni, amely ellendrzés folyaman
a szamokra megismert szamolasi szabalyok alkalmazhatdk.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Tulajdonsagok ellendrzése (folytatas)

Legyen P, Q, R € R[x]. Ekkor (PQ)R = P(QR).

Azt kell igazolnunk, hogy [x"](PQ)R = [x"]P(QR) minden n-re.
Az egyenléség bal és jobb oldalat kilon alakitjuk.

XIPQR= " > [XI(PQ)IIR

i jEN:i+j=n

- Z Z x1P[x1Q | [¥]R

ijENii+j=n \ k,IEN:k+I=i

= Y > KMPKTQIFIR

i JEN:i+j=n k,IEN:k+I=i

— Y KPIKQIFIR.

k| jEN:k+I+j=n

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Szorzas asszociativitasa és kommutativitdsa

e Az asszociativitds fontos kovetkezménye, hogy beszéhetiink a
PQR hirmas szorzatrdl.

e A kommutativitds miatt a tényezdk sorrendje is tetszOleges, igy
egy hdarom elem{i polinomhalmaz esetén is jol értelmezett
szorzatuk.

e A fenti bizonyitds egy kiszdmitadsi médot is ad a harmas
szorzatra: Mindegyik polinomot fogjuk fel, mint egy-egy zardjelbe
irt monomok 0Osszegét. A szorzatot Ugy kapjuk, hogy az Osszes
lehetséges médon kivalasztunk egy-egy monomot a harom
zardjelbol, osszeszorozzuk azokat, majd az igy kapott monomokat
osszegylijtjuk.

e Ez a szabdly n-tényez0Os szorzatra is elmondhaté. Azaz
[X"|(PQR...YZ) = > [X'TPI¥]QIX R ... [x]Y[x]Z.
i+j+k+..4s+t=n

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Tobbtényezbs szorzat leirdsa

TobbtényezOs szorzatban egy monom egylitthatdjat

Ugy hatdrozzuk meg, hogy

(1) Minden zardjelbél gy valasztunk ki egy-egy monomot,

Ugy hogy az ezekben szerepl6 hatarozatlan hatvanyainak
szorzata a kivalasztott tipusu legyen.

(2) Ekkor a kivélasztott monomok egylitthatdit osszeszorozzuk.
(3) Ezt az Osszes lehetséges médon megtessziik,

az eredményeket Osszegezziik.

A megfelel egylitthaté-szorzatok osszege lesz

a szorzatban a keresett egyiitthatd.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Szlnet

YL

S
‘4 nm)

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Polinomokkal kapcsolatos fogalmak megvilagitasa: Példa

Lehetséges-e két kockat dgy ,,cinkelni” (tehat az egyes szdmok
dobdsanak valdszinliségét gy megvaltoztatni), hogy a feldobasok
utdn kapott szdmokat osszeadva 2-t6l 12-ig minden lehetséges
osszeg bekovetkezésének valdszinlisége ugyanannyi legyen?

e ElGszor is nevezziik el a keresett valdszinliségeket. Jelentse

P1, P2, P3, P4, P5; P6, illetve a1, 42, 43,94, 45, 46 AaZ €GYES kockak
esetén a megfeleld szam valdszinliségét.

e Annak valdszinliségét hogy a két kockdval egylitt dobva a kapott
szamok Osszege n legyen, jeldljiik s,-nel (n=2,3,...,12).

o Egyszeriien |dthatd, hogy s, =3~ icr12 _6}.itjen Pigj» ahol

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Példa megoldasa: Polinomok

e Eddig hdarom véges sorozatot vezettiink be. Flizziik 0ssze ezeket
a sorozatokat x hatvanyaival egy-egy polinomma:

P = pix + pox® + p3x® + pax* + psx° + pex°,

Q = qix + X + q3x> + qax* + gsx° + gex°,

S=x?+ 5353+ saxt + ...+ spoxt2

e Ezzel harom R[x]-beli polinomhoz jutunk, amelyekben az i
tipusti monom egylitthatdja egy i eredményli dobds valdszinliségét
fejezi ki. Ekkor a valdsziniiségek kozti Osszefliggést nagyon
tomoren fejezhetjik ki:

PQ =S.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Példa megoldasa: Az allitas polinomokkal valé
megfogalmazasa

o A feladat olyan p; és q; szamok létezését kérdezi, amelyeknél
SHh=8S3=S54=...=S1p = % teljesiiljon.

e A polinomok nyelvén ez azt jelenti, hogy olyan P, Q € R[x]
polinomokat keresiink, amelyekre teljesul, hogy

2

:ﬁ(1+x+xz+x3+...+x10).

PQ

o A feladat eredeti, , hétkoznapi” szovegét leforditottuk a
»polinomok” nyelvére. A forditdsunk nem tokéletes. A kiinduld
sorozatok Ugynevezett valdszinliségi eloszlasok. Azaz példaul a p;
szamok nem-negativak és Osszegiik 1. fgy példaul a P polinom
egyutthatdi nem-negativak és az x = 1 helyettesitéssel az értéke 1.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Bizonyitas

e Belatjuk, hogy nincsenek ilyen P és @ valds egyiitthatds
polinomok.

e Indirekten tegylik fel, hogy mégis vannak. Ekkor az egyenletet
11(1 — x)-gyel szorozva és x>-tel egyszeriisitve kapjuk, hogy
P
11(1 — X)—Q =1-x1

X X

e A jobb oldal dltal definidlt j fliggvény egy szigoriian monoton
fliggvény. Igy pontosan egy (valds) gydke van. Ez x = 1 és ennek
a gyoknek multiplicitdsa 1.

e A bal oldal altal definialt b fliggvénynek legalabb 3 valds gyoke
van (az esetleges multiplicitasokat is szdmolva), hiszen P/x és
Q/x is otodfoki polinom, azaz biztos van valds gyokiik.

e Az ellentmondas igazolja, hogy a kért cinkezés nem lehetséges.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Megjegyzés a bizonyitdshoz

o Megjegyezziik, hogy a megoldds mddszere nem teljesen
homogén. Analitikus és algebrai személet keveredett benne.

Ennek oka az egyszeriiség volt. Algebrai eszkozokkel
kimutathattuk volna, hogy 14 x 4+ x? 4+ ... 4+ x'9 nem irhaté fel
két otodfokd polinom szorzataként R[x]-ben.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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A binomialis tétel

e A binom magyarul két tagot jelent. Az alapkérdés, amit az
alabbiakban megoldunk, hogy hogyan lehet kéttagli kifejezéseket
hatvanyozni.

Binomialis tétel

(14x)" = Zn: <7>x’

i=0

e Azaz az (}) szémok az egyiitthaték az 1 4 x binom
hatvanyaiban. Ezekutdn megadahatjuk szokdsos elnevezésiiket:
binomiilis egytitthatdk.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Binomialis tétel: Az indoklas

o Végezziik el az (1 + x)(1 + x)...(1 + x) polinom szorzast.

e Ehhez valasszunk ki minden tényezébdl egy-egy tagot. Minden
tényezo esetén a valaszthatd tag 1 vagy x.

e n tényezdnk van. Ezek azonosithaték a U = {1,2..., n} halmaz
elemeivel. Az i-edik tényez6 esetén a két vélaszthaté tagnak
»nyilvanitsunk egy jelentést”. Ha az 1-et vélasztjuk, akkor az
jelentse azt, hogy az i elemet nem rakjuk bele U egy
részhalmazdba, ha pedig az x-et vélasztjuk, akkor ez jelentse azt,
hogy az i elemet belerakjuk U egy részhalmazaba.

e Ezzel a , jelentéssel” a tényez&kbél torténd monomok vélasztasa
megfelel az U halmazbdl egy részhalmaz kivalasztdsaval és forditva.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021



k elem(i részhalmazok szama Polinomok Binomiilis tétel A Pascal-hdromszog A Pascal-hdrmszog szdmainak paritdsa

Binomislis tétel: Az indoklds: Abra

(T+X)(T+X)(1+x)=

TTT4+HT I XHTXTHT XXAXT T4HX T XXX T4HXXX

W g fedy

Az dbra egy 3-elemi halmaz esetén mutatja ezt be az otletet

e Egy részhalmaznak megfelel6 tag kitevoje a halmaz elemszdma
lesz, azaz H-nak xHl monom felel meg.

e Igy az x* tipusii monomok szdma annyi lesz, amennyi az
{1,2,...,n} halmaz k-elem{i részhalmazainak szdma.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Binomialis tétel: Az indoklas magyarazata

e Gondoljunk arra, hogy az {1,2,..., n} halmaz Gsszes
részhalmaza ,, felsorakozik és elhalad elottiink”. Amikor
megszamoljuk a részhalmazokat, akkor mindegyik ,, elvonuld”
részhalmaz esetén egy l-est jegyziink fel (egy vondst hizunk),
majd amikor végeztiink, akkor ezek Gsszessége megadja a keresett
szamot.

e A polinomok szorzasanak definicidéja bizonyos monomok
osszegyljtését kivanja. Mi jelentést adtunk az egyes monomoknak,
esetiinkben ezek részhalmazokat azonositottak. Egy monom tipusa
megegyezett a megfeleld részhalmaz egy paraméterével
(esetiinkben elemszamaval). Ilgy a polinom rendezése utan, az
egyes egyltthatdk egy adott paraméterrel (elemszdmmal)
rendelkezd halmazokat ,, szamoltdk Ossze”.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Binomialis tétel: Az indoklas magyarazata abran
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Az dbra egy 3-elemii halmaz esetén mutatja be a magyardzatot
Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat

A és B a kovetkez6 jatékot jatssza: az elsé 100 pozitiv egész koziil
véletlenszeriien kivalasztanak k darabot és ha ezek Osszege paros,
akkor A nyer, egyébként B. A k milyen értékeire lesz egyenlé A és
B nyerési esélye?

e Ebben a feladatban a valdsziniiségszamitasi nyelvezet nem
lényeges eszkoz. Erdemes kikiiszobolntink a véletlennel kapcsolatos
kifejezéseket.

e Az {1,2,...,100} halmaznak (120) darab k-elemii részhalmaza
van. Ezek kozil bizonyosakba es6 szamok Osszege péaros. Legyen
ezek szama ay. A tobbi részhalmaz esetén a benne 1évo szamok

osszege paratlan. Ezek szdma legyen by.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatas)

o Nyilvanvaléan ax + by = (*)°). A nyerési esélye ax/(*%), mig B
nyerési esélye by /(%) (j6 esetek szdma osztva az dsszes esetek

szdmaval).

o A feladat ennek a két nyerési esélynek az osszehasonlitdsaval
kapcsolatos.

o A két esély nagysagrendi viszonya azonos az ay és by szamok
nagysagrendi viszonydval. Ez pedig kiolvashaté az wy = ax — by
szamok el6jelébol: Ha wy < 0, akkor B nyerési esélye nagyobb; ha
wk = 0, akkor A és B nyerési esélye azonos; Ha wy > 0, akkor A
nyerési esélye nagyobb.

e Tehat a feladat kérdésének egy atfogalmazasa: hatdrozzuk meg
azokat a k szdmokat (k =0,1,...,100), amelyekre wy = 0. Mi

ennél tobbet fogunk dolgozni: pontosan meghatdrozzuk az wy
értékeket.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatds): Példa

Példa

wo = 1. Egyetlen 0-elem{i halmaz van, az lireshalmaz. Az
eddigiekben err6l nem szdltunk, de az elfogadott megéllapodas
szerint az ,, Ures-halmaz elemeinek Osszegét” és dltaldban az lires
Osszegeket 0-nak definidljuk. Tehat az lires-halmaz A-nak kedvez.

| \

Példa
w1 =50 — 50 = 0. A 100 darab 1-eleml halmaz kozott 50 darab
tartalmaz paros szamot és 50 darab tartalmaz paratlan szamot.

| A

Példa

wy =2(%F) — 5050 = —50. Egy két elemii halmazban lév8
szamok osszege akkor lesz paros, ha az 50 péros szam koziil
vdlasztottunk kettdt, illetve ha az 50 paratlan szam koziil
vdlasztottunk kettot. Paratlan osszeghez egy paros és egy paratlan

szdmot kell valasztanunk.
Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatas)

e A feladat megolddsshoz a P(x) = wp + wix + ... + wigox

polinomot fogjuk vizsgalni.

e Miel6tt ehhez hozzdkezdenénk, vizsgdljuk meg az analég

polinomot az ax + by = (*2°) sorozat esetén.

100\ , (100\ . (100\ , = (100Y 1o
0 1 2 " \100

polinom lesz.

e Eza

e A binomiilis tétel megmondja, hogyan irhaté fel ez a polinom
szorzat alakban: (1 4 x)!00.

e A bizonyitds Otelete alkalmazhaté problémank esetén is.

o Az wy = ay — by szdmokat is értelmezziik Ugy, mint egy
osszeszamolast. Ez kissé furcsdnak tunhet, hiszen értéke negativ is

lehet.
Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatas)

o Az el6z0 megszamlasi torténetet Ggy mddositjuk, hogy az
elhaladé részhalmazok esetén, ha az osszeg paros, akkor egy 1-est,
ha pératlan, akkor egy —1-est jegyziink fel.

e Ha feljegyzéseink kozben érzékenyebbek vagyunk és lejegyezziik
a megfeleld részhalmaz elemszamat is, akkor —x* és
x¥-monomokat irunk le. gpa Az, Gsszes részhalmaz elvonuldsa”
utan a feljegyzett monomok osszege a

P(x) = wo +wix+ ...+ wigox 100 polinom lesz.

e A P(x) polinom egyenld lesz a 100 tényezdbél allé
(I—x)(1+x)(1—x)(1+x)...(1—x)(1+ x) polinom-szorzattal.

o Legyen a hozzarendelés az i-edik tényez6 1 tagjanal a ,,nem
valasztjuk ki az i elemet”, mig a (—1)'x tagndl a , kivalasztjuk az i
elemet”.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatas)

e A polinom szorzés definicidjabdl ered6 monom-szorzatok tjbdl
egy részhalmaz kivalasztasianak felelnek meg. A megfelelé szorzat
kitevéje a halmaz elemszdma. De lesz egy eldjel is. Ez azt mondja
meg, hogy paros sokszor vagy paratlan sokszor valasztottunk
—x-es monomot. Azaz a kivalasztott részhalmazban paros vagy
paratlan sokszor szerepel paratlan szam. Azaz a részhalmazban
szerepl6 szamok Osszege paros vagy paratlan.

e Tehat egy részhalmaznak megfelel6 monom-szorzat egyenl6 lesz
a részhalmazhoz tartozd/sziikséges ,, feljegyzéssel”.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatds): Abra
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Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy Feladat (folytatas)

e Polinom egyenldség két végén szerepld polinomok egyenldk, azaz
a megfelel6 egylitthatdik egyenlok.

o Azaz
0, k=2/+1
a={ @, k=u
(2/+1) k=4l+2.

e Ebbol kiolvashatd, hogy pératlan k esetén a jaték igazsigos,
4-gyel oszthatd k esetén A nyerési esélye jobb, mig a maradék
esetekben (k =2 (mod 4)) B nyerési esélye jobb.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy bevezeto példa

e Egy n elemii halmazra gondoljunk lgy, hogy van egy specialis
eleme s. (Példaul halmaunk lehet egy osztalykirandulds
résztvevinek halmaza: az osztalyfonok és a gyerekek.)

e Ekkor k elem(i részhalmazai csoportosithaték aszerint, hogy a
specidlis elem/s (az osztdlyfonok) benne van-e a halmazban.

e igy az dsszeszdmolandé objektumokat (k elemii részhalmazok)
két diszjunkt részre bontottuk/a megszdmolandé objektumok
listajat két részlistdra szedtuk szét.

o A két részlista milyen hosszu?

e A specidlis elemet nem tartalmazd részhalmazokhoz n — 1
elembdl (nem-specialis elemek) kell kivélasztani k-t. A specidlis
elemet tartalmazé részhalmazokhoz n — 1 elembél (nem-speciélis
elemek) kell kivélasztani k — 1-t, amelyek a speciélis elemmel
egyutt kiadjak a kivédlasztandd k elemet.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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A Tétel

e Az Osszeadasi alapelv alapjan kapjuk, hogy az aldbbi tételt.

(o)

(i) Ha 0 < k < n, akkor

n\ (n-—1 i n—1

k) \k-1 k )
e Valgjaban a fenti gondolatmenet (ii)-t indokolja. Az (i) rész a
binomidlis egyiitthatdk definicidjabdl nyilvanvalé. A két allitast
azért foglaltuk ossze egy tételben, mert igy a binomialis

egylitthatdk ((7) szdmok) kozil az érdekesek (0 < k < n) egy
teljes/rekurziv leirasat kapjuk.

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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A haromszog

e Ezen szamok egy tetszetOs, haromszog alalki tablazatban
fogalalhaték Ossze. A tablazat széls6 elemei 1-ek. Minden nem
sz€ls6 elemnek lesz egy ENy—i és egy EK-i szomszéda, értéke ezen
két fels6 szomszéd Osszege. A szamtablizat neve
Pascal-hdaromszog.

1
1 1
1 2 1
1 3 4 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

e Osszefoglalva a rekurziét és binomidlis tételt: Ha (1 + x)”
hatvanyt kifejtjik, akkor az egyiitthaték éppen a Pascal-hdromszog

1,n,... kezdetii sordban taldlhaték meg.
Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Pingala formuldja, kézirat, Raghunath Library J&K (755)

S IHETER 3351 sss\aﬂw@!ﬁa{w
b0 8L L e g
Y iy
3 shdy i\
YRAN] s e NEVEEE
LR LML AN A YEAER
A A ACERS A AN A AN IERR
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Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Yang Hui hdromszége Zhu Shijie munkajaban (1303)

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Pascal, Traité du triangle arithmétique (1654), publikdlva
1665-ben
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(a) Blaise Pascal (b) ., Aritmetikai hdromszog"

Hajnal Péter Részhalmazok, SzTE, 2021
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Egy tétel binomialis egyutthatdk paritdsardl

Legyen a egy paros és b egy paratlan szam. Ekkor (Z) paros.

e Az dllitast szemeléletesen fogjuk demonstralni. Vesziink egy A a
elemi halmazt. Ennek b elemii részhalmazait parokba allitjuk. Az
A halmaz elemei legyenek egy (a/2) x 2-es sakktabla mezdi.

e Erre a tdbldra gy gondolunk, mint egy , hazra”, amelynek a/2
szintje van (ezek a sorok) és minden szinten kettd lakds taldlhatd
(ez a megfelel6 sorban 1évé két mezd). Az elsd és a masodik
oszlopot kozos hatdrdnak egyenesére vonatkozd 7 tiikrozés
tabldzatunknak (hazunknak) egy szimmetridja, amely felcseréli a
hazunk bal és jobb oldalat.
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Egy tétel binimidlis egyltthatdk paritasardl (folytatds)

e Az A halmaz b elem(i részhalmazai szamukra b darab lakdsbdl
alé lakashalmazok lesznek hazunkban. Egy b elemii L
lakdshalmazhoz rendeljiik hozza 7(L)-et mint pért, az L-beli
lakasok tiikorképeit. igy egy L-tOl kulonbozé b elemi lakashalmazt
kaptunk, amely pérja a kiinduld L lesz.

o A fenti allitdsban az egyetlen nem nyilvdanvalé allitas, hogy L és
7(L) kiilonbozik. Ez abbdl kovetkezik, hogy b péaratlan. Azaz
hdzunkban kell lennie olyan emeletnek, amelyen 1évé két lakdsbdl
pontosan egy eleme L-nek. Ez az emelet megkiilonbozteti L-et és
T(L)-et.
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A megoldas kiterjesztése

e Ha b paros, akkor a fenti bizonyitds nem miikédik. az (L, 7(L))
parositasnal lesznek olyan L lakashalmazok, amelyek parjai
onmaguk lesznek.

e Ezek az L halmazok azonban konnyen leirhaték. azok a
lakashalmazok lesznek, amely elemei teljes emeletekbdl allnak
Ossze. Azaz az a/2 emeletbél kell b/2 emeletet kivalasztani, hogy
az osszes ilyen halmazt megkapjuk. Tehat a bizonyitasbeli 7
leképezés (Zg) halmazt kivélaszt és a tobbit parokba allitja.

Tétel

legyen a és b két paros szam. Ekkor (Z) és (Zg) azonos paritdsu

(azaz egyszerre paros és egyszerre pdratlan). Jeloléssel

(§)-(3) =
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Paratlan a esete

A fenti gondolatok kiilonosebb gond nélkiil paratlan a esetére is
elismételhetdk.

Legyen a egy paratlan szam (a = 2k + 1).
(i) Ha b paros (b = 2¢), akkor (2) = (§) (mod 2),
(i) Ha b paratlan (b= 2(+ 1), akkor (2) = (%) (mod 2).

e El6szor definidlunk egy a elemii halmazt. Ez egy , k emeletes,
emeletenként két lakdsos haz lakasaibdl” és | tetotéri lakasbol”
(amely alakja egy szimmetrikus haromszog) allé halmaz.
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Paratlan a esete (folytatds)

e Ismét definidlhatjuk a 7 leképezést. Egy L lakdshalmazra dgy
kapjuk meg 7(L)-t, hogy L az emeletes hazba es6 részére a bal és
jobb oldalt felcserélve 4j lakdshalmazra tériink at, mig a kilon
lakdst tekintve nem valtoztatjuk meg L-et (ha a kiilon lakas L
eleme volt, akkor 7(L)-nek is eleme lesz; ha a kiilon lakds nem volt
L eleme, akkor 7(L)-nek sem lesz eleme).

e Milyen L-re lesz L = 7(L)? Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
L-nek az emletes hdzba es6 része teljes emeletekbol &l ossze. Azaz
(i) esetén L-et ¢ teljes emelet alkotja, mig (ii) esetén L-et ¢ teljes
emelet és a kulon lakas alkotja.

e Ebbol a bizonyitandé adédik.
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Paritas tételek: (")sszefoglalés

e A fenti négy allitas egyetlen formulaban is megfogalmazhaté.
Ehhez felhasznaljuk, hogy minden természetes szam felirhaté
2k + € alakban, ahol € € {0,1}.

o Ekkor s )
<2z+:> = <e> (2) (mod 2).

e Ezt az dllitast ismételten alkalmazva minden binomialis
egyutthatd paritdsat gyorsan meghatarozhatjuk.

) (mod 2).
(o) (1) (mod 2).
= (0) (1) (o) (mod 2).

Ekkor (3) = (1550) = () o

Hasonléan (3) ((1) gﬁ)

Osszefoglalva ( ) ((131(1)2)
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A Tétel

e A fenti rovid példa alapjan is felismerhetjlik az altaldanos szabdlyt.

Tétel

N
N
\ |

Legyen 0 < k < n. Irjuk fel n-et és k-t is kettes szdamrendszerben.
k felirasat egészitsiik ki elején 0-kal gy, hogy a felirasdnak hossza
azonos legyen n kettes szdmrendszerbeli alakjdval. Legyen ez a két
felirds n = 313y ... @sa, k = b1bs ... bsy. Ekkor

n a a» ds
= ... d 2).
(=G (bs) i)
Azaz (Z) akkor és csak akkor paros, ha van olyan 1 < j < s, hogy
a; = 0 és b,‘ =1.
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Kovetkezmény

Kovetkezmény

A Pascal hdromszog (Z) alatti szdmokat (k =0,1,...,n—1,n)
tartalmazé sora akkor és csak akkor tartalmaz csupa paratlan
szamot, ha n = 2¢ — 1 alakd.

e Eredményeink nem csak a paritdsra alkalmazhaték. Binomiilis
egyutthaték egy primszdmmal valdé osztdsi maradékaira hasonlé
allitasok igazak.
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Altalanositas

Legyen p egy primszam és a, b, a, B természetes szamok, ahol

a, B < p. Ekkor

(1o45) = (B (5) (s

e Legyen C egy ap + « elemii halmaz. Legyen

Q = CGUGU...UCGUC, ahol a C; halmazok elemszama p és az
C halmaz elemszdma «. (Az elemszamokbdl kiolvashatd, hogy a
fenti halmazoknak nincs kézds elemiik, paronként diszjunktak.)

° (ap+a

bp+ﬁ) az C halmaz bp + 3 elemszdmii részhalmazainak szama.
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Az Altaldnosités bizonyitdsa

e Legyen A a C halmaz bp + 3 elemszadmu részhalmazainak
halmaza. Legyen Ag a C halmaz azon bp + (8 elemszami
részhalmazainak halmaza, amelyek b darab C; halmazt teljesen és
a C halmaz B darab elemét tartalmazzak. Tehat Ag elemei
specidlis A-beli elemek (Ap C A).

o A bizonyitds befejezéséhez A — Ag elemeit kell p elemii
osztalyokba sorolnunk.

e Ehhez C elemeit szemléltessiik a kovetkezOképpen. Vegylink egy
szabdlyos p-szog alapl egyenes hasabot. Ennek alaplapjanak a
sikjara, mint vizszintes sikra hivatkozunk. Vizszintes sikokkal a
hasdbot a darab emeletre vagjuk. Minden emeletre p lakast
képzeliink, amik egy adott emelet p lapjanak felelnek meg.

G U...UG, elemei a ,lakdsok”, ahol az egyes C; halmazok az egy
szinten 1évo lakasok altal alkotott halmaz.
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Az Altaldnosités bizonyitdsa

. fgy A egy eleme, C egy ap + « elemszami részhalmaza,
felfoghatd dgy, hogy a toronyban lakasok egy részhalmaza és
esetleg néhany tovabbi lakds C-bdl.

e Aj elemei azok a lakdshalmazok, amelyek a toronybdl pontosan
b darab teljes szintet tartalmaznak. Tehdt A — Ag elemei esetén a
»toronybdl jové hozzajarulds” nem teljes szintekbdl all ossze.

e Ennek kovetkezményeképpen, ha a toronybeli rész elforgatdsaval
egymdsba vihet6 részhalmazok keriilnek egy osztdlyba, akkor p
elemi osztalyok alakulnak ki.
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Az Altaldnosités kovetkezménye

Kovetkezmény, Lucas tétele (1878)

Legyen x = (x1x2...Xxk)p és y = (y1y2... Yk)p az x és y
természetes szdmok p szdmrendszerben valé felirdsai. (A két felirds
hossza ugyanaz. Ezt elérhetjiik Gigy, hogy a rovidebb felirast
nulldkkal kiegészitjiik az elején.) Ekkor

GGG G tmin
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