KOMBINATORIKA GYAKORLAT

osztatlan matematika tanar hallgatok szamara

Alapelvek

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2020.

1. Feladat. Egy kirdnduldsra késziilink és a hdtizsikunkba pakolunk. Otthon hdrom
szelet csokink van: eqy Boci, eqy Tibi és eqy Balaton. Valamennyit beletesziink a
hatizsakunkba (esetleg egyet se, esetleg mindet). Soroljuk fel a lehetdségeinket.

2. Feladat. (folytatas) Hany lehetdségiink van az elézd feladat helyzetében, ha ot
fagta csokolddénk van otthon (mindegyikbdl eqy-egy szelet)?

Eqy bardatunkkal /bardtndnkkel megyiink kirandulni. Tudjuk, hogy ¢ nem pakol
csokoladét. Hogy erre felkésziiljiink pdros sok csokolddészeletet szeretnénk elvinna.
Hdny lehetdség van az elvivendd csokolddészeletek dsszedllitdsdra?

3. Feladat. (folytatds) A kirdnduldsra egy gyimdlcskosarat is viszink. Otthon it
alma, két korte, harom bandn és hat narancs van. Ebbdl kell dsszedllitanunk a kosa-
rat. Az egyforma gytiimélcsok teljesen egyformdk. Hdnyféle lehet a kiranduldsra vitt
gytimolceskosdr? (Ismét szamoljuk azt a lehetdséget is, amikor nem viszink semmit
sem.)

* * *

4. Feladat. Az {1,2,...,9,10} halmaznak hdny részhalmaza van? Ezek kézil hdany
elemszama pdros? Ezek kézil hdny olyan van, amelynek elemeit dsszeadva pdros
szdmot kapunk?

5. Feladat. Az {1,2,...,9,10} halmaz hdny részhalmaza tartalmaz legaldbb egy
pdratlan szamot? Hdny részhalmaz tartalmaz pdros sok pdratlan szamot? Hdny
részhalmaz lesz olyan, hogy pdros és pdratlan értékd elemeinek szama ugyanolyan
paritdsi?

6. Feladat. Ha M egy egész szamokbdl dllo véges halmaz, akkor jeloljik S(M)-mel
azt az o0sszeget, amelyet gy kapunk, hogy M elemeit csokkend sorrendbe rendezziik,
és a tagokat felvaltva pozitiv és negativ eldjellel ldtjuk el. Példdul

S({1,2,5,6,9})) =9—6+5—-2+1=7  S({3}) =3.

Mekkora az S(M) dsszegek dsszege, ha M befutja az {1,2,3,4,5,6,7} halmaz dsszes
nemaires részhalmazdt?

7. Feladat. Legyen H és H' két n elemi halmaz. Igazoljuk, hogy H-nak és H'-nek
ugyanannyi részhalmaza van.

8. Feladat. Legyen R, egy n elemd halmaz részhalmazainak szima. Igy Rni1 eqy
n + 1 elemd halmaz részhalmazainak szdma. Mi a kapcsolat R, €s R, kozott?
Vidlaszunkat indokoljuk.
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9. Feladat. Hdny részhalmaza van egy n elemi halmaznak?

10. Feladat. n kiilonbozd csokolddészeletet két csoportba osztunk. Hdanyféle modon
tehetjik ezt meg?

* * *

11. Feladat. Van k fajta gyimdélcsiink. Az i-edik fajtabol a; egyforma darab van.
Hdnyféle modon vehetjiik eqy részét ennek?

12. Feladat. A fenti feladatban szerepld gyiimolcsdket két eqyforma tdledn szeret-
nénk két csoportba osztani (egyik csoport lehet tires is). Hanyféle mddon tehetjik ezt
meqg?

13. Feladat. Egy vendéglé mend étlapjan hdromféle leves és hatféle mdsodik fogds
talalhato.

(1) Hanyféle ment dllithato dssze?

(1i) Desszertként lehet vdlasztani kétféle gyimolcs és haromféle édességhdl egyet.
Hdanyféle desszertes ment lehetséges?

14. Feladat. Legyen n = p'ps*...po* egy pozitiv egész. Hdny pozitiv osztdja van
n-nek?

* * *

15. Feladat. Hdny toté szelvényt kell kitélteniink, hogy biztos legyen 13 + 1-es
taldlatunk?

16. Feladat. Van 20 szdl kiilonbozd viragunk és 5 kiilonbozd vdazank. Hdnyféleképpen
tehetjiik a vazdikba a virdgszdlainkat? (Vdza maradhat dresen is.)

17. Feladat. Irjuk fel az elsé 2018 pozitiv egész szimot eqy tires lapra. Hdny
szamjegyet irtunk fel? Ezek kézil hany 1-es van? Mi a helyzet a tébbi szamjeggyel?

18. Feladat. Hdany n x m-es 0-1 mdtriz van? Ezek kézil hany olyan van, amelyben
minden sor- és oszlopdsszeq pdros?
Az dsszes n X n-es 0-1 mdtrixz kozott hdny szimmetrikus van?

19. Feladat. Hdny hétjeqyi pozitiv egész szam van? FEzek kozul hdny olyan amelyik
nem vdltozik, ha jobbrol balra olvassuk el? Hdny olyan nyolcjeqyd szam van, amelyik
nem vdltozik, ha jobbrdl balra olvassuk el?

Hdny legfeljebb hétjeqyi pozitiv egész szam van?

20. Feladat. A Hanoi-tornyok jdaték hdarom pocokbdl (bal, kézép, jobb) és n kilon-
b6z datmérdji lapos hengerbdl dll, amely hengerek kozepén olyan lyuk van, amely
megengedi a pockdkre valo rahelyezést. A jaték eqy konfigurdciojaban minden hen-
ger egy-eqy pockon van gy, hogy a nagyobb dtmérdji henger lejebb legyen. Hdny
konfigurdcioja van a jatéknak?
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21. Feladat. n pozna dll az ut mentén. k fajta szinbél van festékiink. Mindegyik
pozndt ki kell szinezniink valamelyik szinnel. Hdanyféleképpen tehetd ez meg?

Hdny lehetdségiink van, ha semelyik két szomszédos pozndt nem akarjuk ugyan-
arra a Szinre Szinezni.

22. Feladat. n pozna dll egy kor alaki ut mentén. A pozndk egqy szabdlyos n-szog
csucsaiben helyezkednek el. k fajta szinbdl van festékiink. Mindeqgyik pozndt ki kell
szinezniink valamelyik szinnel. Hanyféleképpen tehetd ez meg?

Tegyiik fel, hogy n primszam. Mi a helyzet, ha a forgatdssal eqymdsba vihetd
szinezéseket nem kilonboztetjik meg? Azaz ekkor hdany kiilonbozd lehetdségiink van?

23. Feladat (Kis Fermat-tétel). Igazoljuk, hogy p primszamra, tetszéleges a pozitiv
egész esetén plaP — a.

24. Feladat. n ismerdsiinknek szeretnénk képeslapokat kiildeni. A bolt, ahol meg-
vessziik ezeket k-féle képeslapot tart (mindegyik fajtabol elég van).

a) Hdnyféleképpen tehetjik ezt meg, ha mindegyik ismerdsinknek egy lapot kiil-
diink?

b) Hanyféleképpen tehetjik ezt meg, ha ragaszkodunk ahhoz, hogy ismerdseink
ktilonbozd lapokat kapjanak?

c) Hanyféleképpen tehetjik ezt meg, ha mindegyik ismerdsinknek két-két lapot
ktldiink gy, hogy mindegyiknek kiuldott két lap kilonbozd legyen?

25. Feladat. A standard magyar rendszdm hdrom betit tartalmaz az angol dbécébdl,
amit hdrom szamjeqy kévet. Hdany standard rendszam lehetséges Magyarorszdgon?

26. Feladat (Kalmar Laszl6 verseny, 5. osztaly, 2003 dontd). Az 1,2,3,4,5
szamgjeqyekbdl hany pdros szdm készitheto, ha mindeqgyik szamgjegyet legfeljebb egyszer
haszndlhatjuk fel?

27. Feladat (Varga Tamas verseny,7. osztaly, 1992 3. forduld). Az 1,2,3,4,5
szamgjegyek mindeqgyikének egyszeri felhaszndldsdval otjeqyid szamokat képezhetiink.

a) Hdny kiilonbozd tjegyt szam van?

b) Ezeket a szamokat nagysdg szerint novekvd sorrendbe dllitva, melyik szdm dll
a 82. helyen?

28. Feladat (Varga Tamas verseny, 7. osztaly, 2001 1. forduld). Hdny olyan
4-gyel oszthato otjegyt természetes szam van, amelyek az 1,2,3,4 és 5 szamjegyek
mindeqyikét pontosan eqyszer tartalmazza?

29. Feladat (Varga Tamas verseny, 8. osztaly, 1994 3. forduld). Hdny olyan
kiilonbozo szdmjegyekbol dllo négyjeqyi szam van, amelyben két szamjeqy pdros, két
szamjeqy pdratlan?

30. Feladat (Varga Tamas verseny, 7. osztaly, 1997 2. forduld). Dobskockdval
dobunk hdromszor eqgymds utdn.

a) Hanyféle haromjegyt szamot kaphatunk igy?
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b) Ezek kozil hdany oszthato 5-tel, és hdny 9-cel?

31. Feladat. Tizsszer eqymds utdn feldobunk egqy érmét. Hdany kimenetel lehetséges?
Ebbil hanyszor lesz két azonos dobds kozvetlen eqymds utdan?

Tizsszer eqymds utdn feldobunk eqy kockdt. Hdny kimenetel lehetséges? Ebbdl
hdnyszor lesz olyan dobds-sorozat, amelyben van hatos?

32. Feladat. Hdny n x m méretd 0-1 mdtriz van? Hdny n hosszi szdmsorozat van,
ha szamainak a {0,1,...,2™ — 1} halmazbol kerilnek ki?

33. Feladat. Legyen k és { két természetes szam. Igazoljuk, hogy tetszdleges a,b
pozitiv egész esetén

a) a* - a’ = aF*,

1) (@) = ot
c) a® - b* = (ab)*.

Ervelésiink leqgyen kombinatorikus. Azaz tizzink ki eqy dsszeszdmldldsi problémit,
amelyre kétféle érveléssel tudunk vdlaszolni. Eqyik érvelés a bal, a mdsik a jobb oldali
kifejezést adja valaszként.

34. Feladat. Egy hisz fds osztalyban eqyik drdan pdrokban kell dolgozni (tizendt pdrt
kell kialakitani). Hdnyféleképpen lehet ezt megtenni?

Ora utdn fényképekedik az osztdly. Két tizes sorba kell dliniuk gy, hogy a hdtsé
sor mind a tiz gyereke eldtt alacsonyabb gyerek dlljon. Hdnyféle fénykép késziilhet?
(A gyerekek mind kilénbozé magassdgiak.)

35. Feladat (Abacus, A. 877). A Tdorpdombon 7 ij lakdhdz épiilt. A kilonbozd
szinteken lévd hazakat lépcsdk, az azonos szinteken lévdket pedig jarddk kotik dssze.
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Hdnyféle vitvonalon juthat el az 1. szdmi hdz lakdja a 7. szdmiihoz, ha a lépcsdn
csak lefelé mehet és eqy jarddn nem halad kétszer végig.

36. Feladat. Az aldbbi térképpel leirt teriileten a jelzett utakon haladva A-bol B-be
kell eljutnunk.
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Hdny lehetdségiink van, ha nem térhetink vissza eqy mdr elért csomaopontba?
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