Kombinatorikai fogalomtar

A e jelzi egy definicid kezdetét. o* kiilondsen fontos definicié kezdetét jelzi. A o magyardzat, elnevezés,
olvasat, példa kezdete. Ezeket nem kell a megfelel§ definicihoz leirni. Leirdsa altalaban tulmagyarazést,
félrebeszélést jelent. A leirtak nem egy , szentirds”. Sokféle megfogalmazéds lehet. Vigydzzunk azonban
arra, hogy szavaink stllyal birnak. En csak a leirtakat tudom figyelembe venni. Kihagyott, elirt jelzok a
definicidkat értelmetlenné, hamissa tehetik. Ha valaki tobb mddon ki tudja fejezni magat, akkor azt irja le,
amelyik szamara a legtermészetesebb, kézenfekvs. Tobb helyes definicié megadédsa nem jelent tobb pontot.
Két helyes és egy helytelen definicié megadasa egyértelmiivé teszi, hogy a hallgaté nem érti a fogalmat.

Osszeszamlaldsi alapfogalmak

Egy f : A — B leképezés bijekcid, illetve parbadllité leképezés, ha f az A halmaz kiilénb6zo
elemeihez kiilonb6z6 elemeket rendel és B minden eleme el6all képként.
o f(a) =b € B elemet a € A parjanak nevezziik. a a b elem pérja.
I. kombinatorikus alapelv: Két halmaz akkor és csak akkor azonos elemszamu ha van koztik
parbadllité leképezés.
e 0] =0, 1] = {1}, [2] = {1,2}, ..., [n] = {1,2,...,n} ={i e N: 1 < i < n}, ... standard véges
halmazok.
e H halmaz véges, ha valamelyik standard véges halmazzal parbaallithato.
e Az Ay, As, ..., A, halmazok paronként diszjunktak, ha mindegyik elem legfeljebb egyiknek eleme.
o Alternativ médon: semelyik kettének sincs kézos eleme.
o* II. kombinatorikus alapelv: Aj, As, ..., A, paronként diszjunkt halmazok esetén

Ay UAs U.. U Ay = |Ar| + |As| + ...+ |An).

e Az Ay, As, ..., A, halmazok Descartes-szorzata az a halmaz, amely pontosan azokat az
(a1,az,...,a,) elem n-eseket tartalmazza, amelyekre a1 € Ay, as € As, ..., a, € A,. A Descartes-
szorzat jelolése Ay x Ay X ... X A,.

o* III. kombinatorikus alapelv: A, Ao, ..., A, halmazok esetén
|A1 XA2 X ... XAn| = |A1||A2||An|

e Egy H halmaz esetén (f ) azt a halmazt jeldli, amely elemei pontosan H -nak k-elemii részhalmazai.
o (2) egy n-elemi halmaz k-elemi részhalmazainak szdma.
M egy multihalmaz a H halmaz felett, ha M egy H elemeihez természetes szamokat rendeld leképzés.
o M(h) a h elem multiplicitdsa az M multihalmazban. Példdul egy molekula egy multihalmaz a

periédusos rendszer elemei felett. HyO multihalmazban/molekuldban H /hidrogén 2 multiplictdssal
szerepel, O/oxigén 1 multiplictdssal szerepel. Fe/vas multiplictdsa 0. Példdul egy sz6 betiikészlete
multihalmaz az abécé elemei felett. A Mississippi szébetiikészletében M multiplictasa 1, w mul-
tiplictdasa 0, ¢ multiplicitasa 4. Egy pozitiv egész primtényezos felbontisa egy multihalmaz a
primszamok P halmaza felett. 168 = 23 - 3 - 7 felbontésban 2 multiplicitdsa 3, 7-¢ 1, 17-é 0.

e Legyen M egy multihalmaz a H halmaz felett. Az M multihalmaz elemszama

> M(h).

h:he H

e M és N multihalmaz (a H halmaz felett). M rész-multihalmaza N-nek, ha M < N, azaz minden
h € H elemre M (h) < N(h).
o* (%)) ak elem(i multihalmazok szdma egy n elemfl halmaz felett.
Egy H n-elem{i halmaz sorbaallitiasa egy 7 : [n] = {1,2,...,n} — H bijekcid.



o [n] ={1,2,...,n} a sor poziciéi, H elemei a sorbadllitott objektumok. (i) = h jelentése: ,az
i-edik poziciéba a h elem keriilt”.
o* Egy H feletti n-elem(i M multihalmaz sorbadllitdsa egy 7 : [n] = {1,2,...,n} — H fiiggvény,
amelyre teljesiil, hogy
{i € [n]:7(i) = h}| = M(n).

o A formula jelentése: , azon pozicidk szama, ahova egy h elem keriil éppen annyi mint a h elem
multiplicitdsa M-ben (ahdnyszor eléfordul h az M-ben)”. 7 egy fiiggvény, a kordbbi fliggvényeinkrol
sokszor feltettiik, hogy bijekcio. Itt NEM, 7 bijekciénak tituldlasa sértés. A fogalom meg nem
értését jelenti (mint méskor a bijektiv tulajdonsdg fel nem tiintetése). Egy tandrnak ezen kis
kiilonbségeket éreznie kell, hogy meggy6z6en tanithasson.

Egy H halmaz permutacidja egy 7 : H — H bijekcio.

Egy H halmaz korokbe allitdasa H elemeinek diszjunkt nem iires osztdlyokba soroldsa és minden

osztdlyon belill az elemek egy korszer(i elrendezése (jobb oldali és baloldali szomszédok kijelolése, hogy

egy kor alaki asztal melletti tilésrend alakuljon ki).

o Egy H halmaz korokbe allitdsa esetén h — ,,h jobb szomszédja” egy permutacidja a H halmaznak.
Megfoditva egy permutécié esetén h € H jobb oldaldra allitva w(h)-t, majd annak jobbjara &llitva
m(mw(h))-t, és {gy tovdbb, kialakul egy kor. Ezt minden elemre megtéve H egy korokbe &llitasét
kapjuk. Azaz a permutécidk és a korokbe allitasok ugyanazok. Ha egy permutaciéra mint kérokbe
allitasra tekintiink, akkor a koroket ugy hivjuk, hogy a permutécié ciklusai.

e Egy rekurziv szabdly /rekurzié véges sok szam sorozatéhoz rendel egy 1j értéket. Specidlisan az tires
sorozathoz is rendel egy szdmot.

Egy {an}32 sorozat eleget tesz egy rekurziv szabdlynak/rekurziénak, ha minden elemének
értéke az, amit a szabély hozzdrendel/el6ir a korabbi értékek sorozatdhoz.

e A linedris rekurzié egy olyan rekurzié, amelyhez létezik egy k természetes szam és k darab
szam/egylitthatd gy, hogy a rekurziv szabdly , ha az aktudlis pozicié elétt van legaldbb k tag, akkor
az eléz6 k tagot rendre sulyozd az adott egytitthatékkal és a silyozott elemeket add Gssze”.

o Példaul a,, = 3a,—1 — 2a,—2. Ekkor k = 2, azaz a sorozat minden tagja (a harmadiktdl kezdve)
az eloz6 kettobol kiszamolhaté gy, hogy az el6z6 haromszorosat és a masod elézd —2-szeresét
osszeadjuk. Példaul a,, = 3a,—1 — 2a,—3. Ekkor k = 3, azaz a sorozat minden tagja (a negyediktél
kezdve) az el6z8 harombdl kiszdmolhatd gy, hogy az el8z8 haromszorosat, a mésod eléz6 0-szorosat
és a harmad el6z6 —2-szeresét Gsszeadjuk.

o Ha adott egy linedris rekurzié (egy konkrét k értékkel) és adott a sorozat elsé k tagja, akkor ezen
informécié elég a sorozat leirasara. A fenti informadcié definidl egy sorozatot: linearis rekurziéval
definialt sorozat. Az elsé k tag felirdsa, majd a szabdly ismételt alkalmazasa tetszOleges elem
egyértelml meghatarozasat lehetové teszi.

e Az Fp=0,Fy =1és F,, = F,,_1+ F,,_2 (han > 2) lineéris rekurzi dltal definidlt sorozat a Finonacci-

sorozat.
Grafelmélet
o* Egy egyszerti graf egy G = (V,E) par, ahol V egy véges csicshalmaz, amely -elemeit
cstcsoknak /pontoknak nevezziitk, E pedig G élhalmaza: bizonyos cstcsparok, amelyeket éleknek
neveziink.

o Jelsléssel E C (V).

o* Egy graf egy G = (V, E, I) hiarmas, ahol V' egy véges csucshalmaz, E egy véges élhalmaz, I pedig egy
illeszkedési relécié V' és E kozott (egy e € E élre illeszkedd v € V' csticsok az e él végpontjai), amelyre
teljesiil, hogy minden élnek kettd (esetleg egybeesd) végpontja van.

o Egy e él osszekoti két végpontjat. Egy e él két végpontja szomszédos. Egy v csticsnak egy u cstcs
szomszédja, ha van olyan él, amely két végpontja u és v.
e Egy e él hurokél. ha két végpontja egybeesik.
e ¢ és f élek parhuzamos élek, ha e két végpontja megegyezik f két végpontjaval.



o Az egyszerii grafok és a hurokélek, parhuzamos élek nélkiili grafok azonosithaték (ennek megfeleléen
egyként kezeljiik &ket).
e G és H két egyszerii graf izomorf, ha van olyan « : V(G) — V(H) bijekeid, hogy z,y € V(G) akkor és
csak akkor szomszédos, ha a(z), a(y) € V(H) szomszédos.
o Az izomorfizmus jelélése: G ~ H.
Egy G gréf v csucsanak foka

[{e € E: e egy v-re illeszked§ NEM-hurokél}| + 2|{e € E : e egy v-re illeszked hurokél}|.

o Egy G gréfbeli v cstics fokat d(v) vagy dg(V)-vel (annak megfelelden, hogy az alapgrafot szeretnénk-
e hangsulyozni).
o Ha G egy hurokélmentes graf, akkor egy cstiicsanak foka a v-re illeszkedé élek szdma.
o Ha G egy egyszerii graf, akkor egy csiicsanak foka a szomszédai szama.
Egy séta a G gréfban egy
S 1 vg,e1,v1,€2,V2,...,U_1,€p, Uy

sorozat, ahol (1): vg,v1,...,ve csicsok, eq, ..., es élek, tovdbba (2): e; két végpontja v;—1 és v; minden

i=1,2,....0 esetén.

e A fenti S séta hossza /¢, azaz a séta élsorozatanak hossza.

o A fenti S séta hossza megkaphatd dgy is, hogy a séta csuicssorozatanak hosszabdl levonunk egyet.
Egy séta hossza lehet 0 is.

o A fenti S séta kiindulé csticsa vy, végso csicsa vy. Azt mondjuk S egy vouy séta. Azt mondjuk S
v9-bdl ve-be vezet. Azt mondjuk S séta Gsszekoti vo-t és vp-t

Egy sétalas esetén van egy t = 0,1,2,...,¢id6 paraméter. t = 0 idopillanatban egy vy csticsban allunk.
az i-edik idépillanatban (i = 0,1,...,¢ — 1) a v; csicsban dllunk és vélasztunk egy v;-re illeszkedd e;41
élt. Az i+ 1 id§ pillanatra dthaladunk az e; 11 élen (a sétdlds egy 1épése). Ekkor az e; 1 él v; melletti,
masik végpontjaba keriiliink; ez lesz v;y1.

o Nyilvdn minden séta felfoghaté egy sétalasnak és egy sétalas meghataroz egy sétat. Ugyanarrdl szél
a két fogalom két szemlélet szerint: a statikus és a dinamikus szerint.

Egy G grafban az elérhetdségi relacid egy relacié a csucsok kozott. w és v csicsok elérhetségi
relaciéban allnak (jelolésben u ~ v) ha u-bdl elsétalhatunk v-be.

Egy graf akkor és csak akkor graf 6sszefiiggd, ha barmely csicsdbdl barmely masikba el tudunk sétalni.
Egy graf komponenseit gy kapjuk meg, hogy vessziik az elérhetéségi reldcié egy ekvivalenciaosztalyat
és a koztiik 1évo éleket.

o Egy graf akkor Gsszefliiggd, ha egy komponense van.

Egy séta vonal, ha élsorozatdban nincs ismétlédés.

e Egy mohé vonal névelés olyan sétalas, ahol minden 1épésnél olyan élt valasztunk, amelyen korabban

nem haladtunk at.

Egy séta ut, ha csicssorozatdban nincs ismétlédés.

e Egy mohd it névelés olyan sétalas, ahol minden 1épésnél olyan élt valasztunk ami eddig nem latogatott
csucsba vezet.

e Egy séta zardda, ha kezdd és végso csicsa megegyezik.

Egy vo, €1, v1, €2, V2, ..., 0e_1, €, Vg séta kOr, ha vy, e1,v1, €2, v2,...,v,-1 egy Ut (£ > 1), ey egy 4j (eddig

nem szerepld) él, és vy = vp.

o A definici6 szerint minden korben lennie kell élnek (séta, vonal, it esetén ez nem sziikségszerii).
vy = v miatt egy kor NEM it. A zarddé it egy onellentmondds, ha hossza legalabb 1. A 0 hossza
at zarédo, de nem kor, mert nincs éle. Ha egy élen oda-vissza 1épiink, akkor egy kett6 hosszi zar6dé
sétat kapunk. Ez nem kor, mert a zarédéast okozd él nem 1j él, hanem egy eddig szereplo él.

e Egy graf fa, ha Osszefiigg6 és kormentes graf.

o A fak alternativ médokon is definidlhatok. Ezek ismerete sziikséges is. A fa definialdsanal azonban
csak egyet frjunk csak le. Néhéany alternativ definicié: (i) T fa, ha Osszefiiggd, de barmely élét
elhagyva Osszefliggdsége megsziinik. (ii) T fa, ha nincs benne kor, de barmely két meglévd cstcsét
egy Uj éllel osszekotve keletkezik benne kor. (iii) T fa, ha barmely két csicsa kozott pontosan egy
at van.



Ha G-b8l G-t ugy kapjuk, hogy G csicsait, éleit (a koztik 1év§ illeszkedéssel) megtartjuk és egy u
1j csticsot és egy e 1j élt hozzdadunk, amely e él egyik végpontja u a masik G egy csticsa, akkor azt
mondjuk, hogy G-t G-bdl aghajtas operacioval kaptuk.
Egy fa egy csticsa levél, ha foka 1.
Egy gyokeres fa egy (T,r) par, ahol T fa és r egy gyokérnek nevezett kitlintetett csics.
Egy gyokeres faban x cstucs fia egy olyan y csics, ami szomszédja neki és a gyokértol messzebb van
mint z (a gydkérbe vezetd egyetlen 1t y-bdl hosszabb mint z-bdl). Ekkor azt is mondjuk, hogy = az y
cstics apja.

o Minden nem-gyokér csicsnak van apja és ez egyértelmi@i. Legalabb egy cstics van, amelynek nincs

fia (persze sok is lehet). Olyan cstcsok is lehetnek, amelyeknek sok fiik van.

e Egy gylGkeres faban egy levél olyan csics, amelynek nincs fia.
e Egy G gréafban egy e él elhagydsdval /torlésével nyert G — e graf, az a graf amely csticsai G cstcsai,

élei F(G) — {e} és minden élének ugyanaz a két végpontja mint G-ben.
Egy G grafban egy v cstics elhagydsaval/torlésével nyert G — v graf, az a graf amely csicsai
V(G) — {v} elemei, élei E(G) v-re nem illeszkedd elemei és minden élének ugyanaz a két végpontja mint
G-ben.
Az R graf a G graf részgrafja, ha csicsok és élek elhagyédsaval megkaphaté G-bol.
Az R graf a G graf feszitett részgrafja, ha csicsok elhagydsdval megkaphaté G-bol.
Az R graf a G gréf feszits részgrafja, ha élek elhagyasdval megkaphaté G-bol.
Egy G graf feszit6faja egy olyan fa részgraf, amely G 0sszes csicsat tartalmazza.
Egy Euler-vonal olyan vonal, amely minden cstcsot és élt meglatogat.

o Azaz egy séta Euler-vonal, ha minden élen pontosan egyszer halad 4t és minden csicsot megldatogat.
Egy ut Hamilton-at, ha csicssorozata az Gsszes csicsot tartalmazza.
Egy kor Hamilton-kor, ha cstcssorozata az Osszes cstucsot tartalmazza.
A G graf egy (csics)szinezése egy ¢ : V(G) — P fiiggvény, ahol P-re mint paletta, elemeire mint
szinekre hivatkozunk.
Egy G graf egy c szinezése jé szinezés, ha minden élre a két végpontjahoz ¢ kiillonboz6 szineket rendel.
G graf kromatikus szama az a minimélis szdm, amekkora méretii palettdaval jol kiszinezheté.
Egy K C V cstucshalmaz klikk egy grafban, ha K barmely két kiilonb6z6 eleme szomszédos.
Egy FF C V egy filiggetlen csiicshalmaz egy grafban, ha nincs olyan él, amely mindkét végpontja
F-beli.
Egy M C FE élhalmaz parositas, ha azon pontok szdma, amelyek valamelyik M-beli élre illeszkednek
2|M|.
Egy L C V csicshalmaz lefogé (cstics)halmaz, ha minden élnek legaldbb az egyik végpontja L-beli.
Egy G graf paros, ha csicsai két osztélyba vannak sorolva (esetleg két osztdlyba vannak sorolhaték)
gy, hogy minden élenek egyik végpontja az egyik, a masik végpontja a masik osztalyba essen.
K, az n pontu teljes grafot jeloli, azaz azt az egyszerii grafot, amelyben barmely két kiilon6z6 pont
0sszekotott.



