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1. Alapfogalmak

Gréfok csicsai és élei i szinezhetok. Mi most csak cstics-szinezésekkel foglalkozunk.
Egy cstics-szinezés a graf csicsaihoz rendel szineket, azaz egy

c:V(G)— P,

fiiggvény, ahol P egy szinhalmaz/paletta. P lehet {piros, kék} (ekkor vagy més két
elem paletta esetén 2-szinezésrol beszéliink). Altaldban k-szinezés azt jelenti, hogy
szineink k elemii palettdbdl keriilnek ki. Gyakori a P = {1,2,3,4,...} vilasztés.

Egy szinezés j6 szinezés, ha minden e = uv € E(G) élre u és v szine kiilénbozik,
azaz c(u) # c(v). Ez kapcsolja Gssze a csicsok szineit a graf struktiraval/az élekkel.

Ha grafunkban van hurokél, akkor az erre vonatkozo feltétel szerint két végpontja
kiilonbozo szint kell hogy kapjon. De két végpontja ugyanazon csics, azaz a feltétel
nem teljesithetd, nincs jé szinezése grafunknak. Ha grafunkban nincs hurokél, akkor
minden csucsnak kiilonbozo szint adva egy jé szinezéshez jtunk.

A tovabbiakban graf szinezésrol beszélve mindig jo cstics-szinezésre gondolunk és
feltessziik, hogy grafunk egyszeri. A hurokélek hidnyanak feltétele a fentiek alajan
nyilvanvalo.

2. 2-szinezheto grafok

Lattuk, hogy egy paratlan hosszi kor szinezéséhez kell hdrom szin. Természetesen,
ha grafunkban részgrafként ott van egy partalan kor, akkor mar ez megakadélyozza,
hogy két szinnel jol szinezhessiink.

Nem nehéz, de nem is nyilvanvald, hogy ez az észrevétel megfordithato.

1. Tétel. Egy grdf akkor és csak akkor szinezhetd ki jol két szinnel, ha nem tartalmaz
pdratlan hossziu kort.

Bizonyitas. A két irdanyu tételnek csak az az irdnya problémas: amelyik azt allitja
hogy péaratlan hosszi korok hianyaban a két-szinezhetoség garantalt.

Elegendo osszefiiggd grafokra igazolni ezt. Legyen G egy Osszefliggd graf és T
egy feszitéfaja.

T aghajtasokkal felépitheto és a felépitést kovetve jol ki is szinezheto két szinnel:
Minden 1ij cstics megjelenésénél egyetlen egy szomszéd (mér szinezett) lesz. A két
elemi paletta garantdlja a szinezés folytatasat. Ezzel a teljes G csics halmazat
kiszineztiik két szinnel. A probléma,hogy csak T' éleire , tigyeltiink”.

Belédtjuk, hogy G minden élének két végpontja kiilonb6zo szint kapott. Legyen
e =uv € E(G) — E(T). T-ben van (egyetlen egy) uv at. Ezt e egy korré zarja
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be, amelyrol tudjuk,hogy paros hosszti. Tehat a T-be es6é uv ut paratlan hosszu,
raadasul jol van szinezve. A j6 szinezés két szin eseten az Gt menti szin-alternalast
jelenti. Paratlan Ut esetén u és v szinének kiilonbozosége konnyen adodik. |

Két szinezhetGség azt jelenti, hogy piros/kék szinezhet6 legyen a graf gy, hogy
minden él a két szinre vonatkozdlag , keresztél” legyen. Madsrészt tgyis fogalmaz-
hatunk, hogy minden kore paros legyen (ebbe belefér az is, hogy ne legyen kore).
A masodik jellemzés alapjan az ilyen grafokat paros grafoknak nevezziik. Az angol
terminildgia ,, bipartite”, tiikkorforditasa kétrészes. Ez a széhasznalat inkdbb az elso
jellemzést koveti.

Definicié. G graf paros, ha csiicsai A és F' kategoridkba sorolhatok gy, hogy minden
él egyik végpontja A-beli, masik F-beli legyen.

Specialisan egy paros graf nem tartalmazhat hurokélt.

Négy cstics paronként osszekotve megakadélyozza a harom szinnel valo jo szinez-
hetoséget. Ez az éllitas azonban nem fordithaté meg. Nem is ismert a fenti tételhez
hasonlo, , szép” jelemzése a harom szinnel szinezheto grafoknak. A szakértok azt
sejtik, hogy ilyen nincs is. Persze egy ilyen allitas akkor valik matematikai sejtésse,
ha pontosan definialjuk a benne szereplé fogalmakat. Ez messze meghaladja ezen
kurzus kereteit.

3. Moho szinezés

Ismét ismertetjiik a legegyszeriibb eljarast egy jé szinezés megkeresésére. Feltessziik,
hogy algoritmusunk sordn a P paletta {1,2,3,...}.

Moho szinezési algoritmus:
(1) Rendezziik sorba grafunk csucsait:
™iV01,V2,....Up.
Ez lesz a cstcsok szinezési sorrendje

(2) Az i-edik szinezési 1épésben v;-nek szint adunk (1 = 1,2, ..., n). v; szinezésénél
v; kordbbi (kisebb indexszel rendelkez6) szomszédai mar szint kaptak. Legyen
T a szinezett szomszédok szineinek halmaza, ezeket nem adhatjuk v; szinének
(amennyiben a régi szineket megtartjuk). Legyen v; szine P — T (nem tiltott
szinek halmazédnak) els6/legkisebb eleme.

Jelolés. Legyen ymons(G) a fenti mohé szinezésnél felhasznalt szinek szama a G
graf esetén.

Példa. Az aldbbiakban egy fat lathatunk (tehat kromatikuss széma 2). A szaggatott
vonal egy csucssorrendet mutat. Ezt kovetve végezziik el mohd szinezést.
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Hany szinre volt sziikségiink?

Példa. Az aldbbiakban egy paros grafot (azaz két szinnel j6l szinezhetd) ldtunk
az {uy,us,...} U {vy,ve,...} cstcshalmazon. Egy wu; és v; csics pontosan akkor
van Osszekotve, ha i # j. A szaggatott vonal egy cstcssorrendet mutat (index
szerint novekvd rendezés). Ezt kovetve végezziik el mohd szinezést. Hany szinre

volt sziikségiink?

2. Tétel. Tetszdleges  cstcs sorrend esetén
Xmoho’ﬂr(G) S A<G> + 17
ahol A(G) = max,cvaw), a G graf mazimdlis fokszima.

Bizonyitas. Minden szinezési 1épésnél egy csticsnak a korabbi (mar szinezett) szom-
szédai altal kapott szinek lesznek tiltottak. A tiltott szinek szama biztos nem ha-
ladja meg A(G)-t. Azaz a mohé algoritmus sose 1ép ki a {1,2,...,A(G),A(G)+1}
szinhalmazbol. [ |

Megjegyezziik, hogy a teljes grafok és a paratlan hosszu korok mutatjék, hogy a
tétel allitdsa éles.

Bizonyitéas nélkiil megemlitjiik az alabbi kicsinynek tin6, de tavolrdl sem trividlis
tételt.

3. Tétel (Brooks). Legyen G egy dsszefiiggd grdf, amely nem teljes és nem pdratlan
hosszi kor. Ekkor

X(G) < A(G).

4. Szinezések és klikkek

Az alabbi fontos fogalom szoors kapcsolatban grafok szinezésével.

Definicié. Egy G grafban egy K C V(G) cstcshalmazt klikknek neveziink, ha K
barmély két kiilonbo6zo cstucsa 0sszekotott.

() és az Osszes egy elemt cstcshalmaz klikk. Barmély nem-hurokél é1 két végpontja
egy két-elemt klikket alkot.

A kapcsolat a jé szinezésekkel nyilvanval6: Egy tetszéleges ¢ : V(G) — P j6
szinezésnek tetszoleges K klikk cstcsait kiillonbozore kell szineznie. Specidlisan

1P| > |K].
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Ezt az észrevételt leghatékonyabban gy hasznalhatjuk ki, ha a legkisebb palettara
és a legnagyobb kilkkre alkalmazzuk. Kapjuk, hogy

X(G) > w(G) = max{|K|: K Kklikk}.

Az allitasunk egy egyenlGtlenség. Egyenloség nem igaz. Ezt mutatja a kovetkezd
graf:

Egy 6t hosszu kor mellett van egy cstcs, amely a kor 6sszes cstiicsaval szomszédos.
A kor jé szinezéséhez 3 szin kell, a plusz cstcs egy 1j szint igények. A kromatikus
szam 4. Konnyt ellenérizni, hogy a legnagyobb klikk mérete 3.

A fenti egyenlGtlenség egy megfogalmazasa: Ha grafunkban van ,nagy” klikk,
akkor a jé szinezéshez ,,sok” szin kell.

Forditva igaz-e? Ha a kromatikus szam nagy, akkor lennie kell a grafban nagy
klikknek? Ha a kromatikus szam legalabb 2, akkor lennie kell benne élnek, ami egy
két-elemu klikket ad. Ezen trividlis megjegyzésen til a fenti kérdésként felvetett
megforditas NEM igaz. Ezt a kovetkezo szekcioban igazoljuk.

5. Nagy kromatikus szami, haromszog nélkiili grafok

4. Tétel. Van olyan G,, grdfsorozat, hogy
(i) x(G,) — 00, ha n tart a végtelenbe,
(ii) G,-ben nincs hdromszog, azaz hdrom-elemd klikk, azaz w(G,) < 2.

A bizonyitas konstruktiv lesz. Leirunk egy konkrét grafsorozatot és ellenOrizzik
a tételbeli tulajdonsagokata. Tobb ilyen konstrukcié is ismert. Kettot ismertetiink.

Bizonyitas. (Mycielsky) Rekurziv médon/indukcié segitségével irunk le egy G, graf-
sorozatot.

G, legyen egy két pontu teljes graf, amely kromatikus szama 2, mig nem tartal-
maz hdrom elemi klikket (mivel nincs is hdrom cstcsa).

Tegyiik fel, hogy mar definidltuk G,,_i-et és ennek kromatikus szama n — 1,
tovabba nem tartalmaz harom elemi klikket. Ennek segitségével irunk le Gz, gréfot,
amely kromatikus szdma eggyel nagyobb lesz (tehat értéke n), de tovabbra sem
tartalmaz haromszoget.

Vegyiikk G,,_; egy példanyat és minden v csics mellé vegyiink fel egy v’ , iker-
testvért”. A v’ csticsokra mint 1j cstcsokra hivatkozunk. Az 1 csicsok kozott ne
vezessen €él, de minden v’ cstcsot kossiink Gssze a v cstucs szomszédaival. Végiil
adjunk hozzd az igy kapott grafhoz egy z zdrdcsicsot, amelyet pontosan a v’ 1j
csucsokkal kotlink Gssze. Az igy kapott graf lesz G,,.
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A G,-re torténo ugras sordn nem keletkezhet haromszog.

Azt allitjuk, hogy a G,,-re torténo konstrukcié sordn pontosan eggyel n6 a kro-
matikus szam. Nyilvan a kormatikus szam nem csckkenhet, tovabba eggyel tobbel
nem néhet. Azt kell indokolnunk, hogy a névekedés sziikségszerti. Valoban, tegyiik
fel, hogy G-t jol kiszinezziikk a P = {1,2,...,n — 1} szinnel (indirekt feltevés). z
szine legyen n — 1, az utolsé szin. Belatjuk, hogy a G, szinezése kozben kiszinezett
G—1 jOl atszinezhet6 tigy, hogy a benne el6fordulé n—1 szinek eltlinjenek (azaz csak
az {1,2,...,n — 2} palettat haszndljuk). Ez ellentmond, annak, hogy G,_; kroma-
tikus szama n — 1. Az dtszinezés egyszeri. Minden 1,2, ...,n — 2 szint meghagyunk.
Az n — 1 szint kapott v csticsok szinét lecseréljiik v’ ikertestvére szinére. Ez a szin
nem lehet n — 1, hiszen v’ Osszekotott z-vel. Mésrészt j6 szinezéshez jutunk, hisz
egy fiiggetlen ponthalmaz (az n — 1 szint pontok egy halmaza) elemeit festettiik at,
koztiik a jé szinezés semmilyen feltételt nem ir el6. Mig az atszinezett pontoknak a
régi szinekkel sem lesz konfliktusa, hisz v mellé a v’ szine ,,stimmelni” fog: v’ szine
egy jo szinezésbél jott, ahol v’ 6sszekotott v G,,_1-beli szomszédaival. |

Bizonyitas. Vegylink fel egy egyenest és rajta N pontot. Az N pont altal meg-

hatarozott (]; ) darab szakaszra mint atmérére koroket rajzolunk. Az igy kapott

(gf ) darab kor alkotja grafunk csicshalmazat. Két cstcsunk/kor szomszédos, ha
kiviilrol érintkeznek.

Egyszertien igazolhaté, hogy ezen grafban nincs haromszog. Azaz az éllitas geo-
metriai megfogalmazasa: ha harom kor kozéppontja egy egyenesre esik, akkor nem
lehetnek paronként kiviilrol érintkezok.

Legyen G, az a graf, amely 2"~! + 1 pontbdl épitettiink fel. Csak az (i) tualj-
donsagok kell igazolnunk.

A pontos allitasunk: Ha N > 2% akkor grafunk nem szinezheté k szinnel. In-
direkten bioznyitunk. Legyen ¢ csicsaink/kéreink egy k szinnel torténd szinezése.
Célunk az, hogy beldssuk ez a szinezés nem lehet j6. Az egyenesen felvett kiin-
dul6 ponthalmazunk mindegyik P eleméhez rendeljiikk hozza azon szinek halmazat,
amelyeket azon korok kaptak, amelyek egyenesre es6 atmérdjére P mint bal oldali
végpont illeszzkedik. Az N(> 2) egyenesen 1évé pont mindegyikéhez a k elemii pa-
letta egy részhalmazat rendeltiik. Ez 2% lehet6séget enged meg a szinhalmazokra. N
valasztasa miatt lesz két pont P és (), amelyhez ugyanaz a szin tartozik. Tegyiik fel,
hogy egyenesiinkén balrdl jobbra haladva eloszor P, majd @ kévetkezik. Azaz a PQ)
szakasz bal oldali végpontja P. Azaz a P-hez rendelt szinhalmaz elemei kozott ott
van a P@Q-ra mint atmérore rajzolt C kor szine. Ennek a szinnek el6 kell fordulnia a
(Q-hoz rendelt szinhalmazban is. Ez egy megfelel6 kor 1étezését kivanja, ami azonos
szinli C -vel, amit kiviilrdl érint. Tehat a kiindulé ¢ szinezés nem lehet jo szinezés.

Specialisan G,, kromatikus szama legalabb n. [ |
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