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1. Ramsey-szamok

Definicié. Legyen Ram(G) = max{w(G), a(G)} = max{w(G),w(G)}, azaz a leg-
nagyobb halmaz mérete G-ben ami fiiggetlen vagy klikk.

Egy alternativ lefras: Egy cstcshalmazt homogénnek neveziink, ha klikk vagy
figgetlen. Ram(G) alegnagyobb homogén halmaz mérete. Nyilvan G és G homogén

halmazai ugyanazok, specialisan Ram(G) = Ram(G).

Definicié. Legyen R(k) az a minimélis n csticsszam, amely esetén minden n ponti
egyszerti G grafra Ram(G) > k. Az R(k) szamok a Ramsey-szdmok.

Vegyiik észre, hogy a Ramsey-szdmokat egy szdmhalmazban el6fordulé mini-
mumként definialtuk. Koénnyd latni, hogy ebben a szamhalmazban benne van v és
v < N, akkor N is benne van. Azonban az is elképzelhetd, hogy szamhalmazunk
az lireshalmaz. Ekkor az iireshalmaz elemeinek minimumaéra a formalis definicié oo
lenne. Ramsey hires tétele azt allitja, hogy ez nem lehetséges.

1. Tétel (Ramsey).
R(k) < 4F.

Persze ez a tétel csak egy durva fels6 becslés. Esetleg nagysagrendileg is helyte-
len. Erdés Pél a valoszintiségszamitési modszer egy egyszerd alkalmazasaval mutatta
meg, hogy az R(k) szamok exponencialis névekedéstek.

2. Tétel (Erd6s Pal). k > 2 esetén
R(k) > V2"

A legtermészetsebb bizonyitas az lenne, hogy leirunk /konstrualunk egy \/§k pon-
tu grafot és ellendrizziik, hogy nincs benne £ elemd homogén halmaz. Erdds bi-
zonyit’asa nem igy megy. S6t mind a mai napig nem ismert a fenti utat kévetd
,termeészetes” bizonyitas (annak ellenére, hogy sokan szeretnének ilyet latni). Erdés

bizonyitasa az, hogy felvesz egy \/§k elemszamu cstucshalmazt és minden cstcsparra
feldob egy érmét: ha fej, akkor 6szekoti Gket, ha fras, akkor nem. Az igy kialakit egy
grafot, majd azt mondja ,,fogadjunk, hogy nincs benne k elemit homogén halmaz”.
Pozitiv a valészintisége, hogy a fogadast megnyerje. (Ez némi szamolast igényel.)
Igy a tétel igazolast nyer.

Hasznos a fenti fogalom aszimmetrikus valtozatat is bevezetni.

Definicié. Legyen R(k, () az a minimélis n csticsszam, amely esetén minden n ponti
egyszeri G grafra w(G) > k vagy a(G) > (. Az R(k,() szamokat is Ramsey-
szamokként hivatkozzuk.
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Természetesen R(k) = R(k, k). Az aszimetrikus valtozatot Erd6s—Szekeres ve-
zette be, hogy Ramsey felsé becslésénél egy kissé jobb eredményt érjen el.

3. Tétel (Erd6s Pal—Szekeres Gyorgy). (i) R(k,() < R(k—1,0)+R(k,{—1),
(ii) R(k) < (3F)) <4k

k—1
Megjegyezziik, hogy a fenti alapbecslések (\/§k) < R(k) < 4%, az exponencidlis
fiiggvények k6zott mind a mai napig a legjobb becslések.

* * *

A fenti fogalmak maképp is megfogalmazhaték. Az alapprobléma szimmetri-
kus a G, G, graf-komplementer grafparra. Ennek latvanyos vizualizalasa, ha G éleit
pirosra, a komplementer éleit kékre festjitk. Igy a teljes graf egy piros-kék élszi-
nezésével dolgozunk. A klikkek piros monokromatikus csticshalmazok (a halmazon
beliil minden él piros). A fliggetlen csiucshalmazok kék monokromatikus cstcshal-
mazok. Az 1j nyelv alapjan a fenti Ramsey-szamok tovabb altalanosithatok tobb
szin vizsgalatédval. Mi csak egy specialis esetet irunk le.

Definicié. Legyen R(k,?¢,m) az a minimalis n cstcsszam, amely esetén az n ponti
teljes graf minden piros-kék-zold élszinezésére garantaltan taldlhatd k elemi piros-
monokromatikus, vagy ¢ elemd kék-monokromatikus, vagy m elemi zold-monokro-
matikus ponthalmaz.

2. Ramsey-grafok

Ramsey-grafok olyan ,nagy” pontszamu grafok, amelyek nem tartalmaznak £ elemi
homogén halmazt. (Aszimmetrikus valtozatban: ,nagy” pontszamu grafok, amelyek
nem tartalmaznak sem k elemii fiiggetlen halmazt, sem ¢ elemt klikket.) Ezek koziil
a legnagyobbak az R(k) — 1 pontszamuak. Sajnos a Ramsey-szamoknak csupan
kevés értéke ismert. Igy a Ramsey-graf fogalmat altalaban a fenti, matematikailag
nem pontos értelemben hasznaljuk.

A jol ismert R(3) = 6 allitas egyik része, hogy R(3) > 5. Azaz 6t csucsu grafok
kozt van olyan, amelyre Ram(G) < 2. Ezt az 6t hosszt kor mutatja: nem tartalmaz
se harom elemt klikket, se harom elemt fiiggetlen ponthalmazt.

4. Feladat. Ldssuk be, hogy ez az egyetlen ot csucsu graf, ami megfelel a fentieknek.

Ez az 6t pontu graf nagyon szimmetrikus.

Ez azért is érdekes, mert az altalanos R(k) > \/ik egyenlGtlenség bizonyitasa
a véletlen grafokon alapul. Tehat Erdds modszere Ramsey-grafok leirasara az volt,
hogy egy nagy (de nem tul nagy) ponthalmazon vette a standard véletlen grafot.
Belattuk, hogy Pgeg, (|Aut(G)| = 1) — 1. Azaz Erdds modszere egy olyan gréafot ad,
aminek semmilyen szimmetriaja nincs. Ennek ellenére ezen legegyszertibb példan az
(egyértelmt) extremaélis graf nagy szimmetridval rendelkezs graf. Ez nem egyediili
eset.

5. Feladat. Mutassunk eqy grdafot, amely az R(3,4) > 8 egyenldtlenséget igazolja.
6. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,4) = 9.
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7. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,5) > 13.

8. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R(3,5) = 14.
9. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,6) > 17.

10. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R(3,6) = 18.

3. Paley-grafok

Definicié. Legyen ¢ egy primhatvany, amely 4-gyel osztva 1 maradékot ad. P, a ¢
paramétert Paley-graf csicshalmaza F,. Két csics, x és y akkor és csak akkor van
Osszekotve, © — y négyzetszam. (Az oszthatosagi feltétel ekvivalens azzal, hogy —1
négyzetszam, azaz a fenti 6sszekotottség szimmetrikus tulajdonség.)

1. 4bra. Py

11. Lemma. Legyen q = 4k + 1 primhatvdiny. Ekkor
(1) V(P =q=4k + 1,
(it) P, 2k reguldris,
(1i1) P, erdsen requldris grdf 2k, k — 1,k paraméterekkel,
() P, pottranzitiv.

12. Lemma. A q ponti teljes grdf élhalmaza két diszjunkt osztdlyra oszthato gy,
hogy mindkettd P,-val legyen izomorf.

Bizonyitas. Legyen g egy nem-négyzetszam elem [F-ban. Ekkor a g-vel val6 szorzas
permutélja a csicsokat, P, éleit éppen nem-élekbe viszi. [ |

A fenti tulajdonsagot ,,on-komplementerségként” is kifejezhetjiik. Ezzel a nyel-
vezettel P, egy on-komplementer graf.

13. Tétel. R(4) > 17.
Bizonyitas. Ellenérizni kell, hogy a P;; grafban nincs négy elemi klikk. |
14. Feladat. Igazoljuk, hogy R(4) = 18.
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4. Clebsch-graf

A Clebsch-graf, C? egy 16 pontt 5-reguléris graf. Az alabbi abrédkon ennek lerajzo-
lasai lathatok.

3. abra. A Clebsch-graf tovabbi lerajzolésai

A Clebsch-gréf legegyszertibb definicioja az alabbi.

Definicié. Cl legyen az az egyszert graf, amely csicsai az [5] paros elemszamu rész-
halmazai. Két cstics pontosan akkor 0sszekotott, ha a reprezentalt két részhalmaz

szimmetrikus differencidja négyelemd.

15. Lemma. (i) |V(Cl)| = 16,
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4. dbra. A Clebsch-graf

(i1) Cl 5-reguldris,
(111) 5,0,2 paraméterekkel erdsen reguldris grif,
(iv) G ponttranzitiv.

Az eredeti definicioval ekvivalens leirasok:

(a) A 4-dimenzios hiperkockédhoz hozzaadjuk a szemkoztes cstucsokat Osszekots
éleket.

(b) Az 5-dimenzids hiperkocka szemkoztes cstcsait azonositjuk.

(c) Fi6 elemein definidlunk egy grafot: két csics akkor és csak akkor 0sszekotott,
ha kiilonbségiik kobszam.

16. Feladat. Igazoljuk, hogy a fenti hdarom konstrukcic a Clebsch-grdfot irja le.

17. Lemma (Greenwood—Gleason). K4 élhalmaza hdarom Clebsch-grdf diszjunkt
példdnydra particiondlhato.

Bizonyitas. K cstcsai legyenek Fig elemei. Fjg egy ciklikus csoport. Legyen g egy
general6 eleme, azaz Fis = {1,9,0% 6% ...,9"} (¢ = 1). Pontosan azok a nem-
nulla kébszamok, amelyek kitevGje harommal oszthato. K¢ éleit szinezziik ki harom
szinnel. Az zy él szine legyen x—y = ¢/ esetén j osztési maradéka harommal. (Azaz,
a harom szin: 0, 1 és 2). A definicié korrekt hiszen y —z = (=1)-(z —y) =z —y
egy 2-karakterisztikaja testben.

Az utols6 alternativ definici6 alapjan a 0 szind élek egy Clebsch-grafot adnak. A
csticshalmazon g-vel valo szorzas és g>-tel valo szorzés egy-egy permutéciot ad, ame-
lyek a 0 szind élek részgrafjat az 1, illetve 2 szind élek halmazaba viszi. Specialisan
minden szinosztaly egy Clebsch-grafot ad. Ez az allitast igazolja. |

18. Kovetkezmeény. R(3,3,3) > 16.

Bizonyitas. Vegyiik a fenti bizonyitasban szereplé Kig graf élszinezést harom szin-
nel. Csak azt kell észrevenni, hogy a Clebsch-grafban nincs haromszog, azaz nem
lesz monokromatikus haromszog. [ |

19. Feladat. Igazoljuk, hogy R(3,3,3) = 17.
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