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Emlékezteto

Emlékeztetiink a pozitiv szemidefinit (igy szimmetrikus) matrixok
két leirasara:
(1) Sajatértékei nem negativak,

(2) egy vektor rendszer Gram-matrixa.

o Mult alkalommal a sajatértékes értelmezés segitségével tobb
sajatértékkel kapcsolatos problémat fogalmaztunk meg mint SDP
probléma.

e Most a Gram-matrixos leirast haszndljuk kombinatorikus
optimalizalasi kérdések megvalaszolasdra.
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Egy alapkérdés

Claude Shannon (1916—2001) — az informacidelmélet egyik
alapitd egyénisége — kérdezte a kovetkezd kérdést.

e Adott egy dbécé, amelyben bizonyos betiik 0sszetéveszthetdek.

e Ez a reldcié kiterjeszthetd az ¢ hosszi szavakra: Két (azonos
hosszl) sz6 Gsszetéveszthetd, ha minden poziciéban ugyanaz a
betli vagy osszetéveszthet6 betlipdr All.

e Ekvivalens médon két sz6 nem osszetéveszthetd, ha valamely
pozicidban két kiilonbozd, nem Osszetéveszthetd betlipdr szerepel.
A fenti fogalmak a grafelmélet nyelvén is megfogalmazhatdk.

o Az 3bécé karakterei alkossdk a V halmazt. Ezen az
Osszetéveszthet6ség relaciot egy G graf irja le.
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Grafok szorzasa

Definicié
Egy G és H graf szorzata G X H az a graf, amely csticshalmaza
V(G) x V(H) és (v, w) akkor és csak akkor &sszekotott
(v/,w')-vel, ha a kovetkezék valamelyike fenndll:

(i) v=V'és ww' € E(H),

(i) w € E(H) és w = w/,

(i) w' € E(G) és ww' € E(H).

o Két él szorzata egy négy csucsu teljes graf. Innen ered a jelolés.
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Grafelméleti atfogalmazas

Konnyen lathatd, ha G egy dbécé osszetéveszthetOségi grafja, akkor
G¥ .= GRGKN...X G k tényezbs szorzat csticsai a k hosszli
szavak és a szomszédsag az OsszetéveszthetOség relacidt irja le.

e Shannon kérdése a kovetkezd volt: Hany paronként nem
Osszetéveszthetd szdt valaszthatunk ki az £ hosszi szavak koziil?

e ( =1 esetén ez nyilvdn a(G) a vilasz.

e Altaldban a vélasz
a(G®).
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Grafok Shannon-kapacitasa

Konnyen lathatd, hogy az 6sszeszamlalasi kérdésre adandé vélasz
nagysagrendje (ahogy ¢ n&) exponencialis. Bizonyitds nélkiil
kozoljuk az ezt leiré matematikai allitast.

Fekete/szubadditivitdsi Lemma

o
Legyen G egy egyszerli graf. Ekkor (\Z/ a(Gw)) egy
konvergens sorozat. -

Definicié

Sh(G) = lim {/a(G™),

a G Shannon-féle tetafiiggvénye vagy Shannon-kapacitasa.

A viszonylag egyszerii fogalom nagyon nehéz matematikai
problémat takar.
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Alap szendvics

a(G) < Sh(G) <X(G).

Mi is X(G)?

Definicidok

X(G) = x(G)
A G graf klikkfedési feladata: Milyen kevés klikkel tudjuk lefedni
V(G)-t?

a(G) < X(G) nyilvanvalé.
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Az alap szendvics elkészitése

o Legyen F egy a(G) elemii fiiggetlen halmaz G-ben. Ekkor F*
egy fiiggetlen halmaz G™-ben.
e Vegyiik G egy klikkfedését y(G) osztallyal. Konnyen lathatd,

hogy ez az osztalyozds G™ egy X'(G) osztélyra torténd
osztalyozdsat adja, amelyben minden osztaly egy klikk.

o Azaz
a‘(G) < a(G™) < X(G™) <X'(G).

e Azaz
a(G) < Sh(G) < X(G).

~—
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Grafok, amikrol mar mindent tudunk

Kovetkezmény

Ha G olyan, hogy a(G) = X(G), akkor

Sh(G) = a(G).

o A tétel megfogalmazasaban szereplo feltétel nem olyan ritka.
e Példaul minden perfekt (példaul paros) graf teljesiti.
e Igazabdl szép grafok komplementerei esetén kapunk egyenlGséget.

e A legkisebb graf, amelyre nem teljesiil az 6t-hosszi kor (Gs):
a(G) =2 < 3=x(G).
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Az elso probléma

Sh(Cs) meghatarozasa egy komoly matematika probléma.

o A kérdés felvetése utan tobb mint egy évtized utan sikeriilt
megoldani. Lovasz Laszlé bizonyitdsa az optimalizalas egy
kozponti eszkozévé valt.

e A kiindulé gondolatok alapjan 2 < Sh(Gs) < 3.

e Az alsé becslés javitdsa az egyszeriibb.

V5 < Sh(Gs).

A Lemma konnyen ellenérizhet6.
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Sh(Gs) alsé becslése

Paros k esetén

o (CB) = o (G B G)PH2) > 52 = V5",

Kovetkezmény

V5 < Sh(Gs).

A fels6 becslés erGsitése a Lovasz megoldas lényege. A klikkfedés
fogalmat irja at forradalmi médon.
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Ujbdl a klikkfedés

El6szor fogalmazzuk meg a G graf klikkfedését k klikkel.

Egy c: V(G) — {e1, e, ..., e} fuggvény klikkfedés, ahol minden
uv & E(G) élre c(u) = ej, c(v) = e esetén i # j.

o Az e;-kre ugy gondolunk, hogy szinek.

o Klikkfedés esetén Ossze nem kotott csicsok képei/szinei
kulonbozdek.
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Grafok ortonormalt reprezentacidja

Lovdsz Laszlé a szineket vektorokkal helyettesiti, a kiulonbozéséget
mer&legességgel helyettesiti.

Definicié
Legyen G egy egyszerii graf.

p: V(G) —» RY azaz (pv)vey € RV(©)

a G graf egy ortonormalt reprezentacidja (réviden ONR), ha a p,
vektorok (v € V) egységvektorok (p: V(G) — S971 c RY) és
uv ¢ E esetén p, L p,.
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Vektor-klikkfedés

Az ONR felfoghaté mint egy vektor-klikkfedés.

o A szokasos klikkfedés egy vektor-klikkfedés lesz, ha a
megfogalmazdsunkban hasznalt e;-kre mint paronként ortogonalis
egységvektorokra gondolunk (az eredeti szinfelfogas helyett). Azaz
{e;} lehet R¥ standard bazisa (a dimenzié a klikkek szama).

e Mi lesz az (j fogalom, egy vektor-klikkfedés szinigénye? Ehhez
tegyiink egy kitérot.
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Kitéro: Pitagorasz-tétel

e Legyenek e1, e, ..., ex paronként ortogondlis egységvektorok és
h egy tetszbleges egységvektor.
e Ha (e;) egy bazisa lenne a teriinknek

k
1=|h?=h"h=> (& h).
i=1
Ez a Pitagorasz-tétel magasabb dimenzids alakja. adltaldban a
kovetkezd lemmat allithatjuk.

Lemma

Legyenek e1, e, ..., e paronként ortogonalis egységvektorok és h
egy tetszbleges egységvektor. Ekkor

k
1=|h?=h"h>> (& h).
i=1
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o A lemmabdl adddik, hogy

1
. T\2
< —.
min e h)Y < g
o Masképpen
a ! >k
max
i=12,... k (el.Th)2 =

e Ha h=1/Vk(e1 + e + ... + ) (egységvektor):

1
max

i=1.2,...k (e h)?

= k.

e A fentiek alapjan ha az ONR-ban , szineziink”, akkor
1

min max =k
h i=1.2,...k (e,.Th)Z ’

a klasszikus klikkfedés szinigénye.
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A Lovasz-paraméter

Definicié

Egy (pv)vev ONR és h egységvektorhoz (a tovébbiakban NYEL)
egy értéket rendeliink:

1

Lov(((pv)vev, h)) = S (hTp )2

Definicié

Lov(G) = inf{Lov(((pv)vev,h)) : (pv)vev egy ONR, h egy nyél}.

A klasszikus klikkfedés vektor-klikkfedésként valé értelmezése egy
»versenyzd” Lov(G) definicidjdban. Igy

Kovetkezmény

Lov(G) < x(G).
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PELDA: Esernyd konstukcié

e Legyen G = Gs, tegyiik fel, hogy csiicshalmaza {1,2,3,4,5}
(szomszédsag a ,,modulo 5 aritmetikdban 1 a kiilonbség”).

e Legyen h = p; = po = p3 = pa = ps, hat darab egységvektor
egyik végpontjuknal , osszeragasztva". Ez természetesen nem
ONR.

e h-t gondoljuk egy Gsszecsukott esernyé nyelének (angolul
,handle”, innen az elnvezés), p1 = p2 = p3 = pa = ps-t gondoljuk
a bordainak. Kezdjiik kinyitni az esernyot.

o A nyél stabilan lefelé mutat, borddk szabalyosan nyilnak.

e Minden pillanatban végpontjaik egy sikra esnek, egy szabalyos
otszog csucsait adjak.

e Alkalmas poziciéban a nyél és az 6t borda Cs egy ONR-jat adjdk.
Ez Cs eserny6-reprezentacidja.

o Kozépiskolai, egyszer(i térgeometriai szamolds adja, hogy a
reprezentaciéhoz (a nyéllel egyiitt) v/5 érték tartozik.
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Kovetkezmények, kapcsolatok

Cs esetében Y értéke 3. A klasszikus klikkfedés
vektor-klikkfedésként valé értelmezése egy ,, versenyzd” Lov(Cs)
definiciéjaban. Harom paronként merdleges egységvektort
»osztunk ki" ot cslics kozott aszimmetrikus médon. Az eserny6
konstrukcié alapjan jobb becslés adhaté Lov(Gs)-re.

Kovetkezmény

Cs esernyb-reprezentacidja bizonyitja, hogy Lov(Gs) < /5.

A Lovasz-fiiggvény és a Shannon-kapacitds kozott szoros kapcsolat
van:

(i) a(G) < Lov(G).
(i) Sh(G) < Lov(G) < ¥(G).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas és vektorok, SzTE, 2020



Bizonyitas (i)

o Legyen G egy tetszbleges graf, benne egy F maximdlis méreti
fuggetlen csticshalmazzal.

e Vegyiik G egy tetszbleges ONR-jat egy tetszdleges nyéllel.

o A reprezentacié F elemeihez paronként merdleges
egységvektorokat rendel.

o lgy Yrcp(hTpe)? <[> = 1.
o Ebb3I minser(hTpr)? < 1/|F.
o Tovabb3

1
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Bizonyitas (ii)

e Legyen (pv),ev(G), h a G graf egy ONR-ja h nyéllel, amelyhez a
Lov(G) paraméter tartozik.

e Ebbdl kdnnyen adhaté G™¢ egy ONR-ja egy (ij nyéllel, amely
értéke Lov/(G) lesz.

e A szorzat graf egy (vi, va,..., ) csticsanak feleltessik meg
Pu Q@ py @ ... R py, vektort, mig a nyél h®@ h® ... ® h legyen.

Definicié: vektorok tenzor szorzata

x € RY és y € R® vektorok esetén x ® y € R9¢, ahol az (i, )
komponens értéke x;y;. Masképpen x ® y € R9%€ az xy T matrix
vektorként olvasva.
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Bizonyitas (ii) befejezése

o A részletek kidolgozasa az

MO®x@...0x) (MY ®...0y) =04 yn)0% ). (X v)

Osszefliggésen alapul.

o Az Osszefliggés ellendrzése és a részletek kidolgozasat az
érdekl6do hallgatéra bizom.

o Ezek utdn egybdl adddik, hogy

oGP < Lov(G®) < Lov/(G).

e Ebbdl az (ii) rész allitdsa konnyen kiolvashatd.
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Osszegzés

Osszerakva az eddigi ismereteinket Cs-rol:

V5 < Sh(Gs) < Lov(Gs) < V5.

Lovasz Laszlo tétele

Sh(C5) == LOV(C5) = \/g

Lovasz Laszlo tétele

a(G) < Sh(G) < Lov(G) < X(G).

| A

A

Megemlitjik, hogy C7 esetén a Lovdsz-féle tetafiiggvény értéke
kiilonosebb probléma nélkiil meghatdrozhaté (az
eserny6-konstrukcié kiterjesztése megadja az optimdlis
reprezentaciét). C; Shannon-kapacitdsa mind a mai napig nem

ismert.
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«, X, Sh nehéz. Es Lov?

e Végiil megemlitjik, hogy Lov(G) meghatarozdsa egy SDP
feladatként is megfogalmazhaté. Ez nem meglepd. Egy optimalis
vektorrendszert kell keresniink.

e Ez pedig izomorfizmus erejéig meghatarozott a Gram-matrixdval.
lgy igazadbdl egy specidlis Gram-mdtrixot/pozitiv szemidefinit
matrixot kerestink.

e Belatjuk, hogy a

Minimalizéljuk Amax(M)-t

Feltéve, hogy My, = 1 minden u € V esetén
M, = 1 minden uv & E esetén
MeS".

feladat optimdlis értéke Lov(G).
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A cél-Tétel: Lov(G) mint SDP

e Azaz a miult héten vizsgdlt Lovdsz-féle teta-fliggvény megegyezik
a most bevezetett Lovasz fliggvénnyel.

Lov(G) = 9(G).

o A tételt a két optimalis érték kozotti két iranyl egyenlotlenséget
jelent.

e A bizonyitasunk azonban er6sebb lesz. Mindkét optimalizalasi
feladat esetén az egyik lehetséges megoldasdhoz a masik egy
lehetséges megoldasat konstrudljuk meg tgy, hogy a (megfeleld)
célfliggvény értéke ne nojon.
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SDP megolddsdbdl ONR-nyél

Minimalizaljuk Amax(M)-t
Feltéve, hogy My, = 1 minden u € V esetén

My, = 1 minden uv & E esetén
Me S".

e El6szor legyen M egy matrix, amely a fenti feladat egy lehetséges
megoldasa.

o Vegyiik Amax(M)I — M-et.
e Ez egy pozitiv szemidefinit matrix (sét azt is tudjuk, hogy
minimalis sajatértéke 0, specidlisan nem teljes rangd).

e Azaz egy (m,),ev vektorrendszer Gram-matrixa (a sziikséges
vektortér dimenzidjdval nem kell |V| f6lé menniink, sét a rang nem
teljessége miatt R!VI=1-ben is dolgozhatunk).
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SDP megoldasabdl ONR-nyél (folytatas)

e Tudjuk, hogy

e Legyen

1 1
- VI - V|
Py (m) eR (veV), h <0> e R,

ahol 1 € R, 7,,0 € RIVI-1,
e Ekkor tudjuk, hogy

T Amax, Ifu=v
pupv = .
0, if uv ¢ E(G)

e Azaz p,-k azonos (nem-nulla) hosszi vektorok, amelyek uv & E
esetén merdlegesek, h egységvektor.
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SDP megoldasdbdl ONR-nyél (befejezés)

e Legyen p% = |p polPvs @ Py normaltja.

o vektorok (v € V) elsé koordinatai — azaz a h' pQ értékek —

mindegyike |p E

e Azaz a W értékek mindegyike Amax-

e Tehidt (p%),cv egy ONR. Tovébba a h nyéllel a
Lovasz-paramétere Amax(M).
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ONR-nyél parbél SDP megoldas

e A megforditdshoz induljunk ki egy (p,),cv ONR-b&I és egy h
nyélbsl.

e A p-kat skdldzzuk dgy, hogy a h végpontjdban a h-ra meréleges
sikra mutassanak.

e Vegyiik a h végpontjabdl ide vezetd vektorokat. I,gy a

1
h—p>
< thU ’ ueV

vektorrendszerhez jutunk.
e Nézzilk meg ennek a M Gram-matrixat.
e Az uv pozicidéban allé elem
PuPy
(hTpu)(hTpy)

e Azaz a nem-élek poziciban —1, a fé4tlén —1+ 1/(hTp,)? all.

Muv =-1+
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ONR-nyél parbdl SDP megoldas (folytatas)

e Képezziik M métrixot a kovetkezd médon: vegylik M-t és a
f64tlén 1évd elemeit kerekitsiik lefelé —1-re (a kerekités értéke
—1/(h"p,)?), majd képezziik a mitrixunk ellentettjét.

e M az optimalizalasi problémank egy lehetséges megoldasa
(matrixunk szimmetrikussaga is nyilvanvald).

e Belatjuk, hogy a célfiiggvény értéke (Amax(M)) nem lehet
nagyobb a ONR-nyél par Lovasz-paraméterénél (Lov({py}vev, h)).

e Ehhez nézziik a Lov({py }vev, h)l — M mitrixot.

e Beldtjuk, hogy ez pozitiv szemidefinit, ami igazolja célunkat.
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ONR-nyél parbdl SDP megoldas (befejezés)

e A fenti matrix —(—M) = M médositasa a fé4tlén. A médositas
a kiindulé diagondlis matrix (Lov({py }vev, h)l) hozzdadasa és a
lefelé kerekités eredGje, azaz a M-beli diagonalison &ll6 értékhez
Lov({py}vev, h) — 1/(h"p,)?-t adunk. Ez egy nemnegativ szam
hozzdadasa.

e Azaz matrixunk M + A. Ahol A egy diagonalis matrix
nemnegativ elemekkel, specidlisan pozitiv szemidefinit. Tovabba M
egy Gram-matrix, specidlisan pozitiv szemidefinit.

e Tehat matrixunk két pozitiv szemidefinit matrix osszege, maga is
az.
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Lov(G) bonyolultsdga

Adott G-re Lov(G) kiszamolhatd polinomiélis idében.

e Littuk, hogy Lov(G) kiszamoldsa megfogalmazhaté SDP
alakban. Igy egy kezelhet6 feladat.
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Maximalis vagas

e Adott egy w : E(G) — R élsilyozott graf. Keressiink olyan
V = (S, T) vagést, amelyre

a lehet6 legnagyobb értéket veszi fel.

e Ahol

E(V)={e=xy € E(G):xeS,ye TvagyxeT,yeS}
e Ismert, hogy a probléma A P-nehéz, a hatékony megoldds

reménytelennek tinik.

o Két trividlis kozelito algoritmust ismertetiink. Mindketté Erdés
Pal nevéhez kothetd.
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Mohé algoritmus

e ¢ = xy maximdlis stlyd él, x-et tegyiik S-be y-t T-be.

e A maradék cstcsokat vz, vy, . .., v, sorban vizsgaljuk:

vi — S?/T7?: v; abba a halmazba keriil, ahol nagyobb novelést ér el.

A moh6 algoritmus altal kialakitott V = (S, T) vagasra

w(V) > %Z o) = %W(E(G)).

e Valéban. Minden cslics valamelyik partra torténo besoroldsa a
w(V) és w(E(G) — E(V)) sulyosszegeket médositja.

e A mohé algoritmus lgyel arra, hogy w(V) > w(E(G) — E(V)) a
kezdetben fennalljon és tovabbra is fennmaradjon.
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Véletlen algoritmus

e Minden x € V cslicsra % valészinliséggel x € S, %

valészinliséggel x € T (kilonbozé csicsokra a dontésiink
fliggetlen). Legyen V az igy kialakult vagas (valdsziniiségi valtozd).

e Legyen

1, ha e két végpontja kiilonbozoé partra esik,
e = i
0, kilonben.

e Ekkor
W(lD ::zz:gem@>
és

E(w(V)) =) wel = % > we.

ecE ecE
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Hastad tétele

A masik oldalrdl a kovetkezs ,, negativ’ eredmény ismert:

Ha létezik polinomidlis algoritmus ami kiszamol egy vagast
((G,w) = V), amelyre w(V) > 2w (Vopt), akkor P = NP

Ezutdn a nyilvanvalé (Erdés-féle) algoritmusok minden javitasa
jelent6s eredmény:
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Goemans—Williamson tétele és az alapotlet

(Goemans—Williamson, 1994)

Megadhatd olyan véletlen algoritmus ((G, w) — V), amelyre

E(w(V)) > 0,8789w (Vopr)-

Goemans—Williamson-algoritmus, 0. valtozat

(1) Vilasszunk csticsaink egy p: V(G) — S"™1 C R”
vektorreprezentécidjat (ahol n = |V(G)],
Sl ={xeR": xTx =1}).
(2) Vélasszunk egy véletlen v € S"~1 vektort.
(3) Output: S={v:vTp(v) <0}, T={v:vip(v)>o0}
// 1 valészinliséggel V(G) = SUT.
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Kérdések

e A (2) Iépés megvaldsitasa egy sztochasztika probléma.
Megoldasa j6l ismert: v n darab komponensét fiiggetleniil, 0
varhaté értékii, 1 szérdsu normilis eloszlast valdszinliségi
véltozoként generaljuk, majd normiljuk egységvektorra.

e Az (1) Iépésben hogy valasszuk p-t? Harom lehetSséget
kiemeliink.

o Ha ismernénk az optimilis (S, T) vagast, akkor p|s : x — e,
plT 1 x — —e , kiszamithatatlan” vektorreprezentacié
optimalis szétvagashoz vezetne.

o Ha p véletlen, akkor visszakapjuk Erdés véletlen algoritmusat.

o , Kiszamithaté" algoritmussal hatarozzunk meg egy ,, ligyes”
vektorreprezentdciot.

Nyilvdanvalé a harmadik Ut a jarhatd ut. Ennek megvaldsitdsa a
Goemans—Williamson-algoritmus ,, lelke” .
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Mit varunk eljarasunk outputjatol?

Legyen e =xy € E

1, x és y nem ugyanabba az osztdlyba esik,
ge = A
0, kilonben,

tovabbad legyen a a px és p, vektorok szoge.

Ekkor T
200« arccos p,
Efe:P(fezl)_ _7:79 py‘

2 T T

Kovetkezmény

-
Ew(V)= Y welolxly,

T
e=xy€E

Ha célunk egy olyan p meghatarozédsa lenne, ahol ez a varhaté
érték a lehetd legnagyobb, akkor til nehéz problémahoz jutnank.
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Elemi analizis

1 1
— arccos x > 0,87856 - —(1 — x).
T 2

A lemma egy egyszeri kalkulusbeli gyakorlat. Ellendrzését,
kiszamitasat az érdeklédé hallgatdra bizzuk.

Kovetkezmény

E(w(V)) > 0,87856 > W(e)1(1 —pYpy).

2

e=xycE

Most mar kijelolhetjiik célunkat: Vegyiink olyan p-t, ahol a fenti
alsé becslésben szereplé szumma a lehetd legnagyobb.
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Célunk mint SDP probléma

o A keresett p vektorok M belsé szorzat matrixa/Gram-matrixa
alapjan felirhaté.

e Ez egy pozitiv szemidefinit matrix. A kivant optimalizalasi
feladat egy szemidefinit optimalizalasi feladat, kezelhetd:

Maximalizaljuk W, (1— M))-t
Feltéve, hogy M,, = 1, minden v € V esetén
M >0,

ahol W a silyokat leiré (szimmetrikus) métrix, azaz a szomszéd
sagi matrixban az 1l-eseket kicseréljilk a megfelel6 él stilyara.

e Ez az optimalizalasi feladat megolddsa egy M Gram-matrixot ad.

e Ebbdl kiszamolhaté egy ehhez tartozd {p, },cv egységvektorok
rendszere, azaz egy vektorreprezentacié grafunk csicsainak.

e Ez adja a Goemans—Williamson-algoritmus (1) [épésében
szerepld p fiiggvényt.
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A GW-algoritmus analizise

Ezzel az algoritmus leirdsa teljes. A fentiek alapjan analizise is
egyszeriien osszerakhaté korabbi észrevételeinkbol:

Vew az algoritmus altal kiszdmolt vagas. Ekkor

E(w(Vew)) > 0,87856 - w(Vopt)-

Bizonyitas:

ol
E(w(Vew)) =Y wew > 0,87856 > w(e)5(1 - plpy)
ecE

=0,87856 - p* > 0,87856w(Vopt),

ahol Ve a Goemans—Williamson-vélasztds, V,,: pedig az
(ismeretlen) optimalis vagas, de egy lehetséges megolddsa az
altalunk vizsgalt optimalizéldsi problémanak.
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Szinezési problémak

e Adott egy G graf. Két-szinezheté-e? Ha igen, akkor szinezziik ki
két szinnel (jol).

e Ez a probléma BSc Kombinatorika kurzus alapjan konnyen
megoldhaté.

e Adott G graf 3-szinezhets-e?

e Ez a probléma N'P-teljes. A tudomany jelenlegi lldsa szerint
reményteleniil nehéz kérdés.
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Az alapkérdés

Az alapkérdés

Vegyiink egy relaxalt problémat: Adott G graf, tudjuk hogy x(G) =
3, azaz garantdltan 3-szinezheté. Szinezziik ki minél kevesebb
szinnel.

A relaxalt probléma is nehéznek bizonyul. Mind a mai napig a
kutatds kozéppontjaban All.
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A kiindulasi algoritmus

Nézziik az alapalgoritmust, ahonnan minden elindul.

Wigderson-algoritmus

1. eset: Ha minden x csticsra d(x) < 7 = \/n, akkor mohé
algoritmussal kiszinezziik.

// Minden fok +/n, igy a szinigény legfeljebb /n + 1.
2. eset: Ha van olyan x csics, hogy d(x) > 7 = /n, akkor
// x szomszédjainak halmazat jeldlje N.
// G|n paros, hiszen G 3-szinezhetd.
o G|n-et 2 szinnel jl kiszinezhetjiik.
e G+~ G-—N
// N-et ,leharapjuk”.

e Vissza az algoritmus elejére.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas és vektorok, SzTE, 2020



Wigderson algoritmusanak analizise

Az algoritmus analizise egyszer(:

A Wigderson-algoritmus szinigénye legfeljebb 3/n + 1.

e Valéban minden harapds legaldbb /n-nel csokkenti a csticsok
szamat.

e Azaz legfeljebb /n harapds lehet, amelyek mindegyike két-két (j
szint hasznal.

e A harapdsok utdn minden kiszinezédik legfeljebb /n + 1 szinnel.
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A javitas irdnya

e Konnyl latni, hogy a két [ényegesen kiilonboz6 eset kozotti
megkilonbozteté T paramétert lehet ligyesebben viélasztani, de a
szinigény \/n nagysagrendje nem javul.

e A késobbi algoritmusunk hasonlé strukturat hasznal. A mohé
szinezésnél okosabb mddszert hasznal.

° fgy jobb 7 megkiilonboztetd paraméterrel dolgozunk, jobb lesz
algoritmusunk (varhatd) szinigénye.
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A javitas struktdrdja

e A mohd algoritmust pdtold szinezési algoritmus paramétereit az
alabbi tétel foglalja Ossze.

e Igazabdl ez egy 1épést ir le a teljes szinezés kialakitasa felé.

e Egy , fészinezést” szamol ki, azaz egy olyan parcidlis szinezést,
ahol legaldbb a pontok fele kap szin (jél szinezett médon), de van
lehetéség egy cslcs szinezetlen hagydsara is (nem tébb mint a
csticsok felénél).

e Egy j6 szinezéshez ezt iterdlni kell a szinezetlen maradt
csuicsokon. log n iterdcié utan egy jol szinezett grafhoz jutunk,
amely szinezésénél a szinigény a (késbbbi) tételbeli szinigény
log n-szerese.
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Karger—Motwani—Sudan-tétel

Karger—Motwani—Sudan-tétel

Létezik egy véletlen algoritmus, amely a kovetkezdket ,, tudja”: Ha
adott egy 3-szinezheté G graf, amelynek nincs 7-ndl nagyobb foka,
akkor az algoritmus kiszdmol egy ,,j6 fél-szinezést”, amely
szinigénye O(7%932). Az algoritmus futdsi idejének varhaté értéke
polinomialis.

A bizonyitas egy algoritmus. Ismét csticsokhoz szinek rendelése
helyett vektorokat rendeliink hozz3juk.
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Karger—Motwani—Sudan-algoritmus

Karger—Motwani—Sudan-félszinezési algoritmus

(1) Valasztunk V egy , okos" vektorreprezentacidjat:

p: V=S L

(2) Vélasszunk fiiggetleniil v1,vs,...,ve € S™1 véletlen
flggetlen egységvektorokat/iranyokat.

(2a) Legyen v — (sign(v] p(v))‘_,, ahol

1, ha x > 0,
sign(x) =<0, hax=0,
—1, hax<0.

// A 0 komponens valésziniisége 0, 2° darab lehetséges
kimenetel/,, szin",
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Karger—Motwani—Sudan-algoritmus (folytatas)

Karger—Motwani—Sudan-félszinezési algoritmus

(2b) Kivalasztjuk a rosszul szinezett éleket és egyik végpontjardl
eltavolitjuk a szint. Es igy egy jO parcialis szinezést kapunk.

(2c) Ha legaldbb a csiicsok fele szinezett, akkor STOP. Ha a
csticsok kevesebb, mint fele marad szinezett, akkor vissza
(2)-hoz.
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A vdlasztas alapgondolata

e A lényegi kérdés ismét (1), a j6/okos vektorreprezentécié
megvalasztasa.

e Legyen

¢ 1, ha e = xy él rosszul szinezett,
° )0, kiildnben.

e Mennyi a varhaté értéke?

T l
arccos
E¢. = P(xy rosszul szinezett) = (1 - pxpy>
7r
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A viélasztas célja

e A cél: olyan p vélasztdsa, ahol minden xy élre
arccos pl p ¢
E&e = P(xy rosszul szinezett) = (1 - Xy)
T
. kicsi”.
e Azaz olyan p valasztasa, ahol minden xy élre

arccos p}'/r Py

T
»hagy".

e Azaz olyan p valasztasa, ahol minden xy élre

PI Py

L kicsi”.
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A vdélasztas pontosan

e Az algoritmus (1) pontjanak pontositdsa: p vélasztasa legyen a
kovetkezé SDP feladat egy optimialis G € RV*V
megoldasmatrixabdl eredd vektorrendszer lesz:

Minimalizaljuk -t
Feltéve, hogy G~0,

Gyu = 1 minden u cslcsra,

Gyy < p minden uv € E élre.

e Ennek megolddsa ad egy p* optimadlis értéket és G optimalis
helyet (optimalis Gram-matrixot). Ebbél kiolvashaté

egységvektorok (G,, = 1) egy rendszere, grafunk csicsainak egy
vektorreprezentdcidja.

e Ez a Karger—Motwani—Sudan félszinezési algoritmusanak (1)
|épésének pontos leirdsa.
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Az algoritmus elemzése

e Ezekutdn az algoritmus analizise egyszerii:

e ElGszor becsiiljuk meg p* értékét.

e Ehhez vegyiink egy lehetségés megoldasat optimalizalasi
feladatunknak: G grafunk egy j6 ¢ : V(G) — {1, 2,3}-szinezésére
legyen py = ec(y), ahol e1, &2, e3 egy 2-dimenzids sikban Iévd, origd
stlyponti szabalyos haromszog csticsaiba mutaté harom
egységvektor.

e Ekkor a célfiiggvény értéke 27/3, tehat p* < —1/2, azaz
arccos p* > arccos(—1/2) = 2x/3.

e Ebbdl a rosszul szinezés mértékének varhatd értékére vonatkozd
becslésiinket pontosithatjuk:

¢ 1
P(&e) = (1 - iarccos(pzpv)> < <:1))) = %’

amennyiben /-et tigy valasztjuk, hogy (1/3)" = 1/97 legyen.
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Elemzés (folytatas)

o Legyen &Eossz az elsd véletlen szinezés altal rosszul szinezett élek
szama.

e Ekkor ) 1V %
-

E(& < —|El< —— = —.

(rossz)_9T| ‘_97 2 18

e Azaz a Markov egyenlétlenség alapjan kicsi a valdsziniisége, hogy
egy szinezéssel nem taldljuk meg az outputot.

e Altalaban szinezések ismétlésének szamanak varhato értéke
konnyen becsiilhet6.

e / valasztasdval a 2¢ szinigény O(799%2), a tétel adddik.
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A részletek oOsszerakasa

e A tovabbiakat csak vazlatosan ismertetjiik:

o A félszinezési algoritmus iteracidja ad egy j6 szinezési
algoritmust, aminek 7-tél valé fiiggése jobb mint a mohé
algoritmusé.

° fgy a Wigderson-sémaban ezzel dolgozva a mohé algoritmus
helyett egy jobb eljarast kapunk.

e Csak a végs6 eredményt mondjuk ki.

Karger—Motwani—Sudan szinezési algoritmusa

A fent vazolt Las Vegas algoritmus egy adott n pontl 3-szinezheto
grafot O(n%3? - log n) szinnel j6l szinez.

e Tovabbi élesitések is vannak, idonkbdl ennyire futotta.
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Koszonom a figyelmet! |




