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A kiinduld feladat

e Tekintslik az aldbbi, explicit feltételekkel megadott optimalizdlasi feladatot:

Minimalizaljuk c(x)-
Feltéve, hogy fi(x) .k,
g(x)=0, j=1,...,¢ (P)

ahol x € R”, ¢ : dom (c)(CR") = R, x = (x1,...,x,)", f; és g pedig n
valtozds valds értéki fliggvények.

e Legyen
il 81
f=|:]:nf,domficR" >R ésg=|: :ﬁj?:ldomngR”—HRZ
fi 8¢
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Jeloléstechnika

e Ezen irdsmdddal felirva a feladatunk az alabbi alakot olti:

Minimalizaljuk c(x)-t
Feltéve, hogy f(x) <0,
g(x) =0

e J6 mindig szem el6tt tartani, hogy mit takar a tomor jelolés. A fentiekben
példaul a 0 jelek R* illetve R-beli nulvektorokat jelentenek.
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Dualis valtozdk

e A kovetkezdkben Uj valtozdkat fogunk bevezetni a feltételekhez.
Minden egyenlGtlenséghez tartozni fog egy A; és minden
egyenlGséghez tartozni fog egy u;. Ezeket
Lagrange-multiplikdtoroknak vagy masképpen dudlis valtozénak
nevezziik. Az elébbiekhez hasonléan éIni fogunk most is a vektoros
jelolésmaoddal:

A1 P

Ak fhe
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Lagrange-fuggvény

e Bevezetjiik az optimalizaldsi feladathoz tartozé
Lagrange-fliggvény fogalmat.

Definicié

k l

L0 A i) = c()+ D Nf()+Y  nigi(x) = c(x)+ATF(x)+u" g(x).
i=1 Jj=1

e A Lagrange-fliggvény értelmezési tartomanya megegyzik a
kiindul, (P) optimélizélasi feladat értelmezési tartomanyaval, amit
D-vel jeloltiink.
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Lagrange-fuggvény: Eszrevétel

Ha x lehetséges megoldds (azaz x € L), tovabbd 0 < A, akkor
teljesil a c(x) > L(x; A, 1) egyenlStlenség.

e Valéban: Mivel x € L, ezért minden j-re gj(x) = 0 és igy

> 1igi(x) = 0.

Minden i-re A; > 0, tovabba f;(x) < 0, ebbél >~ \;fi(x) < 0.
Ha ehhez hozzatessziik, hogy c(x) = c(x) és Osszegezziik az
eddigieket, akkor épp az alabbi adédik:

L(x, A\, p) < e(x).

e Tehat minden nem-negativ kordindtaju A és tetszOleges u-vel egy
alsé becslést kapunk c(x)-re L kiértékelésével.
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Duaélis célfuggvény

e El6nyos, ha alsé becslésiink nem fligg x-t6l. A kovetkezd
definicié alsé becsléstinket csak a dudlis valtozéktdl fliggdvé teszi.

Definicié: Lagrange-célfiiggvény/Dudlis célfiiggvény

c(A, p) = inf L(x, A, p).
x€D

e Vegylik észre, hogy ez is egy optimalizalasi feladatot jelent, de
ennek nincsenek feltételei. Pontosabban , az eredeti feltételek be
vannak épitve a célfliggvénybe”.

Az el6z06 észrevételbdl rogton adddik, hogy x € L és A = 0 esetén
c(x) = &\ ).
Ez azért van igy, mert c(x) > L(\, p, x) > c(\, p).
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Duaélis probléma

e Definidljuk a (P) probléma dualisat.

Definicié: Dualis optimalizalasi feladat

Maximalizaljuk (A, p)-t
feltéve, hogy A > 0. (D)

e A duilis problémat (D)-vel jeloljiik, optimalis értékét pedig
d*-gal. (Az eredeti (P) probléma a primal feladat; ennek optimdlis
értéke p*).
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Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitas tétel

p*>d*.

e A kordbbiak alapjan nyilvanvalé.

e A dudlis feladat célfiiggvénye ,, garantdltan szép”, minimalizal3si
feladatként megfogalmazva

Minimalizaljuk —c(A, p)-t
Feltéve, hogy A=0.

a célfiiggvény konvex lesz:

¢(A, p) konkdv, azaz —c(\, ) konvex.
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Dualitas: Széhasznilat

o |gen sokszor a gyenge dualitds tétel egyenldséggel teljesiil.
e Ekkor azt mondjuk, hogy er6s dualitas igaz.
e Ez azonban nem sziikségszerd.

e Amikor p* — d* > 0 akkor azt mondjuk, hogy (pozitiv) dualitési
hézag van.
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Szunet




Dualizalas Példa I: LP szimplex forma

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax=b
x>0

e Ebben az esetben a Lagrange-fliggvény:

LA 1 x) = ¢Tx = ATx 4 T (Ax = b) = (¢ = AT+ (ATp)T)x — b
=(c= A+ AT x—bp.

e A duilis célfiiggvény (A, i) helyen vett értékének
meghatarozasihoz egy linedris fliggvény globalis minimumat kell

venni.
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Dualizalas Példa I: LP szimplex forma: Kitéro

e Feladatunk az a'x + « fiiggvény minimalizaldsa.

e Egy valtozés lindris fiiggvények (globalis) minimalizéldsa jdl
vizualizdlhatd. A grafikon egy egyenes. Ha ez a grafikon egy
vizszintes egyenes (fiiggvényiink egy o konstans), akkor « a
minimum. Mds esetben tetszélegesen kis értéket felvehet
fuggvényunk.

e Tobb valtozd esetén hasonlé a helyzet. Ha az egyiitthatdk
vektora a 0-vektor, akkor linedris fliggvényiink konstans. Ha a
valamelyik koordinatdja (valamelyik x; egyiitthatéja) nem 0, akkor
a linedris fliggvény barmilyen kicsi értéket felvehet.

x€Rn

=0
inf a'x +a= {a, .

—o0, a#0
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Dualizélds Példa I: LP szimplex forma (folytatas)

o A kitér6 utan a dualizalt felirdsa egyértelmii:

~ — inf
C()\“u) XIEn]R"

e A dualis feladat:

—b"p, hac—A+ATu=0,

e Azaz ekvivalens mddon:

(c-AA ) x—bTpu = ° ¢
—00, kilonben.
Maximalizéljuk (A, p)-t
Feltéve, hogy A>=0
Maximalizaljuk —bTpi-t
Feltéve, hogy c—A+ATL=0
A=0

Hajnal Péter
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Dualizélds Példa I: LP szimplex forma (folytatas)

e Azaz ekvivalens mddon:

Minimalizaljuk bT p-t
Feltéve, hogy c+ATu>=0

Azaz az LP feladat szimplex formdjanak dudlisa is egy LP feladat.
Az LP feladat Ggy nevezett poliedrikus formdja.
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Dualizalas Példa Il: LP poliedrikus forma

Minimalizaljuk cTx-t

Feltéve, hogy Ax X b.

e Kapjuk, hogy
T T T\ " T
L(x,\) = cTx + AT (Ax — b) = (c+A A) x — b,
e Ekkor

—00, kiilonben.

~ —b™X, h ATA=0
C()\):{ , ac+ »
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Dualizélas Példa II: LP poliedrikus forma (folytatas)

e A duilis feladat:

Maximalizaljuk —bT At
Feltéve, hogy c+ATA=0
A= 0.

Ekvivalens mddon:

Minimalizéljuk bT At
Feltéve, hogy c+ATA=0
A= 0.

o Az el6z6 két példaban az LP feladat talan két legelterjedtebb
normélalakjat dualizdltuk. Mindketté ugyanazt a problémakort
formalizélja. A kilonbozo alak miatt a dualizdlds mas dton haladt.
Kideriilt, hogy a két alak egymds duilisa.

Hajnal Péter Dualizalas, SzTE, 2021



Dualizalas Példa Il: LP: Eros dualitas

e Operacidkutatds targybdl az is ismert lehet, hogy a mindig igaz
gyenge dualitds mellett sokszor erés dualitas teljesul LP feladatok
esetén. Az egyetlen lehetdség pozitiv dualitdsi hézagra az, amikor
p* = 00 és d* = —oo egyszerre teljesiil. Azaz ha barmelyik
feladatnak véges optimuma van, akkor a masiknak is, és a két
optimalis érték egybeesik.

Tétel
Tekintsiink egy tetszéleges LP feladatot. Ekkor az alabbi két
lehetdség kozul pontosan egy teljesiil:

(1)

p* =00 > —oo=d",

(2)

p*=d".
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Dualizalas Példa Ill: Folyam-probléma

= (8, s, t, c) egy héldzat, ahol ¢ egy irdnyitott graf, s és t
ezen graf két kitlintetett csdcsa (forrds és nyeld), ¢ pedig kapacitas
fuggvény. c: E(E) —R=ce ]RE(E)).

A folyam minden élhez egy anyagmennyiséget rendel ugy, hogy ez
0 és a megfeleld él kapacitdsa kozott legyen (kapacitas feltételek).
Tovabba dgy, hogy a forrds és nyeld cslicsoktdl eltéré pontokban
teljesiiljon az anyagmegmaradas torvénye.

Keressiik az f folyamot, melynek értéke maximalis.

e Az f: E(?) — R folyam-fiiggvény leirhaté f € RE(g), azaz
X = (f(e1)7 sy f(em))T S RE vektorként.

o A kapacitdsok is kezelhetok vektorként. A kapacitasfeltételtek
algebraizalasa: 0 < x < c.
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Dualizélds Példa IlI: Folyam-probléma (folytatds)

e A megmaraddsi torvény is algebrai alakba irhaték:

Z Xe — Z Xe =0 minden v € V\{s, t}-re.

e:vKe e:vBe

e A célfiiggvény/f folyam értéke (x = x(folyam))

c(x) =é(f) = Z Xe — Z Xe-

e:sKe e:sBe

e ElGttiink van a folyamfeladat egy LP alakja. A nyilvdnvalé
formalizéldsba egy kis ,, csavart” visziink be.
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Dualizélds Példa IlI: Folyam-probléma (folytatds)

e Tekintsuk a hdlézat aldbbi mdédositasat: g—be behizunk egy
végtelen kapacitdsu extra élet (kapacitds feltétel nélkiili élet),
amely a t-bol s-be vezet.

e Ebben a 8+ grafban egy adott folyam a régi éleken maradjon
meg, az e élen pedig értéknyi anyagmennyisége legyen. fgy
minden csidcsban teljesiil a megmaradasi torvény (halézatunk egy
lgy nevezett cirkuldcid). Legyen x; = (%) az (j élnek megfelelé
valtozéval kibdvitett valtozdvektor, azaz az dj koordindta v = é(f),
a folyam értéke.
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Dualizélds Példa IlI: Folyam-probléma (folytatds)

e Jelolje A a 8 illetve A} a ng graf illeszkedési matrixat.

e A folyam probléma a kovetkezé:

Maximalizaljuk v,-t
Feltéve, hogy 0=<x=c,
A+X+ = 0

e A matrixos alakban irt linedris egyenletrendszernek |V/| sok
egyenletet takar, a most mdas az osszes cslicsra felirt megmaradasi
torvényt. A dualizélashoz a szokdsos alakra tériink at:

Minimalizaljuk —v,-t

Feltéve, hogy —x =0,
x—c=0,
Aixy =0.
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Dualizélds Példa IlI: Folyam-probléma (folytatds)

e A Lagrange-fliggvény:
L(xpd, Ao ) = —vH M (—x) + M (x —c)+  plAyx, =
—_—
(AIM)TXJr
AT W) Tt (s —e)v
(=14 ps—pe)v+ Mo =M +AT W) Tx = N c

e Innen a dudlis célfiiggvény pedig

- —)\;c, ha (=14 s —pe) =0ésXo— A + AT =0
—00, kiilonben
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Dualizélds Példa IlI: Folyam-probléma (folytatds)

e A (D) dudlis feladat:

Maximalizaljuk ~Mect
Feltéve, hogy s — e =1
Ao = A — ATM
A1, A2 = 0

e Az aldbbiakban elemi médszerekkel ,, dtgondoljuk” a dudlis
problémat.
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Dualizalds Példa Ill: Folyam-probléma: 1. 42. Eszrevétel

1. Eszrevétel

A cél, hogy minél kisebb A\» komponenseink legyenek, azaz a
(nem-negativ) valtozdvektor koordindtdi minél kozelebb legyenek
0-hoz. Ehhez elegend6 a u és A1 komponenseket j6l megvalasztani.

e Ha y adott, akkor \; vélasztdsa a jézan ész altal el6irt: Ha
(AT11)e > 0, akkor (A1)e = (AT ) az optimdlis valasztas (ekkor
(A2)e = 0). Ha pedig (ATu1)e < 0, akkor (A1)e = 0 juttat a
»legjobb” (A2)e-hez.

2. Eszrevétel*

Létezik egész komponensii optimalis hely.

e Ez nem egyszerii. Késébb a félév soran bebizonyitjuk.

Hajnal Péter Dualizalas, SzTE, 2021



Dualizalds Példa Ill: Folyam-probléma: 3. Eszrevétel

3. Eszrevétel

A dualizalt feladat feltételrendszerének feltételeiben a 1 vektor
csak két i koordinata kiilonbségeként szerepel: e = uv élre
(AT11)e = pty — pty. Tovabbd az az elényds ha ez a kiilonbség —
amennyiben negativ — minél kozelebb legyen 0-hoz.

e Ha 1 € RY egy lehetséges megoldas, akkor tetszbleges ¢
c

c
konstansra u + = p+c- 1T is az, sét egyenértékii a kiindulé

p-vel.

e llyen eltoldasok miatt feltehetd, hogy a i vektorra us =1 és
pe = 0 (normalds).
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Dualizalds Példa Ill: Folyam-probléma: Eszrevételeink
ereddje

e Tovabb3a legyen

1 z>1

k:7Z—{0,1YCZ, ki(z)=
0.1} (2) {0 i

egy , kontrakcié” fiiggvény.

e Ha 1 lehetséges megoldas, akkor a kontrakcidval kapott
it = ko p 0-1 vektor is az és ,, legaldbb olyan jé" mint a kiindulé p.

e Eszrevételeink eredéje: (D) optimélis megoldasanak
keresésénél a pu € {0,1}Y, és jus = 1, py = 0 feltételeknek
elegettevé megoldasok kozott elég keresniink.
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Dualizélds Példa IlI: Folyam-probléma (folytatds)

e Ebbdl kiszdmithatd, hogy a célfiiggvényben mely ce
élkapacitasoknak lesz nem-nulla egyiitthatdja. Eppen a
S={veV:pu(v)=1} halmazbéla T = {v € V: u(v) =0}
halmazba vezetd élek lesznek ilyenek (egy ilyen e élen lesz
(ATp)e = —1, amikor az optimalis vélasztas (A1)e = 0 és

(A2)e = 1 értékeket oszt ki).

e Azaz a p altal definidlt s-t vagas kapacitdsa lesz a célfliggvény
értéke.

e A dudlis feladat a meggondoldsok utdn épp a minimalis
kapacitasu vagas problémija:

Minimalizéljuk C(V)-t
Feltéve, hogy V egy s-t vagas.

e A gyenge dualitas tétel éppen azt mondja, hogy minden vagas
kapacitasa feliilrél becsiili minden folyam értékét. Azt is tudjuk,
hogy a két optimalizalasi feladat optimalis értéke kozos.
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Szunet




Dualizalas Példa IV: Legkisebb négyzetek problémaja

Minimalizaljuk xTx-t

Feltéve, hogy Ax = b,

ahol x € R", A e R*", b e RE.

e Ekkor
L(x;p) = x"x + ' (Ax — b).

o c-t felirva:

c(u) = inf L = inf (x"x+ p"(Ax))— u'b
c(u) = inf L(u,x) = inf (x'x+p (Ax))— p

(ATp)Tx x—fliggetlen
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Dualizalas Példa IV: Legkisebb négyzetek problémaja
(folytatas)

e Az x-re vonatkozé infumumvétel olyan fliggvényre torténik,
amely x-t6l fliggd része

L=x"x+(ATp)x

e L :R" — R masodfokdj polinomfiiggvény, differencidlhatd, igy a
differencidlszamitds eszkozei alkalmazhatdk a szélsGérték
keresésére.

e [ gradiense:
VL =grad L=2x+ ATp.

e Tudjuk, hogy széls6értéknél a gradiens értéke 0. VL = 0 akkor
és csak akkor, ha x = —ZATp.
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Dualizalas Példa IV: Legkisebb négyzetek problémaja
(folytatas)

e A gradiens 0 volta altaldban még nem feltétleniil jelentene
minimumot, de esetlinkben egy konvex fliggvényrél van szd, igy itt
biztosan minimumhely lesz. Tehat x helyére —%AT,u—t beirva
adddik, hogy

N 1 T 1 1
c(n) = <—2ATN> : <—2ATN> +(ATp)T - <—2ATM> —bTp =
1
=— ZMTAATM — b p.

e A dudlis probléma

Maximalizaljuk —%MTAAT,LL—ILLTb—t

e Tehdt a dudlis (D) probléma egy feltétel nélkiili optimalizalasi
kérdés.
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Dualizalas Példa V: Maximalis vagas

Adott egy G egyszerli graf. A feladat olyan V vagas keresése
(cstcsok két osztalyba soroldsa, melyben az |E(V)| maximalis
(minél tobb él haladjon , keresztbe™).

e El6szor formalizéljuk/aritmetizaljuk a problémat.

e Egy vagast ugy irhatunk le, hogy minden csicsra plusz vagy
minusz 1 komponenssel kddoljuk, hogy a vagas melyik oldalara
esik:

V=xec{-1,1}V cRY.
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

e Legyen A = Ag a G szomszédsagi matrixa.

e Az x" Ax kvadratikus alakhoz minden e = uv él 2x,x,
hozzdjaruldst ad. Az x,x, érték +1, ha az e él a vagas valamelyik
partjara esik, és —1, ha az e él a vagas élhalmazidhoz tartozik
(keresztél).

e Konnyl kiszamolni, hogy

xTAx = 2|E(G)| — 4|E(V)].

° fgy az eredeti feladat egy formalizaldsa

Minimalizaljuk xTAx, x € RY-t

Feltéve, hogy x2 =1, minden v € V esetén.

e Ez a feladat egy N'P-nehéz probléma formalizaltja. Ettél
természetesen képezhetjiuk dudlisat.
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

e A dudlis feladat Lagrange-fliggvénye

L(p,x) = xTAx+ Z fy (x2 —1)
veVv

= xTAx+ ZMVXE — ZM"
v v

= x"(A+diag p)x—17p,

dal 0
n , . 0 an
ahol egy a € R” vektor esetén diag (a) =
0 0

egy n X n-es diagondlis matrix.
e Ebbdl a dudlis célfiiggvény
c(p) = -1"p+ inf x7 (A+diag p) x.
xeR"
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

e Az infimumot minden R"-beli vektorra kell meghatarozni, mert
minden ilyen x-re értelmezve van a kifejezés, nincs semmilyen
megszoritas.

e Most mar csak az a kérdés, hogy egy homogén kvadratikus
fliggvénynek R"-ben mi a (feltétel nélkiili) minimuma?

e Ehhez tegylink egy kis kitérdt.

Jelolés

Legyen M € 8" C R"™" egy szimmetrikus matrix.
Ha M pozitiv szemidefinit, akkor azt irjuk, hogy

M >0, vagy M € S'.

Ha M pozitiv definit, akkor azt irjuk, hogy

M -0, vagy M € S ..
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Dualizalas Példa V: Maximalis vagas: Kitéro

e Mi az wx? valés fiiggvény minimuma? A viélasz altaldnos iskolai
tanulmanyaink alapjan egyszerii:

. 2 0, ha w 2 0,
inf wx® =
x€R —oo, haw <0.

e Legyen W € 8" C R™", azaz n X n-es szimmetrikus matrix.
Ekkor

inf x" Wx =

0, ha W > 0,
x€eRn"

—oo, ha W¥#O0.

e A W = 0 eset a pozitiv szemidefinitség definicidja, illetve a
0" W0 = 0 miatt igaz.

e A masodik esetben mivel W nem pozitiv szemidefinit, ezért
alkalmas vektort irva x helyére irva negativ szdmot kapunk a
minimalizalandd kifejezésben. Viszont igy skaldzassal a kvadratikus
forma tetszolegesen kis értéket is felvehet.
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

o A kitér6 utdn mar meg tudjuk hatdrozni a dudlis célfliggvényt:

_ —1Tp,  ha A+ diag u > 0,
c(p) = e
—00, kiilénben.

° fgy a dudlis feladat a kovetkezé:

Maximalizaljuk —17p-t
Feltéve, hogy A +diag 4 > 0.

e A dudlis probléma egy szemidefinit programozasi probléma,
kezelhetd. I/gy nem vdrhaté er6s dualitds. Azonban minden dudlis
lehetséges megoldas ad egy alsd becslést p* értékére. Remélhetjiik,
hogy ,, ligyes” dudlis megoldas jé kozelitést adhat p*-ra.
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

Kovetkezmény

Legyen G egy tetszOleges egyszerii graf, A\pmin pedig a G graf (A
szomszédsagi matrixanak) legkisebb sajatértéke. Ekkor

LIEG) 2 max [EV)| 2 L IEG) - 27 v (G)).

V vagas
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

e Az (1) allitds kovetkezik abbdl, hogy
Jmax |[E(V)| = E(EW)]),
vagas

ahol V egy véletlen vigds a G grafban (egyenletes eloszlassal
valasztott {—1,1}"-beli vektor). Meg kell nézni, hogy az egyes
élek hanyszor jarulnak hozzad a varhatéértékhez. Jelolje € a
kovetkez6 valdsziniiségi valtozét:

€ = 1, haeecE(V)
10, haedE(V)

)
)

amire konnyen kiszdmolhatd, hogy P(§. = 1) = P(§. =0) = %
minden e él esetén. Ekkor
1 1
EEW)=E| Y &|= Y E()= 5= 5 |E(G))
e€E(G) e€E(G) ecE(G)
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

e A (2)-es egyenlétlenség igazolasahoz jeldljiik a dudlis feladat
optimalis megolddsat d*-gal, és legyen i egy tetszbleges lehetséges
dudlis megoldés. Ekkor nyilvanvald, hogy d* > ¢(u).

e Az A+ diag p > 0 feltétel ekvivalens azzal, hogy az A + diag
matrix minden sajatértéke nem-negativ.

e Most mar csak vélasztani kellene egy j6 u vektort. Legyen

_)\min
_)\min
o= _)\minl = .

_)\min
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Dualizdlds Példa V: Maximalis vagas (folytatas)

o Az els6 Allitds az, hogy az igy kapott u lehetséges megoldds: Ez
azt jelenti, hogy az A + diag p > 0 feltételnek teljesulnie kell. Ha
A1 > Ao > .. > Ay = Amin az A matrix sajatértékei, akkor az
A+ diag p matrix sajatértékei A1 — Amin = ... > Ap — Amin > 0.
Ez konnyen igazolhaté végiggondolva, hogy A sajitvektorai az

A + diag 1 matrixnak is sajatvektorai. Azaz A + diag p minden
sajatértéke nem negativ.

e Tehat az igy megvalasztott u kielégiti a pozitiv szemidefinitségi
feltételt. Mar lattuk, hogy a primal feladat optimalis megoldasa
p* =2|E(G)| —4max|E(V)|. Ekkor

2|E(G)| —4max|E(V)| = p* = d" > c(p) = | V] Amin-

Ezt rendezve kapjuk a (2) egyenléséget.
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Szunet




Dualizalas Példa VI: Norma minimalizalas linearis feltételek
mellett

Minimalizaljuk IIx]| 5 x € Rt
Feltéve, hogy Ax = b,
ahol ||.|| : R" — R egy tetszéleges norma.

e Az [, normdra mar lattuk, hogy konny(i a dualizalas.

e TetszOleges norma esetén a Lagrange-fiiggvény
T
Ly x) = x4+ 1T (Ax = b) = |ix]| + (A7) " x = b7

e Most ennek keressiik egy infimumat, és itt is sziikségiink van egy
kis kitér6re, mint az el6z6 feladat esetében.
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Kitéro

e A feladatunk gyakorlatilag egy ||x| + v x alaki kifejezés
infimumanak meghatarozasa.

Definicié

Legyen ||.|| egy tetszbleges norma. A

Ivil, =sup {vTx: x| =1}

normat dudlis normanak nevezzuk.

e A dudlis norma definiciéjabdl és a normaaxiémakbdl kovetkezik,
hogy |v7x| < |[v]l,. ha [Ix]| = 1. (Miért?)

e Skalazdssal kapjuk a kovetkezd Lemmat.
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Kitér6 (folytatas)

vTx| < IVl il

e A dudlis norma segitségével mar megadhaté a keresett infimum:

0, h <1,
inf [|x|| +v'x= a vl =
o oo, ha V], > 1

o Az elsd eset ekvivalens azzal, hogy ||v||, <1 esetén
x| + v x > 0 minden x vektorra. Ez kdnnyen kiolvashaté a fenti
megallapitdsbdl.

e Masodik esetben, ha elériink egy negativ értéket, akkor egy
skalazdssal tetszélegesen nagy negativ értéket elérhetiink, és ebbdl

kovetkezik a —oo infimum.
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Dualizalas Példa VI: Norma minimalizalas linearis feltételek
mellett (folytatds)

A duélis célfliggvény a kovetkezo:

~ —bTp, ha ||ATul| <1,
C(M):{ p, ha [|ATpl],

—00, ha HAT,LLH* > 1.

fgy a dudlis feladat a kovetkezo:

Maximalizaljuk —bT p-t
Feltéve, hogy |AT ||, < 1.
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Dualizalas Példa VII: Optimalizélas linearis feltételekkel

A dualizdlandd feladat a kovetkezé:

Minimalizéljuk c(x)-t
Feltéve, hogy Ax = b,
Cx=d.

e A probléma jéval altaldnosabb az LP-feladatnal, ahol szintén
linedris feltételekkel dolgozunk. Itt a célfiiggvény tetszlleges
fuggvény.

o A feladat Lagrange-fliggvénye
LOwpx) = c(x)+AT(Ax — b) + " (Cx — d)
T
c(x) + <AT)\ n CTM) x — (bTA+dTp).
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Kitéro

e Most egy f(x) + v’ x alaki kifejezés infimumdt keressiik a
dom (f) értelmezési tartomanyon.

Definicid

Az f fliggvény konvex-, vagy mas néven Fenschel-konjugaltja

f*(u)= sup u'x—f(x).
x€dom (f)

e A minimalizdlandé kifejezésben, a célfiiggvényben u szerepét —v
fogja betolteni:

inf f(x)+v'x = —sup —f(x)—v'x = —sup—v'x—f(x) = —f*(—v).

X
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Dualizalas Példa VII: Optimalizélas linearis feltételekkel
(folytatas)

e Ezek utdn a duilis probléma

Maximalizaljuk —c*(=ATA = CTp) — (bT A+ dTp)-t
Feltéve, hogy A= 0.
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Dualizalas Példa VIII: Entrépia maximalizalas

Minimalizaljuk T xjlogxi-t
Feltéve, hogy Ax = b,
1Tx = 1.

e A célfuggvény a negativ entrdpia, ez oldja fel a ldtszélagos
ellentmondast a maximalis jelz6 és a minimalizalasi optimalizacids
feladat kozott.

e A logaritmus fiiggvény megjelenése miatt a lehetséges
megolddsok komponensei pozitivok. 1Tx = 1 azt mondja, hogy x
egy valdszinliségi eloszlast kédol. Az Ax < b linearis
egyenl6tlenségek statisztikai tapasztalatok lehetnek az eloszlardl.
Példaul varhaté értéke, szérasa, momentumai, becslés az eloszlas

farkara stb.
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Dualizdlds Példa VIII: Entrépia maximalizalas (folytatas)

e Ez a példa az el6z6 példa specidlis esete. Irjuk fel a
n
c(x) = E x; log x;.
i=1

célfiiggvény konjugdltjat: Konnyen kiszamolhatd, hogy
(xlogx)* = e’ 1.

e Konnyen beldthatd, hogy ebbdl kovetkezik, hogy

n

c*(x) = Z eVt

i=1
e Felirjuk most ¢ (A, u) fliggvényt:
n

) =—bTA—p= e @ = pTA—p—eh 1Y e,

i=1 =1
ahol a;r az AT maétrix i-edik sora, azaz A i-edik oszlopa.
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Dualizdlds Példa VIII: Entrépia maximalizalas (folytatas)

e A dudlis probléma:

Maximalizaljuk

c
Feltéve, hogy A=0

e Ez konnyen egyszeriisithetd: Ha A fix, akkor ¢ egy véltozds valds
fuggvény, és igy A\-hoz meghatarozhaté a j6 u érték:

n
= Iogz e 3N 1.
i=1

o Helyettesitve a dudlis ekvivalens a kovetkezovel:

Maximalizaljuk —b™\ — log (27:1 e_aiT’\)—t
Feltéve, hogy A= 0.
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Szunet




Dualizalds Példa IX

Minimalizaljuk X1 Xo-t
Feltéve, hogy x1 >0
x>0
X12 + x22 <1

e Az optimalizalasi feladat trividlis: Nem-negativ szdmok szorzata
nem-negativ, esetiinkben (0, 0) lehetséges megoldas.

eigy p*=0.

o Mégis gyakoroljuk a megtanult dualizalasi formalizmust.
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Dualizélds Példa IX (folytatas)

o A dudlis véltozdk A1, A2 és As.

e A Lagrange-fuggvény:

X1Xo — A1X1 — AoXo + )\3(X12 + X22 -1).

e A dudlis célfuggvény:

E()\) = inR]EZ (X1X2 — AiX1 — Aoxo + )\3(X12 + X22 — 1)) =
xe

= inf, ((xl,xz) (3/32 1<3Q> (2) — (A1, ) (2) - )\3> :
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Dualizélds Példa IX (folytatas)

e A kvadratikus rész matrixa pozitiv definit, ha A3 > 1/2, pozitiv
szemidefinit, ha A3 = 1/2, és indefinit, ha \3 < 1/2.

e Konnyen l4thatd, hogy az indefinit (van pozitiv és negativ
sajatérték is) esetben ¢ tetszélegesen kicsi (tetszéleges nagy
abszoldt értékii negativ) értéket is felvehet.

e Konnyen l4thatd, hogy a pozitiv szemidefinit (A3 = 1/2) esetben
amennyiben A\; — Az # 0 a ¢(A1, A2, A3) célfiiggvény tetszélegesen
kicsi lehet.

e A pozitiv szemidefinit matrix és A1 = A\ esetben a c(A1, A2, A3)
értéke —\3.

e A pozitiv definit matrix esetén konnyen |athatd, hogy véges
minimum létezik. Analizisbeli tuddsunkkal a minimum érték
konnyen meghatarozhaté:

_%(/\1,)\2) <1A/32 lA/32> ! (i;) ~ s
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Dualizélds Példa IX (folytatas)

e A duilis feladat:

Maximalizaljuk (A1, A2, A3)-t
Feltéve, hogy A >0

A2 >0

A3 >3

e Elemi meggondolassal adédik, hogy az optimélis helyek:
(M A, 1/2) és d* = —1/2.

e A gyenge dualitds egyenlétlensége természetesen teljesiil, de
szigor( egyenl6tlenségként.
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Dualizalds Példa IX

Minimalizaljuk X1 Xo-t
Feltéve, hogy x1 >0
x>0
X12 + x22 <1
x1xp > 0

o Az el6z0 példat ismételtiik meg egy plusz, nyilvdnvaléan
(matematikailag) felesleges feltétellel.

e Természetesen p* = 0 marad.
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Dualizalés Példa IX (folytatas)

e A dualizdlas azonban valtozni fog.
o Megjelenik egy A4 dudlis valtozé.

e A Lagrange-fiiggvény
X1X2 — AM1X1 — AoXo + )\3(X12 + X22 — 1) — AgXx1Xo.

e A dudlis cél fliggvény:

E()\) = in£2 (X1X2 — AXx1 — Aoxo + )\3(X]? + X22 — 1) — )\4X1X2) =
X€e

. A3 1_2)‘4 X1 X1
fxler]£2 <(X1,X2) <1_2)\4 )\3 X — ()\1, /\2) o — )\3 .
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Dualizalés Példa IX (folytatas)

e A duilis feladat elemzése/megolddsa a kordbbi gondolatmenetet
kovetve konnyen elvégezhetd.

e A szamolds végeredménye: az optimalis hely (0,0,0,1) és

d* = 0, er6s dualitds van.

e Az optimalis helyet és a dudlis optimalis értéket a negyedik (a
felesleges feltételnek megfelels) dudlis vatozé kontroldlta. A
feleslegesnek tiinG feltétel hozzdaddasa utdlag jogosnak mondhaté.
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Dualizalas Példa X

Minimalizaljuk c(u)-t

Feltéve, hogy u<0

ahol c(u) = — (”‘2"1)2, dom (c) = [—1, 1], azaz c grafikonja egy
parabolaiv.

o A célfliggvény értelmezési tartomanya természetellenes. Ezzel a
furcsa, természetellenes értelmezési tartomannyal a célfiiggvénybe
feltételeket épitettiink be. Ez nem fair. Ez csalas.

e Célunk nem egy alkalmazas bemutatasa, hanem a dualitasi hézag
geometriai |attatasa.
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Dualizélds Példa X (folytatds)

e El8szor dualizéljuk az eredeti problémat. A v = c(u) jelolést
hasznaljuk.

e A Lagrange-fiiggvény:

2
L(U,A):—<u;1> +Au=Au+v.

e A duilis célfliggvény:

c(A) = inf AU+ v.
ue[—l,l],v:%(u—i—l)2

e A dudlis:
Maximalizaljuk c(A) = inf AU+ v-t
uE[—l,l],v:%(u—i—l)2
Feltéve, hogy A>0
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Dualizalas Példa X: Az abra

e Az aldbbi dbra segitségével a primal és dudl feladat megoldasat is
szemléltetni tudjuk:

Av

u
~i-1 1)
] \ ] »
*
*
d
——
_1__
A v =—%(u+1)? fiiggvényt abrazoltuk az u-v koordinata sikon.

Tovabbd v + Au = a-tipust fliggvények is lathatdk, amelyek a
célfiggvényt aldlrdl becslik.
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Dualizédlds Példa X: Az abra (folytatds)

e A primal megoldas ldtvdnyos: A lehetséges értékeken ([—1,0]) a
fuggvény monoton csokkend, igy minimimat O-ban veszi fel. Azaz
x*=0és p*=-1/4

e A Lagrange-fliggvény v + Au alaki. Ha egy Ay paraméternél ag
értéket vesz fel, akkor u € [—1,1]-n aldlrd| becsli a v = 7(u + 1)?
célfiggvényt. v + Aou > « féltérbe esik a parabola iviink.

e Azaz a szbébajovd A\u + v = « egyenesek a grafikon ,, alatt” mend
egyenesek. Egy konkrét egyeneshez (Ao-hoz) tartozé « a
v-tengellyel valé tengelymetszet.

e A dudlis optimum a legmagasabb v-tengellyel valé
tengelymetszet.

e Az abran j6l lathaté az optimalis érték, d*, tovabbd a d* < p*
szigoru egyenl6tlenség. Nincs er6s dualitds.
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Dualizalds Példa Xl

Példa

Legyen n =2, c(x,¥) : RxR>g = R, (x,y) — e~
Optimalizalasi feladatunk legyen a kovetkezd:

X

Minimalizéljuk c(x,y)-t
<0
7 =

Feltéve, hogy

e Ekkor az optimalizaciés feladat értelmezésitartomdnya a
kovetkezé: D =R x Ryg.

o A feltétel teljesiiléséhez az x? fliggvény nem-negativitdsa miatt,
és mert y > 0, x sziikségszerlien 0 lesz.

o A feladat lehetséges megoldasdnak halmaza

{(x,y) : x=0,y > 0}.
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Dualizélds Példa Xl (folytatas)

e Ha a célfiiggvényt megszoritjuk L-re, akkor c|; = e 0 =1
konstansfiiggvényt kapjuk.

e Ebbdl kovetkezik, hogy a primal feladat optimalis értéke 1, tehat
p*=1.
° frjuk fel a feladatra vonatkozd Lagrange-figgvényt:

2 2

L(x,y; A) =c(x,y) + PP VI Nal)
y y

e Ekkor a dudlis célfiiggvény a kovetkezo lesz:

0 haA>0

—oo kulonben

c(A)= inf L(x,y;\)= inf (e—X+)\)<2>:{

(x.y)eD (x.y)eD y
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Dualizélds Példa Xl (folytatas)

. fgy felirhatjuk a dudlis optimalizalasi problémat:

Maximalizaljuk c(N)-t
Feltéve, hogy A>0.

e Ennek optimalis értéke d* = 0.

e Vegylik észre, hogy akkor teljesiil a gyenge dualitds tétel, hiszen
p* > d*.

e Esetiinkben az egyenlétlenség valddi, egy Ggynevezett , dualitasi
hézag” is keletkezett, mert p* — d* =1 > 0.
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Koszonom a figyelmet! |




