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IP feladatok LP relaxacidja

Az alabbi egész értékii optimalizalasi (IP) feladatbdl

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy xeP
xeZ"

elhagyjuk az x € Z" feltételt. Ezzel a feladattal szoros
kapcsolatban lévs

Minimalizaljuk c'x-t

Feltéve, hogy xeP

LP feladatot kapunk. Ezt az eredeti IP feladat LP relaxaciéjanak
nevezziik.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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IP feladat és LP relaxaciéjanak kapcsolata

e Az IP feladat nagyon altalanos. N'P-teljes problémak kdnnyen
megfogalmazhaték benne. Nem varhaté, hogy altalaban
hatékonyan megoldhaté lenne.

e Az LP problémak viszont hatékonyan kezelhetsk.

e Altalaban ez a relaxacié valédi egyszerisités. Ennek ellenére ez is
adhat hasznos informaciét a kiindulé feladatrdl.

Ha a kiindulé IP feladat otimuma pj, az LP relaxaciéé p*, akkor

p* < pj.

e Az LP relaxacion keresztiil kdnnyen kiszamithaté alsé becslést
kapunk az optimalis értékre.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Egész poliéderek

Definicié

P = {x: Ax < b} rendes poliéder egész, ha ext(P) C Z", azaz
minden extremalis pontja egész koordinataja, tovabba A € Qk*",
b e Q.

e Politépok esetén az el6z6 definicié ekvivalens azzal, hogy P
politop egész, ha véges sok Z"-beli pont konvex burka.

e A fentiekbél ha az IP feladat folytonos feltételei altal definialt P
polieder egész, akkor az LP relaxacié optimalis helyei kozott lesz
egész koordinataju (hiszen a P csicsai ilyenek). Azaz ebben az
esetben p; = p*.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Feltételek, amelyek az egész tulajdonsagot garantaljak |

Edmonds—Giles-tétel

P = {x: Ax < b} #  poliéder, A € Q**", b € QK. Ekkor a
kovetkez8k ekvivalensek:

(i) P poliéder egész (azaz ext(P) C Z") .

(i) Minden c € R" célvektor esetén

Minimalizaljuk cTx-t

Feltéve, hogy xeP

LP feladatra vagy p* = —oo vagy van Z"-beli optimumbhelye.
(iii) Minden ¢ € Z"-re

Minimalizaljuk cx-t

Feltéve, hogy xeP

optimalis értéke —oo vagy egész.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021



Egész politépok TU maétrixok TDI egyenl8tlenségrendszerek Péarositasi probléma Cunningham—NMarsh

Bizonyitas

(ii)=(i)
e Legyen e € ext(P), ami azt jelenti, hogy van olyan v # 0 € R",
és 7 € R, hogy

(%) Pc{x:v'x>7}és vie=r.

e A v normalvektor nem egyértelmd. Nyilvan szorozhaté pozitiv
szammal és 0j lehetséges v-t kapunk (0 7-val). Geometrialig
(érezhet8" és egyszeriien belathatd, hogy egy alkalmas pozitiv €
esetén egy lehetséges v-hoz legfeljebb ¢ tavolsagra lévs vektorok is
jok normalvektornak.

e Ezen két megjegyzés alapjan van olyan v € Z" vektor, hogy v és a
v + e; vektorok is alkalmasak legyenek (x) kielégitésére, ahol e;-k a
standard n dimenziés egységvektorok (e; = (0,...,0,1,0,...,0)T).

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Bizonyitas (folytatas)

o A v ésaz (v + e)-k lehetséges c értékek a tétel (iii) feltételében.
e Tovabba a hozzajuk tartozé optimalis értékek vTe és (v + e)Te.

e Valéban. Ha v T x-et minimalizaljuk P-n, akkor legalabb akkora
értéket kapunk mintha a P-t tartalmazé {x: v'x > 7} félteren
optimalizalnank. Azaz a minimum érték legalabb 7, ami fel is
vevédik az e csucsban.

e Tehat (iii) alapjan az v"e és (v + &) Te optimalis értékek egészek.
e Specialisan e € ext(P) i-edik koordinataja:
ele=(v+e)'e—v'eis egész.

e Tehat e tetszéleges komponense egész, azaz e egész vektor.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Feltételek, amelyek az egész tulajdonsagot garantaljak Il:
Totalisan unimodularis matrixok

Definicio

M € R¥*" totalisan unimodularisnak (réviden TU) nevezziik, ha
minden N négyzetes részmatrixara teljesiil, hogy det N € {—1,0,1}.

e Specialisan egy TU matrix minden 1 x 1 méretl részmatrixanak
determinansa is 0 vagy +1. Azaz elemei csak —1, 0 vagy 1
értékiek lehetnek.

Ha A € RK*" totalisan unimodularis matrix és b € Zk, akkor
P ={x € R": Ax < b} egész poliéder.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Bizonyitas

e Legyen e € ext(P). Specialisan e € P és azon egyenl6tlenségek,
amelyeket e élessé tesz olyanok, hogy bal oldalain szereplé vektrok
kifeszitik R"-et.

T T

e Azaz A-nak vennak olyan sorai: a; T

o melyek linearisan
fliggetlenek és

T

aje=bj

T

a; e = b,

e Ebbsl (A és b ismeretében) e kifejezhets a Cramer-szabaly
segitségével.

Az egyes koordinatak szamolasanal egész szamokkal dolgozunk, és
egyetlen osztas fordul el6. Az oszté az A matrix egy négyzetes
almatrixanak determinansa. Az almatrix nem elfajulé, azaz a
determinans nem lehet 0. Tehat értéke —1 vagy 1. Az ezzel valo

osztas pedig szintén nem vezet ki az egészek korébdl.
Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TU matrixok: Példa |

e G hurokél-nélkiili graf pont-él illeszkedési matrixa az a Bg matrix,
amely sorai a csucsokkal, oszlopai az élekkel azonositottak és egy
v € V cslcs soranak és egy e € E éloszlopanak talakozasanal

1, ha v illeszkedik e-re,
(BG)y.e = o
’ 0, kildénben.

e Vegyiik észre, hogy Bs minden oszlopa pontosan két nem-0
elemet tartalmaz, két darab 1-est.

e Legyen G egy harom pontu teljes graf: Ekkor

011
Bk, =1 0 1
110
e A teljes matrix dnmaga egy négyzetes részmatrixa. Mivel
det Bk, = 2, ezért Bk, nem TU.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TU matrixok: Példak Il

e Igy ha G tartalmaz harom elemii klikket, akkor B¢ tartalmazza a
fenti részmatrixot, specialisan nem TU.

e Hasonléan megmutathaté, hogy egy paratlan hosszi kor pont-él
illeszkedési matrixa (ami négyzetes) szintén 2 determinansa.

e Specialisan, ha egy graf tartalmaz paratlan hosszi kort feszitve
(ami azzal ekvivalens, hogy nem paros), akkor pont-él illeszkedési
matrixa nem TU.

e Latni fogjuk, hogy ha G paros graf, akkor Bg egy TU matrix.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TU matrixok: Példak Il1

8 hurokélmentes iranyitott graf. Ekkor a 8 graf D pont-él
illeszkedési matrixanak egy D, . eleme (a v soranak és e él
oszlopanak talakozasaban all6 elem) a kdvetkezé:

+1, ha a pontba "befut" az él
Dye =« —1, ha a pontbdl  kifut" az él

0, kiilénben.

Lathato, hogy D¢ minden oszlopaban egy darab 1-es és egy darab
(—1)-es szerepel, a tobbi elem 0.

e Latni fogjuk, hogy tetszéleges G iranyitott grafra D matrix
totalisan unimodularis.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TU matrixok: Operaciok

Lemma

Legyen A totalisan unimodularis matrix. Képezziik A-bdl At a
kovetkezd szabalyok/operaciok alkalmazasaval:

(i) Sorok/oszlopok —1-gyel val6 szorzasa.

) Sorok/oszlopok elhagyasa.

(iii) Egy létezé sorok/oszlopok megismétlése.
)

e; sorok/oszlopok hozzaadasaval, ahol e; egy darab nem nulla
elemet tartalmaz, ami 1-es.

(v) Transzponalas.

Ekkor az igy kapott A matrix is totalisan unimodularis.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TU matrixok: Példak és bizonyitasuk

(i) Legyen G egy tetszbleges paros graf. Ekkor Bg egy TU matrix.

(ii) Legyen ¢ egy tetszdleges iranyitott graf. Ekkor Dz egy TU
matrix.

o A két allitast egy ideig parhuzamosan igazoljuk. k-ra vonatkozé
teljes indukciéval bizonyitunk.

e k = 1-re teljesiil az allitas, hiszen mindkét matrix elemei a
{—1,0,1} halmazbdl keriilnek ki.

o Indukcés lépés. Tegyiik fel, hogy k-nal kevesebb sori négyzetes
almatrixokrdl tudjuk, hogy determinansuk +1 vagy 0. Legyen N
egy k x k méretii részmatrix. Erre is igazolnunk kell, hogy
determinansanak értéke +1 vagy 0.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Bizonyitas (folytatas): 3 eset

1. eset: N egyik oszlopa csak 0-kat tartalmaz. Ekkor det N = 0 és
készen vagyunk.

2. eset: N valamelyik oszlopa egyetlen nem-0 értéket és 0-kat
tartalmaz. Tudjuk, hogy a nem-0 elem —1 vagy 1 (a paros esetben
csak 1 lehet a nem-0 elem). Ekkor van erre az oszlopra vonatkozé
kifejtés és az indukciés feltevés adja az alitast.

3. eset: A fenti két eset komplementere. A kétféle matrix esetében
ez azt jelenti, hogy minden oszlopban pontosan két nem-0 elem
szerepel.

A bizonyitas most kétfelé agazik. D esetén tudjuk, hogy a sorok
Osszege a 0 vektor lesz. Bg esetén tudjuk, hogy az als6 csiicsoknak
megfelel§ sorok és a felsé csiicsoknak megfelel sorok dsszege is a
csupa 1 vektor lesz. Mindkét esetben egy nem trivialis linearis
dsszefliggés van a sorok kozott. Azaz a determinans 0, készen
vagyunk.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmanyek: Sulyozott parositasi probléma

A silyozott parositasi probléma

Adott egy G graf egy ¢ : E(G) — R élstlyozassal.
Keressiink maximalis sulya parositast, ahol egy M
parositas/élhalmaz salya D, ., c(e).

Kdvetkezmény

Salyozott parositasi probléma paros grafokra megoldhaté LP
algoritmussal.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmanyek: Sulyozott parositasi probléma mint [P

e A ¢ silyfiiggvenyt ¢ € RE(C) vektorral azonositva/kédolva a
probléma a kdvetkezé

Minimalizaljuk cTx-t

Feltéve, hogy > xe <1, YveV
e:vle
0 < Xe, Vee E
Xe € Z, Vec E

egész értékisegi feltételekkel bévitett LP feladattal a ekvivalens.

e Ennek LP relaxacidja kapjuk, ha az x. € Z feltételeket elhagyjuk:

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy > xe <1,
e:vle
Xe > 0.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmanyek: Sulyozott parositasi probléma: LP
relaxacié

e Ez mar egy LP feladat és matrixa totélisan unimodularis HA G
PAROS.

e Valdban. A matrix lényeges része a paros graf pont-él illeszkedési
matrixa. err6l lattuk a TU tulajdonsagot. A teljes matrix TU
tulajdonsaga kénnyen adédik ebbél.

e Igy az LP relaxacié politépjanak csiicsai egész koordinatajuak,
azaz parositasok karakterisztikus vektorai.

e Azaz az LP relaxacio ekvivalens az eredei alakkal. Egy LP feladat
sokféle médszerrel hatékonyan kezelhetd.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmények: Halézatok

Ha egy hal6zatban minden élkapacitasa egész, akkor van benne
olyan optimalis folyam, amelyben minden élen egész

anyagmennyiség folyik.

e Ezt a tételt diszkrét matematika el6adason lattuk, igazoltuk.

e A fentiekbédl is adédik. A folyamprobléma algebrai leirasa egy LP
feladat. Matrixa TU. Azaz politépjanak csicsai egész koordinataju
vektorok. Az optimalis helyek kézétt lesz egész is.

e A duilis feladatra is el lehet ezt mondani. Az optimalis dualis
megoldas keresésénél szoritkozhatunk az egész koordinataju dualis
lehetséges megoldasokra. Ezt egyik korabbi dualizalasi példankban
kihasznaltuk.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Feltételek, amelyek az egész tulajdonsagot garantaljak Il
TDI egyenl6tlenségrendszerek

e Legyen £ : Ax < b egy egyenl6tlenségrendszer. Tegyiik fel, hogy
A€ QF*" be Q. Legyen P: {x € R": Ax < b} a megfelels nemiires
poliéder (megoldashalmaz).

o Vizsgaljuk az alabbi négy E-vel kapcsolatos optimalizalasi feladatot.

(P)Z : (P): (D) : (D)Z :
Min.cT x-et Max.—bT \-et Max.—bT \-et
Fh . Ax<b || Min.c"x-et || Fh.c+ATA=0 || Fh.c+ATA=0

xeZ" || Fh. Ax<b A=0 )\ € Nk

P% > P;k = d” > d%)

ahol p, p*, d*, d; a fenti optimalizalasi feladatok optimalis értékei (a
megfelels sorrendben).

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021



Egész politépok TU matrixok TDI egyenlétlenségrendszerek Parositasi probléma Cunningham—Marsh

Megjegyzések

e Példak adhatok £ egyenlStlenségrendszerre és ¢ vektorra, hogy az
elsé és utolsé egyenlétlenség tetszélegesen alakuljon az élesség
szempontjabol.

o Alkalmas £ egyenl6tlenségrendszerre és ¢ vektorra végig
egyenlGség lehet.

o Alkalmas £ egyenl6tlenségrendszerre és ¢ vektorra az elsé
egyenlStlenség szigorl lehet, mig az utolsé egyenléséggé
valhat.

o Alkalmas £ egyenlétlenségrendszerre és ¢ vektorra az elsé
egyenlStlenség egyenlGséggé valhat, mig az utolsé
egyenl6tlenség szigora lehet.

o Alkalmas &£ egyenl6tlenségrendszerre és ¢ vektorra az elsé és
utolsé egyenl6tlenség is szigort lehet.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TPI rendszerek

e Mas a helyzet, ha ¢ nem fix, hanem tetszéleges Z"-beli vektor.

e Vannak egyenlétlenségrendszerek, amelyekre minden ¢ € Z"
esetén p; = p* Ezeket nevezziik totalisan primal egész (integer)
egyenl6tlenségrendszernek: TPI rendszer.

e Igy speciélisan egy TPI rendszerre (mivel p nyilvan egész, ha
véges) p* is egész (amennyiben véges).

e Tudjuk, hogy ez ekvivalens azzal, hogy P egész poliéder.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TDI rendszerek

Definicié

Legyen A € Q%" b e QK. Az £ : Ax < b egyenl6tlenségrendszer
dual egész rendszer (TDI), ha minden ¢ € Z"-re d* = d; (feltéve,
hogy d* véges).

e A TDI tulajdonsag alaptétele azt mondja ki, ha minden ¢ € Z"
esetén egyenlStlenséglancunkban az utolsé egyenl&tlenség
egyenlGség, akkor sziikségszeriien az elsé egyenlétlenség is
egyenléség minden ¢ € Z" esetén.

Edmonds—Giles-tétel

Ha &£ : Ax < b TDI tulajdonsagu és b € Z¥, akkor TPI
tulajdonsagu is. Igy P egész poliéder.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Fontos megjegyzés

e Az allitas NEM a P = {x : Ax < b} poliédérré| szol.

nem TDI.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Fontos megjegyzés (folytatas)

Cunningham—NMarsh

e Ismert, hogy minden egész poliéderhez talalhaté leir6 A matrix, b
vektor, hogy Ax < b TDI legyen.

e gy ha egy poliéderrsl szeretnénk belatni, hogy egész, akkor a
kovetkezg terviink lehet:

(1) A poliédert ,iigyesen" felirjuk {x : Ax < b} alakba.
(2) Belatjuk, hogy Ax < b egy TDI rendszer. Azaz belatjuk, hogy

az
Minimalizaljuk b x-t
Feltéve, hogy AT\ = —c
A0

feladatnak minden ¢ € Z" esetén van egész optimalis helye.
(3) Kovetkeztetiink P egész mivoltara.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Edmonds—Giles-tétel: A bizonyitas

o Feltételiink, hogy b € Z*.

e A TDI tulajdonsag alapjan tudjuk, hogy minden ¢ € Z" esetén
p* =d* =dj. b€ ZK miatt dj egész. Azaz p* is egész minden
c € Z"-re.

e Lattuk (, korabbi" Edmonds—Giles-tétel), hogy ebbdl kdvetkezik
P egész mivolta.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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MP(G) parositasi politop (G hurokélmentes)

e Vegyiik a parositasok karakterisztikus vektorainak konvex burkat:

MP(G) = conv{xnm : M parositas}.

e Minden olyan linearis egyenl6tlenség, ami minden x s vektorra
teljesiil (M parositas) az a konvex burok dsszes elemére igaz. Ha
egy féltérbe esik az 6sszes s, akkor konvex burkuk is oda esik.

e igy kdnnyen lehet egy ,felsé becslést" adni a konvex burokra:

conv {xnm : M parositas} C
{X c RE(G) . x, > 0, er <l,ve V(G)} C RE(G)

e:vle

e Ha G paros graf, akkor egyenléség van. Az altalanos esetben
tobb egyenlétlenség sziikséges a konvex burok leirasara.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Edmonds poliédertétele

Edmonds-féle poliédertétel

Legyen G tetszéleges egyszerii graf. Ekkor

conv {xum : M parositas} = {x € RE(®) .
xe >0 Vee E(G)
Y xe<1 VYveV(G)

e:vle

> w< 221 yse oy,

2
e=uvEE(G):

u,ves

ahol O a V csiicshalmaz paratlan elemszami részhalmazainak
halmaza.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Bizonyitas: Cunningham—Marsh-tétel

e Azt kell belatnunk, hogy a jobb oldali politép csiicsai egészek.

e Ez egybdl kdvetkezik az alabbi tételbél

Cunningham—Marsh-tétel

A MP(G) Edmonds-féle leirasaban szereplé egyenlétlenségrendszer
(TDI) tulajdonsagu.

e Azaz tetszéleges ¢ € Z" esetén

Minimalizaljuk 2 vev(e)Av + ZSEO 2 - Ag-t
Feltéve, hogy —Cet+ A+ A+ sco As—Ae =0
u,veS

Ve = uv € E(G), tovabba \ > 0.

Ekkor van egész koordinataja optimalis hely.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Egész politépok TU maétrixok TDI egyenl8tlenségrendszerek

Edmonds-poliédertétel 1. alak

Parositasi probléma Cunningham—Marsh

Edmonds-tétel, Il. alak

PMP(G) = conv{xm: M teljes parositas} =

= {x e RE(); xe >0, ec E(G)
Ze:vle Xe<1l, ve V(G)v

Ze=xy€E(G):Xe >1, SCV(G),
xXES,y¢S

|S| paratlan}.

e PMP(G) a G graf teljes parositasi politopja (angolul: perfect
matching polytope).

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Edmonds poliédertételének kovetkezménye

Tétel

G egy k-regularis, k-szorosan éldsszefiiggd graf paros sok csiiccsal
(k > 0). Ekkor létezik pozitiv t egész, hogy

Xe(t X G) =t k,

ahol t x G az a graf, amelyet G-bsl kapunk éleinek meg
t-szerezésével (alternativ médon G minden éle mellé ¢t — 1
qiker-példanyt" tesziink).

o A tételben szerepls x. az élkromatikus szam: A graf éleit
szinezziik Ggy, hogy dszefutd élek kiilénbozs szintiek legyenek, azaz
egy szinosztalyt alkotd élek parositast alkossanak.

e A minimalis szinszam, amivel ez megoldhaté, a graf élkromatikus
szama.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Emlékeztets

Ha G egy egyszerii graf, akkor

D(G) < xe(6) < D(G) +1,

ahol D(G) a graf maximalis fokszamat jeloli.

e Nem egyszerii grafokra a megfelel6 felsé becslés nem igaz.

D(G) < xe(G) <

N W

o A tétel éles: x.(t x K3) = 3t, mig D(t x K3) = 2t. Azaz élek
sokszorzasaval a Shannon-becslés fels6 hataraig tudunk eljutni.

o A tétel allitasa: G regularis paros pontszam esetén

élsokszorozassal a Shannon-becslés als6 hatarat érhetjiik el.
Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmény: Bizonyitas

e Vegyiik észre, hogy %-1 € MP(G), ahol %‘1 € QF a csupa 1/k
koordinatat tartalmazé vektor.

e Ehhez elég ellendrizni, hogy MP(G) Edmonds-leirasanak
mindegyik feltételét teljesiti.

e Nyilvan komponensei nemnegativak. Minden csiicsban Gsszefuté
élekhez tartozé komponensek Gsszege egy k tagi 1/k tagokat
tartalmazo dsszeg, értéke pontosan 1.

e A harmadik tipust feltételt egy S € O halmazra ellenérizziik (|V/|
paros, igy S # (), V): El6sz6r egy tetszéleges (x.) vektor esetén S
elemeire adjuk dssze az ott dsszefuté éleknek megfelel

komponensdsszegeket:
YYk=2 ¥ xiYw
veS ewvle e=xy:x,y€S ecdS

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmény: Bizonyitas (folytatas)

e Rendezve

Z X, = ZVES Ze:vle Xe — Zeeas Xe
. =

2
eCS

e A k-szoros élosszefliggbséghdl kovetkezik, hogy 0S| > k.

e Ha most ezt (xc) = %- 1 esetén alkalmazzuk, akkor a szamlaléban
a kivonando tag legalabb 1 (legalabb k darab 1/k érték Gsszege).
Kapjuk a harmadik tipusi ellenérizendé egyenlétlenséget.

o Osszegezve: 11 € MP(G)

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021



Egész politépok TU maétrixok TDI egyenl8tlenségrendszerek Parositasi probléma Cunningham—NMarsh

Kovetkezmény: Bizonyitas (folytatas)

e Edmonds tétele alapjan tudjuk, hogy vektorunk el&all mint a
politop csiucsvektorainak konvex kombinacigja:

> o= Y My,

Mparositas Mpérositas

x| =
=
I

ahol ZM: parositas XM = 1, ay = 0.

e A politop csiicsai egészek, vektorunk racionalis, igy az apy-ekrél
feltehets, hogy racionalisak, azaz (ap) € QF, azaz L € N,
Iy € N.

o Osszefiiggésiink rendezve

L1 = 3k )

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Kovetkezmény: Bizonyitas (folytatas)

e Belatjuk, hogy ez az egyenléség éppen azt jelenti, hogy allitasunk
igaz t = L-lel.

e Valdban, vegyiik mindegyik M parositasnak k - £y példanyat. A
parositasok lehetséges szinosztalyok.

e A fenti egyenl8ség alapjan minden G-beli él L-szeresen van
lefedve ezen parositasok altal. Azaz ezek kiadjak L x G egy
élparticiéjat, egy j6 élszinezését.

e A szinigény:
Iy
kly =k Iy = kL AL
2 Musk 3 tm=i >, T
M parositas M parositas M parositas
=kL Z apm = kL, hiszen Z apm = 1.
M parositas M parositas

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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TDI egyenl8tlenségrendszerek Péarositasi probléma Cunningham—Marsh

Emlékeztets: Cunningham—Marsh-tétel

e Tetsz6leges ¢ € Z" esetén

Minimalizaljuk

Feltéve, hogy

S|-1
> vev(e) Mt 2seo |T

_Ce+)\u+)\v+zs€o )\5—)\820

u,veS

Ve = uv € E(G), tovabba \ > 0.

As-t

Ekkor van egész koo

e Ekvivalens médon:

rdinataju optimalis hely.

Minimalizaljuk

Feltéve, hogy

1S|—
2

2vevie) v T Xseco o

1

)\u—l—)\v—l—Zseo AS > Ce

u,veS

Ve = uv € E(G), tovabba A - 0.

- As-t

Ekkor van egész koo

rdinataja optimalis hely.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021



Egész politépok TU matrixok TDI egyenlétlenségrendszerek Parositasi probléma Cunningham—Marsh

Cunningham—Marsh-tétel 4 alak

Cunningham—Marsh-tétel

Legyen (ce)cek(c) € ZE(G) 3 G graf egy tetsz6leges egész
élsalyozasa. Ekkor létezik olyan (\,) € RY, (As) € R megoldasa

A+ + D As>c Ve=uve E(G)

Seo
u,veS

egyenlStlenségeknek, amelyre

Z A+ D |5| Las < ve(G),

veV(G S50

tovabba egész koordinataja.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Cunningham—Marsh-tétel 4j alak: Indoklas

o A feltételrendszer a dualizalt feladat feltételei a A, (el6jel kotott)
valtozok természetes kikiiszobolésével (ezek a cél fliggvényben nem
szerepeltek).

e Az optimalizalas eltiinéséért a plusz feltétel felel.

e A plusz feltétel teljesiilése esetén

Y +Z|S| As <ve(G) <p* < d

veV(G) 5€0

Az utolsé egyenlétlenség a maximalizalasi feladatokra vonatkozé
gyenge dualitas miatt teljesiil), miatt garantalja, hogy a lehetséges
duélis megoldasunk optimalis.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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p%

Cunningham—M arsh-tétel bizonyitasa: Els6 lépések

e Ha osszefiiggd grafokra tudjuk a tételt, akkor a komponensekhez
talalt dualis megoldasokbdl &ssze lehet rakni a teljes G-re
vonatkozé megoldast. Azon paratlan elemszami ponthalmazokhoz
tartozo6 dualis valtozokhoz, amelyek tobb komponensbe is
.beleharapnak" 0 értéket rendeliink.

e Parhuzamos élek egyszeriien kezelhet6k. A tovabbiakban
feltessziik, hogy grafunk egyszerii.

® Ha a (ce)ece(c) Vvektor valamely komponense nem pozitiv, akkor
a dualis feladatban az &l semmilyen feltételt nem szab. Igy ezek az
élek elhagyhatok grafunkbol. Azaz feltehetd, hogy

(Ce)ecE(c) € Ni(c)-

o [V +[E|+ > cck(c) c(e)-re vonatkozé teljes indukciét végziink.
A kis grafok (kis salyokkal) eseteinek ellenérzése egyszerii, az
érdeklsds hallgatd kénnyen elvégezheti.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Cunningham—Marsh-tétel bizonyitasa: 1. eset és sémaja

1. eset: Legyen G és c olyan, hogy létezik v € V(G) csics, hogy minden
c-optimalis parositas lefedi v-t. c-optimalis parositas alatt olyan M
parositast értjiink, melyre c(M) = v(G).

e Ekkor bizonyitasunk sémaja a kovetkezd lesz:

G,c visszar, G' = G (a graf marad)
lépés
o — ce—1, havle
° e, kiilonben.
indukciés
feltevés
N 4+1, hau=v dualis lehetséges, egész N’
Au = )\’v kiildnben — / IS|-1,,
ur ? Z )\V+ZT)\5§VC/(G)
As = N5 minden S € O esetén veVv(G) S€0

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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1. eset bizonyitasa

A fenti sémaban definialt \ igazolja a bizonyitandét. Azaz
lehetséges, egész dualis helyek és az optimalitast bizonyité
egyenl6tlenséget teljesitik.

e A nem-negativ, egész mivolt nyilvanvalé.

e Az indukcids feltevésbsl tudjuk, hogy

Z)‘; + Z ’5‘2_ 1)‘{‘5 < Vc/(G)'
x S

o Kérdéses:

PREDD 5’2_ EXs < ve(6).
X S

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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L.

eset bizonyitasa (folytatas)

e Hogyan valtozik az els6 egyenl6tlenség két oldala, amikor
elhagyjuk a '-ket?

e Az 1. eset feltétele és ¢’ definiciéja garantalja, hogy a jobb oldal
eggyel né. A bal oldalon is nyilvan ez torténik.

e A lehetséges hely mivolthoz minden élre ellenérizni kell az el&irt

feltételt. Legyen e = xy egy tetsz8leges él. Tudjuk a kovetkezét:

N+ A+ > As>cl
S0
xy€S

e Igazolnunk kell, hogy

At Ay + D As > ce

Seo
xyE€S

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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L.

eset bizonyitasa (befejezés)

H H ! ! !/
e Ha v nem illeszkedik e-re, akkor A, = A, )\y = Ay, €. = Ce,
amibél az allitas nyilvanvalo.

e Ha v illeszkedik e-re, akkor ismét a valtozast vizsgaljuk a tudott
és a bizonyitando egyenlétlenségek oldalai kdzott.

e Konnyii latni, hogy a -k elhagyasaval mindkét oldal 1-gyel né,
amibél az allitas nyilvanvald.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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Cunningham—NMarsh-tétel bizonyitasa: 2. eset és sémaja

2. eset: Minden v csicsra létezik M c-optimalis parositas, ami nem fedi le
(kihagyja) v-t.

e Ekkor bizonyitasunk sémaja a kovetkezé lesz:

G,c Visszar, G’ = G (a graf marad)
lépés
d=c-1
indukcids
lépés
Ay =N, dualis lehetséges, egész \
, B * FEL- S| —1
= e
s = )‘f +1, I?Ia.-S v(e) TETEL Z A+ Z 2 As < ve(C)

5 kiilénben. veVv(G) Seo

o A 2. eset targyalasanal feltessziik

A c’-optimalis parositas olyan, hogy csak egy csiicsot nem parosit.

Specialisan V elemszama paratlan, vagyis V € O.
Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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2. eset bizonyitasa x mellett

A fenti sémaban definialt \ igazolja a bizonyitandét.

e A nem-negativ, egész mivolt nyilvanvalé.

e Az optimalitast biztosit6é egyenlétlenség igazolasahoz tudjuk, hogy

Z)‘; + Z |5|2_ 1)‘/5 < ver(G).
X S

o Kérdéses:

RS 5’2_1)\5 < ve(G).
X S

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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2. eset bizonyitasa x mellett (folytatas)

e Hogyan valtozik az els6 egyenl6tlenség két oldala, amikor
elhagyjuk a '-ket?

e ¢’ definiciéja garantalja, hogy a jobb oldal |[M|-mel ng, ahol M
egy c’-optimalis parositas.

e A 2. eset feltétele garantalja, hogy a ndvekmeény |[M| = MTfl A
bal oldalon eg?/etlen tag valtozik: a V-vel indexelt dualis valtozé.
Egyiitthatéja értéke 1-gyel né. A bizonyitandé nyilvanvalé.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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2. eset bizonyitasa x mellett (folytatas)

e A lehetséges hely mivolthoz minden élre ellendrizni kell az el8irt
feltételt. Legyen e = xy egy tetszéleges él. Tudjuk a kdvetkezét:

N+ X, + D As>cl
Seo
xyE€S

e Igazolnunk kell, hogy

At Ay + D As > ce

Seo
xy€S

e Ismét a valtozast vizsgaljuk a tudott és a bizonyitandé

egyenl6tlenségek oldalai kozott. Konnyii latni, hogy a '~k
elhagyasaval mindkét oldal 1-gyel n8, amibdl az allitas nyilvanvals.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A « FELTETEL jogossaga: 1. Lemma

Az 1. eset utan/a 2. esetben a x FELTETEL feltehets.

e Ez kdvetkezik az alabbi két lemmabdl. Az indoklas soran
feltessziik, hogy a 2. eset feltételei teljesiilnek.

c’-optimalis parositas nem lehet teljes parositas.

e Legyen M egy c-optimalis parositas. Mivel a 2. esetben vagyunk
feltehetjiik, hogy M nem teljes.

e Legyen M’ c’-optimalis parositas. Indirekt tegyiik fel, hogy teljes
parositas.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A x FELTETEL jogossaga: 1. Lemma (folytatas)

e Mivel M c-optimalis, ezért c¢(M') < ¢(M) teljesiil. Mivel tudjuk,
hogy M nem teljes, ezért ¢’ sialyardl is mondhatunk valamit:

L
=

(M) = (M) — M| > c(M) — “2/ > (M)
e Tovabba M’ teljes parositas
(M) = c(M) ~ M| = e(m) — P (< ().

e Ez ellentmond annak, hogy M’ egy c’-optimalis parositas.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A « FELTETEL jogossaga: 2. Lemma

Nem lehet, hogy minden c’-optimalis parositas legalabb két csucsot
parositatlanul hagy.

e Indirekt tegyiik fel, hogy M’ c’-optimalis parositas és x,y € V
agy, hogy M’ nem fedi le x-et és y-t. Legyen (M’, x, y) olyan, hogy
d(x, y) minimalis.

e d(x,y) > 1, mert x és y Osszekotottsége garantalna, hogy

M’ U {xy él} szintén parositas lenne, ami ellentmondas
c’-optimalitasaval (¢’ > 0). (Altalaban egy optimalis parositds nem
hagyhat két dsszekdtdtt csicsot parositatlanul.)

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A x FELTETEL jogossaga: 2. Lemma (folytatas)

e Legyen x™ egy P legrovidebb xy Gton az els6 x-et kdvets csiics

(v felé haladva). (A fentiek miatt x* # y.) Tekintsiik a kdvetkezé

két parositast:

(1) M,+: c-optimalis parositas, nem fedi le x*-t (a 2. esetben
ilyen létezése garantalt).

(2) M'. A c’-optimalitas garantalja, hogy M’ lefedi az x™ cstcsot
(x és x Osszekdtott).

o M, AM’ élek altal alkotott M graf komponensei kdrok és utak

(BSc Kombinatorika kurzus).

e Parositasaink tulajdonsagai miatt x™ egy 1 foki cstcs az M
grafban. Azaz az x* a végpontja egy Q Gtnak M-ben. Legyen

My = MVAE(Q) é M = MAE(Q).

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A « FELTETEL jogossaga: 2. Lemma: Abra

M+

A bal oldalon a fekete élek a P at élei, a piros élek M, élei, a kék élek
M’ élei, lila jeldli a @ utat. A jobb oldalon a médositott parositasok (1\7
és My-): a Q/lila Gt mentén a piros és kek &leket felcseréljiik. A ket
oldalon a piros és kék élek egyiittes sulya ugyanaz.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A x FELTETEL jogossaga: 2. Lemma (folytatas)

e Ekkor M, .+ c-optimalitasa miatt

C(/\7]X+) < C(MX+).

e Ugyanez a gondolatmenet alkalmazhaté M'-re c’-optimalitasa
miatt: ¢’(M’) < /(M').

e Egy kis Gtlettel azonban tébbet is mondhatunk: M’ nem fedi le
az xT cslicsot. Tovabba x vagy y is fedetlen marad (a csere csak a
Q at két végpontjanal valtoztatja meg a parositottsagot és az egyik
végpont biztos nem x vagy y (hanem x™)).

e Mivel d(xT,x) =1 < d(x,y) és

d(xT,y) =d(x,y) — 1 < d(x,y) is teljesiil, ezért (M’, x, y)
valasztasa miatt M’ nem lehet ¢’-optimalis:

(M) < &' (M.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021
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A x FELTETEL jogossaga: 2. Lemma (folytatas)

e xT-ra (a Q Gt egyik végpontjara) a Q Gton egy M’-beli &l
illeszkedik. Ebb&l nyilvanval6, hogy @ mentén legalabb annyi
M’-beli él szerepel, mint M,+-beli él. Azaz a cserével M’ élszama
nem néhet: |M'| < |M/].

® igy

(M) = (M) + M| < (M) + M| < &' (M) + M| = c(M').

e A médositasunk a két parositas szerepét cserélte egy at élhalmaza
mentén. A két parositas egylittes silya nem valtozott, azaz

(M) + c(My+) = c(M') + c(My+).
e Ennek ellentmond (1) és (2) dsszegének. Ebbsl adédik az allitas.

Hajnal Péter Egész politépok, SzTE, 2021



Abosege T

o A két lemma bizonyitja a FELTEVES realitasat.
e gy a 2. eset targyalasa korrekt.

e A bizonyitas teljes.



Koszonom a figyelmet! |
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