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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Szemidefinit programozas, SDP

A szemidefinit programozasi alapfeladat altalanos alakja

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy SrixA <B
Dx = e,

ahol ¢, x € R", A;, B € Sk = {M € RF*k: MT = M} c Rk*K,
D e R‘)X” és e € RY
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A szemidefinit programozasi alapfeladat altalanos alakja

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Yo Sl = B
Dx = e,

ahol ¢, x € R", A;, B € Sk = {M € RF*k: MT = M} c Rk*K,
D € R*" és e € RE.

S" a valds szimmetrikus n x n méretli matrixok halmaza. Azaz
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Szemidefinit programozas, SDP

A szemidefinit programozasi alapfeladat altalanos alakja

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy SrixA <B
Dx = e,

ahol ¢, x € R", A;, B € Sk = {M € RF*k: MT = M} c Rk*K,
D e R‘)X” és e € RY

S" a valds szimmetrikus n x n méretli matrixok halmaza. Azaz
M € R"™ " akkor és csak akkor eleme S™-nek, ha MT = M.
Specidlisan S" C R™",

A < B akkor és csak akkor, ha A, B € 8", tovabba 0 < B — A,
azaz B — A pozitiv szemidefinit, jelolésben B — A € S'.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok
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SDP: Dualizalas

A(Hxl +...+ Agnl)x,, Aggxl + ...
Agle +...+ Ag"l)x,, Ag%xl + ...

Agﬂxl +...+ Ag(rgx,, Aggxl +...
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Ag:}le +...+ ASI;ZX,,
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

> i XiAi

A(Hxl +...+ Ag'fl)x,, Aggxl +... .+ A(172)X,, .. Ag:}lxl +...+ ASI;ZX,,
Agle +...+ Agfl)x,, Ag%xl +...+ Aggx,, ... Aglxl +...+ Ag;ZX,,
Agﬂxl +...+ AE(C?X,, As(gxl +...+ AS(?%X,, ... AS(lJ)(Xl +... .+ AS:,)(X,,

2x1 —3x0 +x3  5x1 +2x0 — x3 X1 — x> + 8x3 6x1 + 5xo + x3
5x1 +2x0 —x3 —x1+7x0 —2x3 9x1 — 3x0 + X3 —2x1 — xp + 4x3
x1—x2+8x3 9x1 —3x0+x3 10x3 — 2x0 + 2x3 8x1 + xo + x3
6x1 +5x0 +x3 —2x3 — X0 + 4x3 8x1 + x2 + x3 —11x1 + 2x0 — 3x3
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Linedris egyenlétlenségek mint SDP feltételek

Az elgjelfeltételek felirhatdk, mint alkalmas matrix pozitiv
szemidefinitasa:

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Linedris egyenlétlenségek mint SDP feltételek

Az elgjelfeltételek felirhatdk, mint alkalmas matrix pozitiv
szemidefinitasa:

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Linedris egyenlétlenségek mint SDP feltételek

Az elgjelfeltételek felirhatdk, mint alkalmas matrix pozitiv
szemidefinitasa:

Az LP alapfeladat egy specidlis SDP probléma.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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S" az R /RN /RHXH egy linedris altere. Dimenziéja (%)

it
N
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Sn

S az R /RInXIA1 /RH*H gy linedris altere. Dimenziéja ().

(.,.) : 8" x 8" — R az aldbbi skaldrszorzat: M, N € S” esetén

(M,N) = Te(MTN) =Y (MTN); = > MiNg = > MyNj.
iJ iJ

J
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Sn

S az R /RInXIA1 /RH*H gy linedris altere. Dimenziéja ().

(.,.) : 8" x 8" — R az aldbbi skaldrszorzat: M, N € S” esetén

(M,N) = Te(MTN) =Y (MTN); = > MiNg = > MyNj.
iJ iJ

J

Egy alternativa: Legyen vec : R™" — R" egy matrix
oszlopfolytonos olvasata (azaz egy szdmtablazatbdl egy szamsort
kézpiink). Ekkor (M, N) = vec(M)Tvec(N).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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A tovabbiakban Osszefoglaljuk a bevezetett skalarszorzas

tulajdonsdgait. Ezeket az érdekl6do hallgaté maga is igazolhatja.
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SDP: alapok

()

SDP: Dualizalas

A tovabbiakban Osszefoglaljuk a bevezetett skaldrszorzas
tulajdonsagait. Ezeket az érdekl6dé hallgaté maga is igazolhatja.

Lemma

Legyen M, N, P € S"

(i) <M7 N> = <N7 M>
(i) (MN,P) = (M, PN)

(iii) (M, M) = TrM? = ZA2 >0

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

()

SDP: Dualizalas

A tovabbiakban Osszefoglaljuk a bevezetett skaldrszorzas
tulajdonsagait. Ezeket az érdekl6dé hallgaté maga is igazolhatja.

Lemma

Legyen M, N,P € S§"

(i) (M, N) = (N, M)
(i) (MN,P) = (M, PN)

(iii) (M, M) = TrM? = ZA2 >0

y

Jelolés

IM||r = /(M, M), az M szimmetrikus matrix Frobenius normdja.

4

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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Legyen M € S" tetszdleges. Ekkor a kovetkezék ekvivalensek:
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. pozitiv szemidefinit

Legyen M € S" tetszdleges. Ekkor a kovetkezék ekvivalensek:

(i) M pozitiv szemidefinit, azaz xTMx > 0 minden x € R" esetén,

m]

=

DA



¥, pozitiv szemidefinit m

Legyen M € S" tetszdleges. Ekkor a kovetkezék ekvivalensek:

(i) M pozitiv szemidefinit, azaz xTMx > 0 minden x € R" esetén,
(i) M sajatértékei nemnegativok,

m]

=

DA



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Y, pozitiv szemidefinit matrixok

Legyen M € S" tetszlleges. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
(i) M pozitiv szemidefinit, azaz xTMx > 0 minden x € R” esetén,
(i) M sajatértékei nemnegativok,

(iii) M egy Gram-matrix, azaz alkalmas V € R¥*" m4trixra
M=VTV,

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Y, pozitiv szemidefinit matrixok

Legyen M € S" tetszlleges. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:

(i) M pozitiv szemidefinit, azaz xTMx > 0 minden x € R” esetén,

(i) M sajatértékei nemnegativok,

(iii) M egy Gram-matrix, azaz alkalmas V € R¥*" m4trixra
M=VTV,

(iv) M minden szimmetrikus részmatrixa (tetszéleges médon
elhagyunk s sort és a nekik megfelel6 s oszlopot) nemnegativ
determinansu. )

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma, ami szintén egy ekvivalens leiras

Ha M = 0, akkor |étezik olyan VE =0, amelyre M = Mz M.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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Lemma, ami szintén egy ekvivalens leiras

Ha M = 0, akkor |étezik olyan VE =0, amelyre M = Mz M.

o M sajatértékei legyenek A1,..., A, > 0.
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Lemma, ami szintén egy ekvivalens leiras

Ha M = 0, akkor |étezik olyan VE =0, amelyre M = Mz M.

o M sajatértékei legyenek A1,..., A, > 0.
e Tovdbb3d legyen

A1 0 V1 0
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma, ami szintén egy ekvivalens leiras

Ha M = 0, akkor létezik olyan M2 = 0, amelyre M = M2 M.

o M sajatértékei legyenek A1,..., A, > 0.
e Tovdbb3d legyen
A1 0 VA1 0
A= . , A L
0 An 0 o

e Legyen M szimmetrikus, ezért létezik olyan @ ortogondlis matrix,
amelyre QTMQ = A.

N
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma, ami szintén egy ekvivalens leiras

Ha M = 0, akkor létezik olyan M2 = 0, amelyre M = M2 M.

o M sajatértékei legyenek A1,..., A, > 0.

e Tovdbb3d legyen
A1 0 VAL 0

A= . , A L

0 An 0 o

e Legyen M szimmetrikus, ezért létezik olyan @ ortogondlis matrix,

amelyre QTMQ = A.

o igy

M=QAQT = QA:A:QT = QAZQTQAZQT = (QA2QT)(QAZQT).

N
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma, ami szintén egy ekvivalens leiras

Ha M = 0, akkor létezik olyan M2 = 0, amelyre M = M2 M.

o M sajatértékei legyenek A1,..., A, > 0.

e Tovdbb3d legyen
A1 0 VAL 0

A= . , A L

0 An 0 o

e Legyen M szimmetrikus, ezért létezik olyan @ ortogondlis matrix,

amelyre QTMQ = A.

o igy

M=QAQT = QA:A:QT = QAZQTQAZQT = (QA2QT)(QAZQT).

N

1 1 ¢ ‘ . ~ /
o M2 = QA2 QT valasztas bizonyitja a Lemmit.
Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Y geometriailag

S" egy kip 8" C R™"-ben.
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S! geometriailag

S" egy kip 8" C R™"-ben.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



fHac



SDP: alapok SDP: Dualizélas

SDP normalformak

SDP: |. normalforma

Minimalizéljuk (C, X)-t
Feltéve, hogy (A, X) =bj, i=1,...k
X =0,

ahol C,X,A; € S" és b € R¥.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

SDP normalformak

SDP: |. normalforma

Minimalizéljuk (C, X)-t
Feltéve, hogy (A, X) =bj, i=1,...k
X =0,

ahol C,X,A; € S" és b € R¥.

4

SDP: Il. normalforma

Minimalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Do A = B,

ahol c,x e R" és A;, B € Sk.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

Szunet

SDP: Dualizalas
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

Az elsé normalformdaban vizsgaljuk a primal feladatot:

Minimalizaljuk (C, X)-t
Feltéve, hogy (Ai, X) =bj, i=1,...k,
X >=0.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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Az elsé normalformdaban vizsgaljuk a primal feladatot:

Minimalizaljuk (C, X)-t
Feltéve, hogy (Ai, X) =bj, i=1,...k,
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A szokdsos oOtlettel éliink. A feltételeket , beépitjik” a
Lagrange-fliggvénybe.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

Dualizalas (Lagrange mddszer)
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

Az elsé normalformdaban vizsgaljuk a primal feladatot:

Minimalizaljuk (C, X)-t
Feltéve, hogy (Ai, X) =bj, i=1,...k,
X >=0.

A szokdsos oOtlettel éliink. A feltételeket , beépitjik” a
Lagrange-fliggvénybe.

A véges sok linedris feltétellel nincs probléma.

A pozitiv szemidefinitas feltételét viszont nem tudjuk L-be
beépiteni, L értelmezési tartomanyat , terheljuk” ezen feltétellel.

L(X,p) = (C.X) + > pi({Ai, X) = bj), domL={X: X =0}

Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

Ennek a fiiggvénynek a minimalizdlasa vezet a dudlis probléma
célfiggvényéhez.

E(/L)ler;(fML(X y) Zb,u,+|nf<C+Zu,A,,X>.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

Ennek a fiiggvénynek a minimalizdlasa vezet a dudlis probléma
célfiggvényéhez.

E(/L)ler;(fML(X y) Zb,u,+|nf<C+Zu,A,,X>.

Az )i(r;f0<l\/l,X> =7 optimalizalasi feladatot kell megoldanunk.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

M akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden X = 0
esetén (M, X) > 0.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

M akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden X = 0
esetén (M, X) > 0.

A bizonyitas el6tt kiemeliink egy kovetkezményt.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

M akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden X = 0
esetén (M, X) > 0.

A bizonyitas el6tt kiemeliink egy kovetkezményt.

Kovetkezmény
Ha M, N > 0, akkor (M, N) > 0.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

M akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden X = 0
esetén (M, X) > 0.

A bizonyitas el6tt kiemeliink egy kovetkezményt.

Kovetkezmény
Ha M, N > 0, akkor (M, N) > 0.

Sziikségiink lesz egy egyszeriien ellendrizhetd egyenldségre:
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Dualizalas (Lagrange mddszer)

M akkor és csak akkor pozitiv szemidefinit, ha minden X = 0
esetén (M, X) > 0.

A bizonyitas el6tt kiemeliink egy kovetkezményt.

Kovetkezmény

Ha M, N > 0, akkor (M, N) > 0.

Sziikségiink lesz egy egyszeriien ellendrizhetd egyenldségre:

Legyen A € R¥*! és B € Rk, Ekkor

Tr(AB) = Tr(BA).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma bizonyitdsa

e Legyen M, X >~ 0. Ekkor

(M, X) = Tr(MX)=Tr(MY2MY2x1/2x1/2)
_ Tr((M1/2M1/2X1/2)X1/2) Tr(Xl/Z(M1/2M1/2X1/2))
_ Tr((X1/2M1/2)(I\/Il/2X1/2))
_ ((M1/2X1/2) (M1/2X1/2))20,

hiszen M1/2 és X1/2 is szimmetrikus.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma bizonyitdsa

e Legyen M, X >~ 0. Ekkor

(M, X) = Tr(MX)=Tr(MY2MY2x1/2x1/2)
— Tr((M1/2M1/2X1/2)X1/2) Tr(xl/Z(Ml/2Ml/2xl/2))
_ ((X1/2M1/2)(M1/2X1/2))

_ ((M1/2X1/2) (M1/2X1/2)) >0,

hiszen MY/2 és X'/2 is szimmetrikus.
e Forditva tegyiik fel, hogy (M, X) > 0 minden X = 0 matrixra.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma bizonyitdsa

e Legyen M, X >~ 0. Ekkor

(M, X) = Tr(MX)=Tr(MY2MY2x1/2x1/2)
_ Tr((M1/2M1/2X1/2)X1/2) Tr(Xl/Z(M1/2M1/2X1/2))
_ ((X1/2M1/2)(M1/2X1/2))
_ ((M1/2X1/2) (M1/2X1/2)) > 0,

hiszen MY/2 és X'/2 is szimmetrikus.

e Forditva tegyiik fel, hogy (M, X) > 0 minden X = 0 matrixra.

Legyen x € R" tetszlleges. Feltevésiinket alkalmazzuk az X = xx
pozitiv szemidefinit matrixra:

T

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Lemma bizonyitdsa

e Legyen M, X >~ 0. Ekkor

(M, X) = Tr(MX)=Tr(MY2MY2x1/2x1/2)
_ Tr((M1/2M1/2X1/2)X1/2) Tr(Xl/Z(M1/2M1/2X1/2))
_ ((X1/2M1/2)(M1/2X1/2))
_ ((M1/2X1/2) (M1/2X1/2)) > 0’

hiszen MY/2 és X'/2 is szimmetrikus.

e Forditva tegyiik fel, hogy (M, X) > 0 minden X = 0 matrixra.

Legyen x € R" tetszlleges. Feltevésiinket alkalmazzuk az X = xx
pozitiv szemidefinit matrixra:

T

0 < (M, X)=Tr(M(xx")) =Tr((Mx)x") = Tr(x" (Mx))

= Tr(x"Mx) = x" Mx.

Azaz M pozitiv szemidefinit.

Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021
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A lemmabdl kovetkezik, hogy

M =0
inf(M, X) = {0’ -

kiilonben -
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

A lemma alkalmazasa

A lemmabdl kovetkezik, hogy

0, M>=0

—o00, kilonben

inf(M, X) = {

e Valéban, ha M = 0, akkor a lemma alapjan (M, X) nem lehet
negativ, de M = 0 mutatja, hogy 0 lehet.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

A lemma alkalmazasa

A lemmabdl kovetkezik, hogy

0, M>=0

—o00, kilonben

inf(M, X) = {

e Valéban, ha M = 0, akkor a lemma alapjan (M, X) nem lehet
negativ, de M = 0 mutatja, hogy 0 lehet.

e Szintén a lemma alapjén, ha M i/ 0, akkor (M, X) lehet negativ.
X pozitiv szammal vald szorzasdval elérhetjiik, hogy tetszblegesen
nagy abszolltérték(i negativ szam legyen.

Hajnal Péter Szemidefinit programozés, SzTE, 2021
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A kovetkez6 definicié lehetéséget ad a kit
hasznos ujrafogalmazasara:

Y4

€ro

m]

=

beli lemmank egy

DA



SDP: alapok

A lemma geometriai jelentése

SDP: Dualizalas

A kovetkezd definicid lehetOséget ad a kitérobeli lemmank egy
hasznos Ujrafogalmazasara:

Definicié

A K C RN kiip duilisa:

K*={xeRN: xTk>0Vk e K}.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

A lemma geometriai jelentése

A kovetkezd definicid lehetOséget ad a kitérobeli lemmank egy
hasznos Ujrafogalmazasara:

Definicié

A K C RN kip dudlisa:

K*={xeRN: xTk>0Vk e K}.

Ezek utdn a bebizonyitott lemmank a kovetkezé formaban is
leirhaté:

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

A lemma geometriai jelentése

A kovetkezd definicid lehetOséget ad a kitérobeli lemmank egy
hasznos Ujrafogalmazasara:

Definicié

A K C RN kip dudlisa:

K*={xeRN: xTk>0Vk e K}.

Ezek utdn a bebizonyitott lemmank a kovetkezé formaban is
leirhaté:

(i) S7 kip.
(i) S7 énduslis, (S7)* = S7.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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A kitér6 utan kapjuk, hogy

nf LX) = {_

> bipi, CH+> uiAi =0
- .

)

kiulonben

«40O>» «Fr «=)r» «=)» = Q>



SDP: alapok

Dualis feladat

SDP: Dualizalas

A kitéré utan kapjuk, hogy

inf L(X, 1) = {_Eb"“”

X0 —00,

C+ > piAi =0
kiulonben ’

Azaz a kiindulé SDP (primdl) feladat dudlisa.

Maximalizaljuk

Feltéve, hogy

— > bipi-t
=2 WA 2 C
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SDP: alapok

Dualis feladat

SDP: Dualizalas

A kitéré utan kapjuk, hogy

—0Q,

Jnf LX) = {

=Y bipi, CH+ 3 piA =0

kiulonben

Azaz a kiindulé SDP (primdl) feladat dudlisa.

Maximalizaljuk

Feltéve, hogy

— > bipi-t
=2 WA 2 C

Ekvivalens mdédon

Minimalizaljuk

Feltéve, hogy

> bipi-t
C+> piAi =S,
S>=0.

Hajnal Péter

Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitds

Ha p* a primal SDP optimuma és d* a dudlis SDP optimuma,
akkor d* < p*.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitds

Ha p* a primal SDP optimuma és d* a dudlis SDP optimuma,
akkor d* < p*.

Feltehetd, hogy p* < oo, d* > —o0.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitds

Ha p* a primal SDP optimuma és d* a dudlis SDP optimuma,
akkor d* < p*.

Feltehetd, hogy p* < oo, d* > —o0.

Legyen X € Lp, egy lehetséges megoldasa a primal feladatnak és
(1, S) € Lp, a dudlis egy lehetséges megoldésa.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitds

Ha p* a primal SDP optimuma és d* a dudlis SDP optimuma,
akkor d* < p*.

Feltehetd, hogy p* < oo, d* > —o0.

Legyen X € Lp, egy lehetséges megoldasa a primal feladatnak és
(1, S) € Lp, a dudlis egy lehetséges megoldésa.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Gyenge dualitas tétel

Gyenge dualitds

Ha p* a primal SDP optimuma és d* a dudlis SDP optimuma,
akkor d* < p*.

Feltehetd, hogy p* < oo, d* > —o0.

Legyen X € Lp, egy lehetséges megoldasa a primal feladatnak és
(1, S) € Lp, a dudlis egy lehetséges megoldésa.

Az dllitds azt mondja, hogy egy tetszOleges primal célfiiggvényérték
legalabb akkora mint egy tetszbleges dual célfiiggvényérték. Ebbdl
a tétel nyilvan adddik.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

A gyenge dualitds bizonyitasa

SDP: Dualizalas

Lattuk, hogy két pozitiv szemidefinit matrix skaldrszorzata
nemnegativ. Igy

S(X 5 X CJFZMI i X C +Z:LLI A17X>
:<C7X +ZMIbI:<C7X>+b;I—ILLI
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SDP: alapok

A gyenge dualitds bizonyitasa

SDP: Dualizalas

Lattuk, hogy két pozitiv szemidefinit matrix skaldrszorzata
nemnegativ. Igy

§<X 5 X CJFZMI i X C +Z:LLI A17X>
:<C7X +ZMIbI:<C7X>+b;I—ILLI

Innen rendezéssel adddik az allitas.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



Minimalizaljuk x12-t
0 X12 0
Feltéve, hogy X12 X292 0 =0
0 0 1+ X12

it
N
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Példa: Normalalakra hozas, bevezetés

A dudlizildshoz a feladatot a szemidefinit programozasi feladatok
I. standard alakjdra hozzuk:

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Példa: Normalalakra hozas, bevezetés

A dudlizildshoz a feladatot a szemidefinit programozasi feladatok
I. standard alakjdra hozzuk:

Bevezetjik a kovetkezd valtozéd matrixot:
X111 X12  X13

X =|Xx12 X2 X3
X13 X203 X33
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Példa: Normalalakra hozas, bevezetés

A dudlizildshoz a feladatot a szemidefinit programozasi feladatok
I. standard alakjdra hozzuk:

Bevezetjik a kovetkezd valtozéd matrixot:

X11 X12  X13
X =|Xx12 X2 X3

X13 X23 X33

0 x2 0
Az eredeti alak matrixa | x12 x99 0
0 0 1+ xp
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Példa: Normalalakra hozas, bevezetés

A dudlizildshoz a feladatot a szemidefinit programozasi feladatok
I. standard alakjdra hozzuk:

Bevezetjik a kovetkezd valtozéd matrixot:
X111 X12  X13

X =|Xx12 X2 X3
X13 X203 X33

0 x2 0
Az eredeti alak matrixa | x12 x99 0
0 0 1+ xp

Ez ekvivalens azzal, hogy x11 =0, x13 =0, x03 =0, x33 = 1 4 xy2.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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Ezen feltételek atirdsa az I|. alak formajara:

40> «Fr» « =>» Q>



SDP: alapok

Példa: A feltételek atirasa

SDP: Dualizalas

Ezen feltételek atirdsa az |. alak formdjara:

1 00
e x1; = 0 &tirasa: < 0 0O ,X> =0 (ezen egyenléség
0 00O

feltételhez tartozzon a p; dudlis véltozd).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

Példa: A feltételek atirasa

SDP: Dualizalas

Ezen feltételek atirdsa az |. alak formdjara:

1 00

e x11 = 0 atirdsa: < 0 0O ,X> =0 (ezen egyenléség
0 0O

feltételhez tartozzon a p; dudlis véltozd).
0 01

e x13 = 0 4tirdsa < 0 00 7X> =0 (ezen egyenléség
100

feltételhez tartozzon a po dudlis véltozd).
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Példa: A feltételek atirasa

Ezen feltételek atirdsa az |. alak formdjara:

1 00
e x11 = 0 atirdsa: < 0 0O ,X> =0 (ezen egyenléség
0 0O
feltételhez tartozzon a p; dudlis véltozd).
0 01
e x13 = 0 4tirdsa < 0 00 7X> =0 (ezen egyenléség
1 00
feltételhez tartozzon a po dudlis véltozd).
0 0O
e xo3 = 0 feltétel atirasa < 0 01 ,X> =0 (ezen
010

egyenléség feltételhez tartozzon a 3 dudlis valtozd).

Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Példa: A feltételek atirasa

Ezen feltételek atirdsa az |. alak formdjara:

1 00
e x1; = 0 &tirasa: < 0 0O ,X> =0 (ezen egyenléség
0 00O
feltételhez tartozzon a p; dudlis véltozd).
0 01
e x13 = 0 4tirasa < 0 00 7X> =0 (ezen egyenléség
100
feltételhez tartozzon a po dudlis véltozd).
0 00
e x>3 = 0 feltétel atirdsa < 0 01 ,X> =0 (ezen
010
egyenléség feltételhez tartozzon a 3 dudlis valtozd).
0 -3 0
e x33 = 1 + xqo feltétel dtirdsa < —% 0 O ,X> =1 (ezen
0 0 1

egyenléség feltételhez tartozzon a pg dudlis valtozé).
Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

A példa normalalakban

Feladatunk uj alakja

030
Minimalizaljuk < 3 0 0f,X )t
0 00
100 0 01
Feltéve, hogy < 0 0 0f,X)=0, 0 0O ,X>:0
000 100
000 0 —3 0
< 00 1|,X)=0([-2 0 0 ,X>:1
1 00 0 0 1
X=0

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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SDP: alapok

Példa: dualizalas

SDP: Dualizalas

Maximalizaljuk —g-t
030 100 0
Feltéve, hogy % 0 O)+u1 0 0 0)+u|O
0 00 000 1
000 0o -3
uws| 0 0 1)+u4 -3 0
010 0

_ O o O OO

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

Példa: dualizalas

SDP: Dualizalas

Maximalizaljuk —g-t
030 100 001
Feltéve, hogy % 0 O +u1 |0 O O)4+pu|0 0 0]+
0 00 000 100
000 0o -3 0
ps| 0 0 1 | +m| -3 0 0 ]=0
010 0 1
Azaz
Maximalizaljuk —g-t
o
Feltéve, hogy e 0 pug | =0
H2 M3 4

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021
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Minimalizaljuk

X12-t
0 X12 0
Feltéve, hogy X12  X22 0 =0
0 0 1 + X12

«O>» <Fr <> <> DA



SDP: alapok SDP: Dualizélas

p* elemi médszerekkel

Minimalizaljuk X1o-t
0 X12 0

Feltéve, hogy X12 X2 0 =0
0 0 1 + X12

Ha létezik egy X € L, akkor a példabeli feltétel matrixanak balfelsé
2 x 2-es fominoranak pozitiv szemidefinitnek kell lennie. Igy a
sajatértékeinek szorzata (determinansa) legyen nagyobb, mint

nulla.

Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021



SDP: alapok

p* elemi médszerekkel

SDP: Dualizalas

Minimalizaljuk X1o-t
0 X2
Feltéve, hogy X12 X292
0 0

0
0
14 x12

Ha létezik egy X € L, akkor a példabeli feltétel matrixanak balfelsé
2 x 2-es fominoranak pozitiv szemidefinitnek kell lennie. Igy a
sajatértékeinek szorzata (determinansa) legyen nagyobb, mint

nulla.

Esetiinkben —x122 > 0, azaz x1p = 0. Tehat p* = 0.

Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021
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Maximalizaljuk

—Ha-t
1-
M1 2#4 s
Feltéve, hogy a0 43 | =0
2 us

«O>» «Fr «=r» «=)» o



SDP: alapok SDP: Dualizélas

d* elemi mddszerekkel

Maximalizaljuk —a-t
o A
Feltéve, hogy % 0 pu3 | =0
2 K3 Ha

d*: Az el6z6 meggondoldsok alapjan teljesulni kell, hogy

1—ps
det( T )20
2

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok

d* elemi mddszerekkel

SDP: Dualizalas

Maximalizaljuk —a-t
o A
Feltéve, hogy % 0 pu3 | =0
2 K3 Ha

d*: Az el6z6 meggondoldsok alapjan teljesulni kell, hogy

1—ps
det( T )20
2

Ez csak pg = 1 esetén teljesiil. fgy d* = —1.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

d* elemi mddszerekkel

Maximalizaljuk —a-t
o A
Feltéve, hogy % 0 pu3 | =0
2 K3 Ha

d*: Az el6z6 meggondoldsok alapjan teljesulni kell, hogy
1—ps
det( HL 2 ) >0

1—pa
5 0

Ez csak pg = 1 esetén teljesiil. fgy d* = —1.

*

Azaz valdéban teljesiil a gyenge dualitds tétele, tehat p* > d
(0> -1).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

d* elemi mddszerekkel

Maximalizaljuk —a-t
o A
Feltéve, hogy % 0 pu3 | =0
2 K3 Ha

d*: Az el6z6 meggondoldsok alapjan teljesulni kell, hogy

1—ps
det( T >2o
2

Ez csak pg = 1 esetén teljesiil. fgy d* = —1.

*

Azaz valdéban teljesiil a gyenge dualitds tétele, tehat p* > d
(0> -1).

Azonban er6s dualitas nincs.

Hajnal Péter Szemidefinit programozds, SzTE, 2021
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

X € E;; akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

X € E; akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hasonléan definialhaté EB.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

Jelolés

X € EJ,g akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...,¢
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hasonléan definialhaté EE.

Er6s dualitas
Lh, L5 # 0 esetén p* = d*.

| A\
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

Jelolés
X € EJ,g akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...,¢
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hasonléan definialhaté EE.

Eros dualitas
Lh, L5 # 0 esetén p* = d*.
SOt az optimumbhelyek halmaza nem lires, kompakt

| A\
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

Jelolés
X € Efg akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...,¢
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hasonléan definialhaté EE.

Eros dualitas
Lh, L5 # 0 esetén p* = d*.
SOt az optimumbhelyek halmaza nem lires, kompakt

| A\

Az er6s dualitas egy kissé gyengitett feltételek mellett is igaz.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

Jelolés

X € £,*g akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...,¢
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hasonléan definialhaté EE.

| A

Er6s dualitas
Lh, L5 # 0 esetén p* = d*.

SOt az optimumbhelyek halmaza nem lires, kompakt

Az er6s dualitas egy kissé gyengitett feltételek mellett is igaz.

Er6s dualitas

Lh,Lp # 0 esetén p* = d*.
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SDP: alapok SDP: Dualizélas

Eros dualitas

Jelolés

X € £,*g akkor és csak akkor teljesiil, ha (A;, X) = b;,i=1,...,¢
és X > 0 (azaz X pozitiv definit).

Hasonléan definialhaté EB.

| A

Eros dualitas
Lh, L5 # 0 esetén p* = d*.
SOt az optimumbhelyek halmaza nem lires, kompakt

N

Az er6s dualitas egy kissé gyengitett feltételek mellett is igaz.

Er6s dualitas

Lh,Lp # 0 esetén p* = d*.

A tételeket most nem bizonyitjuk.

Hajnal Péter Szemidefinit programozas, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet!

J
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