Optimalizalasi eljairasok GYAKORLAT, MSc hallgatok szamara
5. Feladatsor

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2011. mércius 10-ét6l

1. Poliéderek, politopok
Definicié. Legyen A € R**" b € R*. Ekkor
P ={x: Az = b}

alakti ponthalmazt poliédernek nevezziik. Azaz a poliéder egy véges sok linearis
egyenlGtlenséget tartalmazo rendszer megoldashalmaza.

1. Feladat. [rjuk fel a kocka, tetraéder, oktaéder R>3-beli ponthalmazokat, mint
eqy egyenldtlenségrendszer megolddshalmaza. A testjeink alakjdt, elhelyezkedését mi
valaszthatjuk meg.

Felirasunkban n = 3. Mi lesz k minimadlis értéke?

Irjuk fel a fenti testek 4-dimenzids vdltozatdt is.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy a poliéderek zdart és konvex halmazok.

3. Feladat. Igazoljuk, hogy egy zdrt konvex halmaz, akkor és csak akkor nem kor-
latos, ha tartalmaz félegyenest.

4. Feladat. Igazoljuk, ha eqy P zdrt konvex halmaz nem korldtos, akkor minden
pontjabol indul ki P-ben halado félegyenes.

5. Feladat. Igazoljuk, ha eqy P zdrt konvex halmaz tartalmaz egqy v irdanyvektori fél-
egyenest, akkor minden pontjdra igaz, hogy az abbol indulo v irdnyvektori félegyenes

P-be esik.
Definicié. Egy P poliéder politop, ha korlatos.

6. Feladat. Legyen A € R¥" b e R*. Igazoljuk, ha a nem-iires P = {z : Az = b}
poliéder politop, akkor k > n.

Azaz A € R, b € R" esetén a nem-tires P = {x : Az = b} poliéder sziikség-
szertien nem-korldtos.

Definicié. H = {x : nx = a} hipersik a P poliéder tamasz-hipersikja, ha HNP # ()
¢s P C He ={z:nzx < a}.

Vigyézat: A fenti definici6 érzékeny a hipersikot leird egyenletre. H' : —nx = —«
ugyanazt a ponthalmazt definidlja, de H. = {z : —nr < —a} teljesen mas mint
korabban.

7. Feladat. Legyen P egy poliéder, xo € R™. Igazoljuk, hogy a kévetkezdk ekviva-
lensek:

(i) Van xo € P-n dthaladé tamasz-hipersik.
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(ii) xq tetszdleges kirnyezetében van P-beli és P-n kivili pont is.

Definicié. Az el6z6 feladatban leirt pontok a poliéder hatarpontjai, halmazuk jelo-
lése OP.

Definicié. Legyen = € 0P. Ekkor
C, = {n: van olyan «, hogy nx = a tamaszhipersik legyen}.
8. Feladat. x € P esetén C, eqy kip.
9. Feladat. Legyen P eqy poliéder, x € P. A kévetkezdk ekvivalensek:
(i) Van olyan tamaszhipersik, ami P-bdl csak az x pontot tartalmazza.
(i) x € OP és Cy-nek van belsd pontja.
(i1i) Ha egy P-be esd ab szakasz tartalmazza x-et, akkor a = b = x szikségszerd.
(iv) x nem irhato fel mint mds P-beli pontok konvexr kombindcidja.

Definicié. A fenti tulajdonsagi x pontok P extremalis pontjai/cstcsai. Ezen pontok
halmazanak jel6lése ext P.
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