Optimalizalasi eljairasok GYAKORLAT, MSc hallgatok szamara
6. Feladatsor

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2011. mércius 24-ét6l

Matroidok

Definicié. Legyen S egy véges alaphalmaz, H az alaphalmaz részhalmazainak egy
halmaza (H C P(S5), H egy halmazrendszer S felett).

Feltessziik, hogy H egy nem-iires, lefelé zart halmazrendszer. Azaz
(Mi) 0 € H,
(Mii) A€ H és B C Aesetén B € H.

Ha w : § — R>( egy nemnegativ sulyfiiggvény, akkor az alaphalmaz minden R
részhalmazara w(R) az R elemei stlyainak Osszege.

OPTIMALIZALASI ALAPFELADAT: Adott (i) és (ii) tulajdonsagti H halmaz-
rendszer S felett és egy w nem negativ silyfiiggvény. Hatarozzunk meg egy legsi-

lyosabb H-beli halmazt.

1. Feladat. A fenti alapfeladatra tervezziink eqy egqyszerd mohd heurisztikdat. (Az-
az csak olyan eljardst keresiink, ami siulyos H-beli halmazt ad, az optimum valodi
megtaldldsat nem sziikségszert.)

2. Feladat. Adjunk példdt S, H,w-re a hol a mohd algoritmus outputja nem opti-
malis (= nem mazimdlis sulyid H-beli halmaz).

3. Feladat. Legyen S,H egy olyan halmazrendszer, amelyben taldlhatok A és B
halmazok gy, hogy A elemszdma nagyobb legyen B-énél, de B-t ne lehessen boviteni
A — B egyik elemével sem gy, hogy H-ban maradjon.

lgazoljuk, hogy alkalmas w sulyfiigguény ,becsapja” a mohd algoritmust.

Definicié. Tegytik fel, hogy H nem teljesiti a fenti feladat feltételét, azaz
(Miii) minden A, B € H halmazra:

|A| > |B| esetén van olyan a € A — B, hogy BU {a} € H.
(S,H) matroid, ha teljesiti az (i), (ii) és (iii) feltételeket.

4. Feladat. * Legyen (S,H) egy matroid. Ekkor minden w sulyfiggvényre a mohd
algoritmus outputja eqy legsulyosabb H-beli elem.

5. Feladat. Legyen S ={1,2,3,...,n} és k € N. Legyen M ={J C S:|S| < k}.
FEkkor (S, M) egy matroid.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy G grdf esetén S = E(G) és M = {R: R koérmentes}
egy matroid.
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7. Feladat. Legyen S = {1,2,3,...,n} és vy,vq,...,v, € R" egy vektorhalmaz.
Legyen M = {J : {v;|j € J} linedrisan figgetlen}. Ekkor (S, M) egy matroid.

8. Feladat. Legyen G egy grif, S = E(G), M = {M C E(G) : M pdrositds}.
(S, M) matroid-e?

9. Feladat. Legyen G egy grdf, S =V (G),
M ={R CV(G): alkalmas M pdrositds lefedi R-et}.
Ekkor (S, M) matroid.

Megjegyzés. A tovabbiakban (S, M) mindig egy matroidot jeldl. A feladatokban
ezen jelolés megjelenése a Legyen (S5, M) egy matroid” feltételt jelenti.

A lineéris algebrai példa utédn talan nem meglepd, ha M-beli halmazokat fiig-
getlen halmazoknak nevezziik. Ha R nem fliggetlen, akkor fiiggs.

10. Feladat. (S, M) esetén legyen R C S. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek:
(i) B az X halmaz egy mazimadlis elemszdmi figgetlen részhalmaza,

(ii) B az X halmaz egy nem bovithetd fiiggetlen részhalmaza (azaz X minden olyan
részhalmaza, ami szigorian bévebb X -nél mdr nem fiiggetlen).

Definicié. A fenti feladatban szereplé B az X halmaz bdzisa.
A fenti feladat allitasanak lényege a bazis mohé médon megkaphato: minden
fliggetlen részhalmaz maximalis elemszamu fliggetlenné egészithets ki.

Definicié. (S, M) esetén legyen r : P(S) — N az a fiiggvény, ami minden R rész-
halmazahoz bazisainak kozos elemszamat rendeli. Ez a matroidunk rang-figgvénye.

11. Feladat. Igazoljuk, ha R C R, R és r(R) = r(R) = r(ﬁ), akkor r(R) =
r(RUR).

12. Feladat. Igazoljuk, hogy egy matroid rangfiigguénye monoton és szubmoduldris.
Azaz

(Ri) A C B eseténr(A) <r(B),
(Rii) Tetszdleges A, B esetén r(A) +r(B) >r(ANB)+r(AUB).
13. Feladat. (S, M) esetén igazoljuk, hogy az alaphalmaz minden R részhalmazdhoz

tartozik eqy R részhalmaz, amely tartalmazza R-et, rangja ugyanaz mint R-é és ezen
tulajdonsdgokra nézve mazximdlis halmaz.

14. Feladat. * Legyen r : P(S) — N egy figgvény, amelyre
(Ro) r(0) =0, r({s}) <1 minden s € S esetén.

Tovdbbd teljesiti (Ri) és (Rii) tulajdonsdgokat.
Igazoljuk, hogy ekkor létezik pontosan egy olyan matroid, amelynek rang-fligguénye
r.

Definicié. (S, M) esetén az alaphalmaz egy C részhalmaza kér, ha minimalis fiiggs
halmaz. Azaz fliggd, de tetszGleges velodi részhalmaza mar fiiggetlen.

6-2



15. Feladat. (S, M) esetén legyen C,C" két kilonbozd kor egy e kizds elememl.
Ekkor

(Cii) (CUC) —{e} tartalmaz kért.

16. Feladat. * Legyen C egyhalmazrendszer S felett, amelyre
(Co) D &C,

(Ci) C semelyik két kilonbozd eleme kézt nincs tartalmazds.

Tovdbba C teljesiti (Cii) tulajdonsagot.
Igazoljuk, hogy ekkor létezik pontosan egy olyan matroid, amelynek koreinek hal-
mazrendszere C.



