Optimalizalasi eljairasok GYAKORLAT, MSc hallgatok szamara
1. Feladatsor

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2011. februar 2-a’to’l

Konvex ponthalmazok
Definicié. z,y € R? esetén 2y = {ax + (1 — o)y : « € [0,1]}, az zy szakasz.
Definicié. Egy C' € R? halmaz konvex, ha minden z,y € D esetén xy C D.

1. Feladat. Egy sikbeli nyilt négyzetlaphoz hozzdveszink keriileti pontokat. Jelle-
mezziik a kerilet azon részhalmazait, amik vételével a fenti modon konvex ponthal-
mazhoz jutunk.

2. Feladat. Egy sikbeli nyilt korlaphoz hozzdvesziink kerileti pontokat. Jellemezziik
a kerilet azon részhalmazait, amik vételével a fenti modon konvex ponthalmazhoz
Jutunk.

3. Feladat. Milyen szamossdgi lehet eqgy R™-beli konvexhalmaz?
4. Feladat. Igazoljuk, hogy a kovetkezd R™-beli halmazok konvexek:
(o) treshalmaz, illetve R™,
(i) félterek,
(i) gombok,
(i1i) ellipszoidok,
(iv) sdvok (pdarhuzamos félterek kozé esd pontok halmaza),
(v) paralellepipedonok.
Definicié. ||.|| : R — R egy norma, ha
(1) ||z|]|] > 0 és egyenloség akkor és csak akkor &ll fenn, ha z =0,
(i) ||Az|| = |A|z minden X\ € R esetén,
(iii) ||z +y|| < ||z]| + ||y|| (hdromszogegyenlGtlenség).

5. Feladat. Legyen ||.| egy tetszdleges norma R"™-en. Igazoljuk, hogy a kévetkezd
halmazok konvexek:

(i) xog € R" ésr € Ry esetén {x : ||z — xo| <1},

(i) {(x,t) eR* xR : ||| < t}
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Definicié. S, S, és S;; a R™™ térbdl rendre a szimmetrikus, szimmetrikus és
pozitiv szemidefinit, illetve szimmetrikus és pozitiv definit elemek halmaza. Az M
matrix pozitiv szemidefinitségének jele M > 0. Az M matrix pozitiv definitségének
jele M = 0. Altalaban N < M, azt jelenti, hogy 0 < M — N.

6. Feladat. S, S, és S, konvex.

* * *
Definicié. z1, 2, ...,y € R? esetén az
QuT1 + oo + ...+ QANTN

kifejezés — ahol a;-k valos szamok — a pontjaink /vektoraink linearis kombinécioja.
Az «a; szamok a lineéris kombinéci6 egyiitthatoi.

Definicié. z1, 2, ...,y € R? esetén
Qg1 + Qoo + ...+ anTnN

linearis kombinéciét pontjaink konvex kombinacidjanak nevezziik, ha ay +as+. ..+
a, = 1 és egylitthatoink nem-nagativok.

7. Feladat. Legyen D C R?. Igazoljuk, hogy a kévetkezdk ekvivalensek:

(i) D konvex (az eredeti definicid szerint barmely KET pontjdval egyiitt, azok
konvexr kombindcidit is tartalmazza),

(ii) D zdrt a konvex kombindcio képzésre, azaz ha py,pa, .. .,pn € D és q a {p;} Y,
pontok konvex kombindcioja, akkor q € D 1s teljestil,

(i1i) Minden e egyenesre D N e konvexr (egy egyenes egy részhalmaza konvex, ha
tres, vagy intervallum, vagy félegyenes, vagy a teljes egyenes).

8. Feladat. Legyen D C RY egy zdrt halmaz. Igazoljuk, hogy a kivetkezdk ekviva-
lensek:

(i) D konvez,

(ii) D zdrt a felzépont képzésre, azaz ha p1,ps € D €s q a p1py szakasz felzdpontja
q=2222) akkor q € D is teljestil,
2

(111) D eldall mint zdart félterek metszete,
(iv) D eldall mint nyilt félterek metszete.
(v) D elddll mint félterek metszete.

9. Feladat. Legyen C' C RY konvex halmaz, illetve {C;}ier konvex halmazok. Ekkor
a kovetkezd halmazok is konvexek:

(i) NierCi,
(ii)) Ci1+Cy={x+y:xeCye Cy}
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(iii)) \C = {\z:x € C}, minden X\ € R esetén, C,
(iv) C™,
(v) Cretint,
(vi) Ta(C), ahol w4 eqy A affin altérre torténd vetités,
(vii) f(C), illetve f~1(C), ahol f: R — R affin leképzés.

10. Feladat. f,;(z) = a + bz + 2* Konvez-e a {(a,b)|fas(0.37) > 1} halmaz?
Konvez-e a {(a,b)|fap(x) > 1, ha x € [—1,1]} halmaz?

11. Feladat. Legyen p,,.. .. (t) = x1cost+ xgcost + ...+ x,, cosmt. Konvez-e az
{z € R™ : |py, (t)] <1, hal|t] < 7/3} halmaz?

~~~~~ Tm

12. Feladat. Igazoljuk, hogy konvex az {x € R™ : 11 A1 + 20 Ao+ ... + 2, Ay X B}
halmaz, ahol Ay, ..., A,,, B szimmetrikus n X n méretd mdtrizok.

* * *

13. Feladat. Legyen C egy konvex halmaz R%-ben.

(i) Legyen z & C. Ekkor van olyan H hipersik, hogy az dltala meghatdrozott '™
és I~ két zdrt féltérre teljesil C C T észe T,

(ii) Legyen z & C¢. Ekkor van olyan H hipersik, hogy az dltala meghatdrozott T'"
és I~ két nyilt féltérre teljesil C C T észe T,

14. Feladat. Legyen R C RY, ekkor létezik egyetlen olyan M = conv(R) halmaz
Re-ben, amelyre

(ii)pr M konver,

(i1i) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)r €s (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M -et.

Definicid. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz konvex burkanak
nevezzik.

15. Feladat. Ha R véges, akkor conv(R) is kompakt. S6t a kovetkeztetés igaz akkor
18, ha R tetszdleges kompakt.

16. Feladat. A kivetkezok ekvivalensek:
(i) P egy véges ponthalmaz kénvex burka,
(ii) P korldtos és véges sok zart féltér metszete.
Definicié. A fenti médon nyerheté ponthalmazokat poitépoknak nevezziik.
17. Feladat. Milyen sok féltér metszése kellhet n pont konvex burkdnak elddllitdsd-

hoz? (Nem sziikségszeriien vagyunk 2-dimenzidban.)
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18. Feladat. Milyen sok pont konvex burkaként dllhat elé n féltér korldtos metszete?
(Nem sziikségszerien vagyunk 2-dimenzioban. )

* * *
Definicié. z1, 2, ...,y € R? esetén
Qg1+ oo + ...+ QNTN

linearis kombinaciot pontjaink affin kombinacidjanak nevezziik, ha oy +as + ... +
o, = 1.

Definicié. Egy A C R? halmazt affin altérnek neveziink, ha zart az affin kombinacio
kézésére.

19. Feladat. Legyen R C RY, ekkor létezik egyetlen olyan M = af f(R) halmaz
R%-ben, amelyre

(i) M affin altér,

(11i) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)r és (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M-et.

Definicié. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz affin burkanak ne-
vezzik.

20. Feladat. Igazoljuk, S, affin altér.

* * *

Definicié. Egy L C R? ponthalmazt linearis altérnek neveziink, ha zart a linearsi
kombinécié képzésre.

21. Feladat. Legyen R C R?, ekkor létezik egyetlen olyan M = lin(R) halmaz
Re-ben, amelyre

(i) M linedris altér,

(i1i) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)p €s (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M -et.

Definicié. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz linearis burkanak
nevezzik.

22. Feladat. Igazoljuk, S linedris altér.
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Definicié. z1, 2, ...,y € R? esetén
QgT1 + oo + ...+ QANTN

lineéris kombinéaciot pontjaink kip kombinaciojanak nevezziik, ha az a; egyiitthatok
nem negativok.

Definicié. Egy K C RY ponthalmaz kip, ha zart a kup kombinacié kézésére.

23. Feladat. Legyen R C R?, ckkor létezik egyetlen olyan M = cone(R) halmaz
R%-ben, amelyre

(11i) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)r és (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M-et.

Definicié. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz altal generalt kupnak
nevezziik.

24. Feladat. Az aldbbi halmazokrol dllapitsuk meg, hogy konvexek, affin alterek,
kupok, linedris alterek-e.

(i) egyenesek,
(ii) hipersikok,
(111) félterek.
Legyiink tekintettel a fenti ponthalmazosztalyok helyzetére.

25. Feladat. Legyen F' eqy origon dtmend hipersik dltal definidlt egyik zdart féltér.
lgazoljuk, F' kup.

26. Feladat. Igazoljuk, S, Fkip.
27. Feladat. Igazoljuk, kupok metszete is kip.
28. Feladat. Igazoljuk, a kivetkezdk ekvivalensek:

(i) K egy véges pont/vektorhalmaz dltal generdlt kip.

(ii) K véges sok origon dtmend hipersik dltal definidlt zdrt féltetek metszete.
Definicié. Egy a fenti modon nyerhets kipot végesen generdlt kipnak nevezziik.
29. Feladat. Igazoljuk, a kiovetkezdk ekvivalensek:

(i) P véges sok zart féltér metszete,

(ii) P egy politop és végesen generdlt kip dsszege.
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