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2. Feladatsor

Gyakorlatvezeto: Hajnal Péter 2011. februar 16-atol

Konvex fiiggvények

Definicié. f : D — R konvex, ha dom(f) := D C R™ konvex ¢és tetszéleges x,y €
dom(f) és A € [0, 1] esetén

fOz+ (1= Ny) < Af(z)+ (1= f(y).
Definicié. Legyen f: D — R.
e Ekkor f grdfja/grafikonja
gr(f) =A{(z,y) :z € D,y = f(x)}.
e Ekkor f epigrdfja
{(z,y):x €D,y > f(z)}.

1. Feladat. Legyen f(x) = z%, a konvex figgvények alappélddja. A kévetke-
20 halmazok kézil melyek konverek? {x € R|f(x) < 1}, {z € R|f(x) > 1},
{(z, f(z))|x € R}, {(x,y)ly > f(x)}. Az igen vdlaszok alapjin sejtsink meg dl-
taldnos szabdlyokat és igazoljuk is azokat (amennyiben sejtésink helyes).

2. Feladat. Legyen f : D — R, ahol D C R Igazoljuk, hogy a kévetkezdk
ekvivalensek:

(i) f konvez,
(ii) epi(f) konvex halmaz,
(iii) fl|¢ konvex minden € egyenesre.
3. Feladat. Igazoljuk, hogy konvex f fiigguényre
{z: f(z) < a} konvex ponthalmaz minden o valds szamra.
Ekvivalens-e ez a tulajdonsdg a konvexitdssal?

Definicié. Legyen f : D — R, ahol D C R" nyilt halmaz. f differencidlhato, ha
van olyan Vf : D — R” fiiggvény, hogy

f(@) = f(xo) + V7 (x — x,) + o(||x — x,]|), minden xg € D esetén.

4. Feladat. Legyen f: D — R differencidlhatd, ahol D C R™ konvex. A kovetkezdk
ekvivalensek:

(i) f konvez,



(ii) f> f(x) = f(xo) + VI (x —x,), minden xy € D esetén
(111) f(z) = max{l(x): ¢ € L}, ahol L affine R* — R fiiggvények halmaza.

Definicié. Legyen f: D — R, ahol D C R" nyilt halmaz. f kétszeresen differenci-
dlhato, ha minden x € dom(f) esetén V? létezik.

5. Feladat. Legyen f : D — R kétszersen differencidlhaté, ahol D C R™ nyilt
konvex halmaz. Ekkor f akkor és csak akkor konvex, ha minden x € dom(f) esetén

V2> 0.

6. Feladat. Legyen f(z) = =, dom(f) = R—{0}. Szdmoljuk ki f"(z)-et. Konvez-e
f?

7. Feladat. Legyen f:R" — R, dom(f) =R" a
1
flx) = éxTAx +b'r4c

hozzdrendeléssel adott, ahol A € R™" b € R", ¢ €. Szdmoljuk ki V f-et és V2 f-et.

8. Feladat. Igazoljuk, hogy a kivetkezd fligguények konvexek:

(i) f(x) =ax+0b, D=R,

(ii) f(x)=a’2+b, D=R", a €R", beR,

(iii) f(z) =e™, D =R,

() f(z)=2a% D=Rsp, a € (—00,0]U[L,00),

(v) f(z) =27, D=R, § € [L,00),

(vi) f(z)==zlogz, D= Rsy,

) = llzllp = /2 JlP, D=R", p=1

(viii) f(z) = ||7]|o = max{|z}| : k=1,2,...,n}, D=R", p>1,

(iz) f(X)=tr(ATX)+b, D=R"" AecR™" phecR™,
(z) [(X) = Ane(XTX), D =R™™,

(zi) f(X)=1logdet X, X € §7_,

(zii) f(z)=||Az —b||3, D=R", A€ R™" becR",

(xiii) f(x) = (Zk expag), D =R",

(ziv) f

(zv) © € R™ esetén legyen fir(x) az x vektor koordindtdi kézil a k legnagyobb dssze-
ge;
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y)=%, D=R>Nn{y:y >0},

(zvi) f(x) =max{alz+by,alz + by, ..., akx+ by}



Definicié. f: D — R fiiggvény — ahol D C R™ konvex halmaz — konkdv, ha —f
konvex.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy a kovetkezd fiigguvények konkdvok:
(i) f(z)=ax+b, D=R,
(1) f(x) =2% D =Ry, a € (0,1),
(i1i) f(x) =logz, D =R.,
() f(x) = m, z € RY,.
10. Feladat. A kévetkezd operdcick megirzik a konvezitdst:

(i) Nemnegativ szammal vald szorzds, azaz ha f konver, X\ > 0, akkor \f is
konvew.

(i) Osszegzés, azaz ha fi €s fo konvex, akkor fi + fo is az.

(i1i) f(x,y,) konvex minden yo € A esetén, w(yy) > 0 minden yo € A esetén.
Ekkor

/A w() (@, y)dy

15 konvex, amennyiben az integrdl létezik.

(iv) Legyen f:R™ — R konvez fiigguény. Ha A € R™™ és b € R™, akkor legyen

g(x) = f(Az +b),
afol dom(g) = {x : Az +b € dom(f)}. Ekkor g is konve.
(v) Legyen fi és fo is konvex. Ekkor f(x) = max{fi(x), foa(z)} is konvez.

(vi) Legyenek f; (i € I) konvex halmazok, ahol I C RF konvex halmaz. FEkkor
f(z) =sup{fi(x) : i € I} is konvex fiigguény.

11. Feladat. (i) Legyen fi és fo is konvex. Ekkor dllithatjuk-e, hogy f(x) =
min{ fi(x), fo(x)} is konvex?

(ii) Legyen f(x,y) konvex. Ekkor f(x) = inf{f(z,y) :y} is konvex figgvény.

Definicié. Legyen f : D — R f alalrdl féligfolytonos, ha minden z, {z;}3°, € D
esetén, ha x; — z (i — 00), akkor

f(z) <lim kinf f(zg).
12. Feladat. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) Az{z €: f(z) < a} szinthalmazok zdrtak minden a € R esetén,
(ii) f alilrel féligfolytonos,

(i1i) epi(f) zdrt.



