Optimalizalasi eljarasok GYAKORLAT, MSc hallgaték szamara

Feladatsor: Geometria R%ben

Gyakorlatvezetd: Hajnal Péter 1. hét —

1. LineAris alterek
Definicié. z1,2s,...,xy € R? esetén az
Q1] + Qo + ... + ANTN

kifejezés — ahol a;-k valos szamok — a pontjaink/vektoraink linearis kombinécioja.
Az «a; szamok a lineéris kombinéci6 egyiitthatéi. A linearis kombinacié trivialis, ha
minden egyiitthatoja 0.

Definicié. z,y € R esetén {(zy) = {ax+(1—a)y : a € R}, az z-et és y-t Ssszekots
egyenes.

1. Feladat. Legyen A C RY. Ekkor a kivetkezok ekvivalensek:
(1) A zdrt a linedris kombindcio képzésére.

(i) 0 = (0,0,...,0) € A, tovabba A birmely két elemével egyiitt azok dsszekotd
egyenesét is tartalmazza.

Definicié. Egy L C R ponthalmazt linearis altérnek neveziink, ha a fenti feladat
valamelyik /mindegyik feltételét teljesiti.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy linedris alterek metszete linedris altér.

3. Feladat. Legyen R C RY, ckkor létezik egyetlen olyan M = lin(R) halmaz
R%-ben, amelyre

(ii)pr M linedris altér,

(11i) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)r és (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M -et.

Definicié. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz linearis burkanak
nevezzuk.

Definici6. Legyen M,, az n X n méatrixok tere. M, ~ R". Ha R" elmeeire
mint matrixok gondolunk, akkor ezt a R™*™ jeloléssel hangsulyozzuk. S, legyen a
szimmetrikus n X n méreti matrixok halmaza R"*"-ben,

4. Feladat. Igazoljuk, S, linedris altér. Allapitsuk meg M,, és S, dimenzidjdt.
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2. Affin alterek

Definicié. z1,2s,...,zx € R? esetén
Q1] + Qo + ... + ANTN

linearis kombinéciot pontjaink affin kombinaciéjanak nevezziik, ha oy + ag + ... +
AN = 1.

Definicié. Egy A C R? halmazt affin altérnek neveziink, ha zart az affin kombinacio
képzésére.

5. Feladat. A kovetkezdk ekvivalensek
(i) A affin altér,
(11) A barmely két kiilonbozd pontja esetén, azok dsszekitd eqyenesét is tartalmazza.

6. Feladat. Legyen R C R?, ekkor létezik egyetlen olyan M = aff(R) halmaz
Ré-ben, amelyre

(ii)pr M affin altér,

(111) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)r és (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M-et.

Definicié. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz affin burkanak ne-
vezzik.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy minden linedris altér affin altér. Adjunk példdt a fordi-
tott iranyu kovetkeztetés hamissdagdra.

3. Konvex ponthalmazok
Definicié. z,y € R? esetén 2y = {ax + (1 — o)y : « € [0,1]}, az zy szakasz.
Definicié. Egy C' € R? halmaz konvex, ha minden z,y € D esetén xy C D.

8. Feladat. Legyen R C R'. R akkor és csak akkor konvex, ha fires, intervallum,
félegyenes vagy a teljes egyenes.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy D C RY akkor és csak akkor konver, ha minden ¢
egyenesre D N L konvex.

10. Feladat. Egy sikbeli nyilt négyzetlaphoz hozzdaveszink kerileti pontokat. Jelle-
mezziik a kerilet azon részhalmazait, amik vételével a fenti mdodon konvex ponthal-
mazhoz jutunk.

11. Feladat. Egy sikbeli nyilt korlaphoz hozzdavesziink kertileti pontokat. Jellemezziik
a keriilet azon részhalmazait, amik vételével a fenti modon konvex ponthalmazhoz
Jutunk.
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12. Feladat. Milyen szdmossdgi lehet eqy R™-beli konvex halmaz?
13. Feladat. Igazoljuk, hogy a kévetkezd R™-beli halmazok konvexek:
(0) itireshalmaz, illetve R",
(1) félterek,
(11) gombik,
(111) ellipszoidok,
(iv) sdavok (pdarhuzamos félterek kozé esé pontok halmaza),
(v) paralellepipedonok.
Definicié. ||.| : R — R egy norma, ha
(i) |lz|| > 0 és egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha = = 0,
(i) ||Az]| = ||z minden A € R esetén,
(iii) ||z +y|| < ||l=| + ||ly|| (hdromszog-egyenlStlenség).

14. Feladat. Legyen ||| egy tetszdleges norma R™-en. Igazoljuk, hogy a kivetkezd
halmazok konvexek:

(i) xp € R" ésr € Ry esetén {x: ||z — xo|| <1},
(it) {(z,t) e R" x R : ||z|| <t}

Definicié. S, S, és S; a R™™ térbdl rendre a szimmetrikus, szimmetrikus és
pozitiv szemidefinit, illetve szimmetrikus és pozitiv definit elemek halmaza. Az M
matrix pozitiv szemidefinitségének jele M > 0. Az M matrix pozitiv definitségének
jele M = 0. Altalaban N < M, azt jelenti, hogy 0 < M — N.

15. Feladat. Minden affin altér konvex halmaz. Adjunk példdt arra, hogy a forditott
wrdnyi kovetkeztés hamis.

16. Feladat. S, S, és S, konvexr. Halmazink kozil melyek affin alterek, melyek
linedris alterek?

* * *
Definicié. z1,zs,...,2x € R? esetén
a1 + x4+ ... +FanTn

lineéris kombinaciét pontjaink konvex kombinaci6janak nevezziik, ha oy +as+. ..+
a, = 1 és egyiitthatéink nem-negativok.

17. Feladat. Legyen D C R?. Igazoljuk, hogy a kévetkezdk ekvivalensek:

(i) D konvex (az eredeti definicid szerint barmely KET pontjdval egyiitt, azok
konvex kombindcidit is tartalmazza),
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(i1) D zdrt a konvex kombindcid képzésre, azaz ha py,pa,...,pn € D ésq a {p;}}¥,
pontok konvexr kombindcidja, akkor q € D 1s teljestil,

(11i) Minden e egyenesre D Ne konvex.

18. Feladat. Legyen Z C R egy zdrt halmaz. Igazoljuk, hogy a kévetkezdk ekviva-
lensek:

(1) Z konvex,

(1) Z zart a felzépont képzésre, azaz ha p1,p2 € Z és q a p1pe szakasz felzépontja
(q = W}, akkor q € Z is teljestil,

(111) Z eldadll mint zdart félterek metszete,
(iv) Z eldall mint nyilt félterek metszete.
(v) Z elddll mint félterek metszete.

19. Feladat. Legyen Z C R eqy korldtos zdrt halmaz. Legyen H eqy nyilt féltér,
ami tartalmazza Z-t. Ekkor taldlhato olyan Hy zdrt féltér, ami része H-nak és
tovdbbra is tartalmazza Z-t Igaz-e az dllitds a korlatossdg feltétele nélkiil?

* * *

Definicié. Legyen R C RY. Legyen RY = cl(R) az R halmaz lezartja. Legyen
R™ = int(R) az R halmaz bels6 pontjainak halmaza. Legyen R = relint(R)
az R C af f(R) halmaz belss pontjainak halmaza, R relativ bels§ pontjai.

20. Feladat. Legyen C' egy konvex halmaz. Igazoljuk:
(i) cl(C) = cl(relint(C)),
(1) relint(C) = relint(cl(C)).

21. Feladat. Legyen C és C' két nem tires konver halmaz. Ekkor a kivetkezok
ekvivalensek:

(1) relint(C) = relint(C),
(ii) cl(C) = cl(C),
(iii) relint(C) c C C cl(C).

22. Feladat. Legyen C C R? konvex halmaz, illetve {Ci}ier konvex halmazok.
Ekkor a kovetkezd halmazok is konvexek:

(1) NierCi,

(it) C1 +Co={z+y:xeCyeCy}
(1i1) \C = { z : x € C}, minden \ € R esetén,
(iv) C,
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(v) C™,

(vi) Crel-int

(vii) ma(C), ahol w4 egy A affin altérre torténd vetités,
(viii) f(C), illetve f=1(C), ahol f: R — R affin leképzés.

23. Feladat. Legyen fop(z) = a + bz + 2*. Konvez-e a {(a,b)|f.(0.37) > 1}
halmaz? Konvex-e a {(a,b)|fop(z) > 1, ha x € [—1,1]} halmaz?

24. Feladat. Legyen p,,
az {x € R™ : |py,

77777

-----

25. Feladat. Igazoljuk, hogy az {x € R™ : x1A; + x9As+ ...+ 2 Ay = B} halmaz
konvex, ahol Ay, ..., A,,, B € S,.

* * *
26. Feladat. Legyen C' egy konvex halmaz R%-ben.

(i) Legyen z & C. Ekkor van olyan H hipersik, hogy az dltala meghatdrozott T'™
és I'™ két zdrt féltérre teljesil C CT'H ész €T,

(ii) Legyen z & C<. Ekkor van olyan H hipersik, hogy az dltala meghatdrozott I't
és I'™ két nyilt féltérre teljesil C C T és 2z € I'™.

27. Feladat. Legyen R C RY, ekkor létezik egyetlen olyan M = conv(R) halmaz
Re-ben, amelyre

(i)u M DR,
(i) M konver,

(11i) Minden olyan T' halmaz, amely teljesiti az (i)r és (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M-et.

Definicié. A fenti feladatban definidlt M halmazt a R halmaz konvex burkanak
nevezzik.

28. Feladat. Ha R kompakt, akkor conv(R) is kompakt.

4. Konvex kupok
Definicié. x1,zs, ..., zn € R? esetén
Qg1+ Qoo + ... +anNTN

lineéris kombinaciot pontjaink kup kombinacidjanak nevezziik, ha az «; egyiitthatok
nem negativok.

Definicié. Egy K C R ponthalmaz kip, ha zart a kup kombinacié kézésére.
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29. Feladat. Legyen R C R%, ekkor létezik egyetlen olyan M = cone(R) halmaz
Re-ben, amelyre

(111) Minden olyan T halmaz, amely teljesiti az (i)r és (ii)r tulajdonsdgokat tartal-
mazza M -et.

Definicié. A fenti feladatban definialt M halmazt a R halmaz altal generalt kipnak
nevezzik.

30. Feladat. Az aldabbi halmazokrol dllapitsuk meg, hogy konvexek, affin alterek,
kupok, linedris alterek-e.

(1) egyenesek,
(11) hipersikok,
(iii) félterek.
Legyiink tekintettel a fenti ponthalmazosztdlyok helyzetére.

31. Feladat. Legyen F' eqy origon dtmend hipersik dltal definidlt eqyik zdrt féltér.
lgazoljuk, F' kip.

32. Feladat. Igazoljuk, egy affin altér akkor és csak akkor kip, ha linedris altér is
egyben.

33. Feladat. Igazoljuk, hogy T = {x : x; > Ominden i esetén} kip. Kip-e {x :
x; > Ominden i esetén}?
Igazoljuk, S, kup. Kip-e Sy %

34. Feladat. Igazoljuk, hogy int(S;) = Si.

Definicié. Legyen h € Rxy, 2o, ..., x4 egy homogén polinom. h hiperbolikus az
¢ € R? vektorra, ha h(e) > 0 és hy,(t) = h(zo — te) polinomnak minden zy € R?
esetén az Osszes gyoke valos.

Legyen H.(h) = {xq : hy,(t) Osszes gyoke pozitiv}.

35. Feladat. Legyen h(x) = xixo...24. Ekkor h(z) egy hiperbolikus polinom az
e=(1,1,...,1) vektorra. Hatdrozzuk meg a .(h) halmazt.

36. Feladat. Legyen h(X) = det(X), X € S, polinom. Ekkor h(X) egy hiperbolikus
polinom az e = I vektorra. Hatdrozzuk meg Hy(det) halmazt.

37. Feladat. Legyen h egy hiperbolikus polinom. Ekkor H. egy konvex kip belseje.
38. Feladat. Igazoljuk, kipok metszete is kip.
39. Feladat. Igazoljuk, a kévetkezdk ekvivalensek:

(i) K egy véges pont/vektorhalmaz dltal generdlt kip.

(1) K véges sok origon dtmend hipersik dltal definidlt zdart félterek metszete.
Definicié. Egy a fenti modon nyerhets kupot végesen generdlt kipnak nevezziik.
40. Feladat. Igazoljuk, a kévetkezok ekvivalensek:

(1) P véges sok zart féltér metszete,

(1) P eqy politdp és végesen generdlt kip dsszege.
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5. Poliéderek, politépok
Definicié. Legyen A € R**" b € R*. Ekkor
P ={x:Ax = b}

alaki ponthalmazt poliédernek nevezziik. Azaz a poliéder egy véges sok linearis
egyenlGtlenséget tartalmazo rendszer megoldashalmaza.

41. Feladat. Irjuk fel a kocka, tetraéder, oktaéder R3-beli ponthalmazokat, mint
eqy egyenldtlenségrendszer megolddshalmaza. A testjeink alakjdt, elhelyezkedését mi
valaszthatjuk meg.

Legyen k a felirdshoz haszndlt eqyenldtlenségek szdma. Mi lesz k minimdlis érté-
ke?
Irjuk fel a fenti testek 4-dimenzios vdltozatdt is.

42. Feladat. Oldjuk meg az el6zd feladatot d dimenzidban.
43. Feladat. Legyen P C R? egy poliéder.
(i) Legyen w4 eqy A affin altérre vald vetités. Ekkor wa(P) is poliéder.
(ii) Legyen o : R — R® egy affin leképzés. Ekkor a(P) is poliéder.
(iii) Legyen o : R® — RY egy affin leképzés. Ekkor a~1(P) is poliéder.

44. Feladat. Legyen O4 a d-dimenzids oktaéder. Eqy el6zd feladatban megdllapi-
tottuk, hdny féltér metszeteként dllithatd eld Oy.
Keressiink e > d dimenziot és O C R® poliédert, amely

(1) 3d féltér metszete,
(ii) Oy4 elédll mint O vetiilete.
45. Feladat. Igazoljuk, hogy a poliéderek zdrt és konvexr halmazok.

46. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy zdrt konvex halmaz, akkor és csak akkor nem
korldtos, ha tartalmaz félegyenest.

47. Feladat. Igazoljuk, ha eqy P zdrt konvexr halmaz nem korldtos, akkor minden
pontjdabol indul ki P-ben halado félegyenes.

48. Feladat. Igazoljuk, ha egy P zdrt konvexr halmaz tartalmaz egqy v irdnyvek-
tori félegyenest, akkor minden pontjdra igaz, hogy az abbol induld v irdnyvektori
félegyenes P-be esik.

Definicié. Egy P poliéder politop, ha korlatos.
49. Feladat. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) P egy véges ponthalmaz kinver burka,
(11) P politop (korldtos és véges sok zdrt féltér metszete).

50. Feladat. Milyen sok féltér metszése kellhet n pont konvex burkdnak eldallitdsd-
hoz? (Nem sziikségszerien vagyunk 2-dimenzidban.)
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51. Feladat. Milyen sok pont konvex burkaként dllhat eld n féltér korldatos metszete?
(Nem sziikségszerien vagyunk 2-dimenzidban.)

52. Feladat. Legyen A € R¥" b € Rk, Igazoljuk, ha a nem-iires P = {x : Az = b}
poliéder politop, akkor k > n.

Azaz A € R, b € R" esetén a nem-iires P = {x : Az > b} poliéder sziikség-
szerien nem-korldtos.

Definicié. H = {x : nx = a} hipersik a P poliéder tdmasz-hipersikja, ha HNP # ()
és P C Hc ={z:nz < a}.

Vigyéazat: A fenti definici6 érzékeny a hipersikot leird egyenletre. H' : —nx = —«
ugyanazt a ponthalmazt definidlja, de HL = {z : —nz < —a} teljesen mas mint
koréabban.

53. Feladat. Legyen P egy poliéder, xo € R". Igazoljuk, hogy a kivetkezdk ekviva-
lensek:

(i) Van xg € P-n dthaladé tdmasz-hipersik.
(11) xq tetszdleges kornyezetében van P-beli és P-n kivili pont is.

Definicié. Az el6z6 feladatban leirt pontok a poliéder hatarpontjai, halmazuk jelo-
lése OP.

Definicié. Legyen = € OP. Ekkor
C, = {n: van olyan «, hogy nx = a tamaszhipersik legyen}.
54. Feladat. x € OP esetén C, egy kip.
55. Feladat. Legyen P eqy poliéder, v € P. A kévetkezdk ekvivalensek:
(1) Van olyan tamaszhipersik, ami P-bdl csak az x pontot tartalmazza.
(i1) © € OP és Cyp-nek van belsd pontja.
(111) Ha egy P-be esé ab szakasz tartalmazza x-et, akkor a = b = x szikségszeri.
(tv) x nem irhato fel mint mds P-beli pontok konvex kombindcidja.

Definicié. A fenti tulajdonségu x pontok P extremalis pontjai/cstcsai. Ezen pontok
halmazéanak jelolése ext P.

56. Feladat. Legyen P eqy zdrt, korldtos halmaz. Ekkor ext P nem fdires.

57. Feladat. Legyen P egy zart, korldtos konvex halmaz. FEkkor P = conv ({P :
P € ext P}).

58. Feladat. Legyen P eqy zdrt, korlditos konvexr halmaz. P akkor és csak politdp,
ha ext P egy véges halmaz.
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