Optimalizalasi eljarasok GYAKORLAT, MSc hallgaték szamara

Feladatsor: Analizis R%ben

Gyakorlatvezetd: Hajnal Péter 1. hét —

1. Konvex fiiggvények

Definicié. f : D — R konvex, ha dom(f) := D C R" konvex és tetszéleges x,y €
dom(f) és A € [0, 1] esetén

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= N f(y).

Ha A € (0, 1) esetén szigoru egyenl6tlenség teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f
szigoruan konvex.

1. Feladat. Legyen f eqy konvex figguény. Igazoljuk, hogy ha xq eqy lokdlis mini-
mumhelye f-nek, akkor globdlis minimumhelye is egyben.
Ha f szigorian konvex, akkor minimumhelye (amennyiben létezik) egyértelma.

2. Feladat. Minden nyilt halmazon értelmezett konvex fiigguény folytonos. Igaz
marad-e az dllitds, ha nem tessziik fel az értelmezési tartomdny nyiltsdgdt?

3. Feladat. Legyen f : D(C R) — R egy konvex figgvény, ahol D nyilt halmaz.
Ekkor minden xqg € D pontban f-nek létezik bal oldali és jobb oldali derivdltja.
Tovabba f megszamldlhatoan végtelen pont kivételével differencidlhato.

4. Feladat (Jensen-egyenl6tlenség, diszkrét forma). Igazoljuk, hogy egy f kon-
vex fliigguényre teljesil, hogy minden x1,xs,...,xNy € domf esetén

N N
f (Z Qil’z‘) < Z O f (),
i=1 i=1
ahol a 0; szamok eqy konvexr kombindcid eqyiitthatdi, azaz 6; € [0,1] és > 6; = 1.
lgazoljuk, ha domf konvex, akkor a fenti dllitdas megfordithato.

5. Feladat (Jensen-egyenlGtlenség, folytonos forma). Legyen X egy valdszina-
ségszamitdst valtozo, amely értékét dom f-bdl veszi, ahol f eqy konvex fiigguény. Ek-
kor

FEX) <Ef(X).
Definicié. Legyen f: D — R.
o Ekkor f grdfja/grafikonga
gr(f) ={(z.y) 1w € D,y = f(x)} C R
e Ekkor f epigrdfja
epi(f) ={(z,y) : 2 € D,y > f(x)} CR".
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6. Feladat. Legyen f(z) = 22, a konvex fiigguények alappélddja. A kévetke-
20 halmazok kézil melyek konvexek? {x € R|f(z) < 1}, {z € R|f(x) > 1},
{(z, f(z))|x € R}, {(x,y)ly > f(x)}. Az igen vdlaszok alapjin sejtsiink meg dl-
taldnos szabdlyokat és igazoljuk is azokat (amennyiben sejtésink helyes).

7. Feladat. Legyen f : D — R, ahol D C RY. Igazoljuk, hogy a kivetkezdk
ekvivalensek:

(1) f konvex,
(11) epi(f) konvex halmaz,
(111) flo: €N D — R konvexr minden { egyenesre.

8. Feladat. Igazoljuk, hogy konvex f fiigguényre
{z: f(z) < a} konvex ponthalmaz minden o valds szamra.

Fkvivalens-e ez a tulajdonsdg a konvezitdssal?

Definicié. Legyen f : D — R. f differencialhato, ha D C R™ nyilt halmaz, tovabba
van olyan Vf : D — R" fiiggvény (gradiens fiiggvény), hogy

f(@) = f(zo) + Vo' (x — x0) + 0|z — x0]|), minden zq € D esetén.
9. Feladat. Legyen f: D — R differencidlhato. A kévetkezdk ekvivalensek:
(1) f konver,
(it) f(x) > f(x0) + Vla (x — x0), minden zo € D esetén

(117) f(x) = max{l(x) : L € A ésl(x) < f(x)}, ahol A affin R — R fiiggvények
halmaza.

Definicié. Legyen f : D — R. f kétszeresen differencialhatd, ha D C R”™ nyilt
halmaz, tovabba minden x € dom(f) esetén V? (Hesse-matrix) létezik.

10. Feladat. Legyen f : D — R kétszeresen differencidlhatd, ahol D C R™ nyilt
konvex halmaz. Ekkor f akkor és csak akkor konvex, ha minden x € dom(f) esetén

VZ > 0.

11. Feladat. Legyen f(z) = %, dom(f) = R—{0}. Szdmoljuk ki f"(z)-et. Konvex-
ef?

12. Feladat. Legyen f:R™ — R, dom(f) =R" a

1
f(z) = ixTAx + bz +c

hozzdrendeléssel adott, ahol A € R™" b € R™, ¢ € R. Szdmoljuk ki V f-et és V> f-et.
13. Feladat. Igazoljuk, hogy a kévetkezd fligguények konvezek:

(1) f(x) =ax+b, D=R, a,beR,

(ii) f(x)=a’x+b, D=R", a € R", b e R,
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(iii) f(z)=e=, D =R,
() f(z
(v) f(z
(vi) f(x
(vii) f(x

(viii) f(x

(

() =2, D=R,,, a € (—00,0] U[l,c0),

(

(

(

(
(iz) f(X)=tr(ATX)+b, D=R™" AecR™™ becR",

(

(

(

(

(z,

,D=R, pell,o0),

)
)
)
) =xlogz, D =R.,

)= llzllp = />y lwslP, D=R", p>1

) = ||z|loc = max{|zx| : k=1,2,...,n}, D=R", p>1,

(x) f(X) =/ IAmae(XTX), D =R"™™,
(zi) f(X)=1logdet X, X € 8§ (C R™™),
(zii) f(x)=||Az —b|3, D=R", AeR™ beR",

(wiii) f(x) = IOg(Zk yexpry), D =R",

(xiv) f(z,y) =%, D=R*N{y:y >0},

(zv) x € R™ esetén legyen fr(x) az x vektor koordindtdi kozil a k legnagyobb dssze-
ge,

(zvi) f(z) =max{alz +by,adx + by, ... ,akx+ by}

Definicié. f: D — R fiiggvény — ahol D C R™ konvex halmaz — konkdv, ha —f
konvex.

14. Feladat. Igazoljuk, hogy a kévetkezd fiigguények konkdvok:

(i) f(z) =ax+0b, D=R,
(ZZ) f(:E) = xa; D= R++7 o€ (07 1);
(iii) f(z) =logz, D =Ry,

(i) f(z) = /1l v € RY .
15. Feladat. A kovetkezd operdcick megorzik a konvexitdst:

(i) Nemnegativ szaimmal vald szorzds, azaz ha f konver, N > 0, akkor \f is
konvex.

(ii) Osszegzés, azaz ha fy és fy konvex, akkor fi + fo is az

(111) f(z,y0) konver minden yo € A esetén, w(yy) > 0 minden yy € A esetén.
Ekkor

/ w(y)f (e, y)dy
A

18 konvex, amennyiben az integral létezik.
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(iv) Legyen f:R™ — R konvex fiigguény. Ha A € R™™ és b € R™, akkor legyen
9(x) = f(Az +b),
ahol dom(g) = {x : Ax + b € dom(f)}. Ekkor g is konvex.
(v) Legyen fi és fy is konvexr. Ekkor f(x) = max{fi(x), fo(x)} is konvex.

(vi) Legyenek fi (i € 1) konvex fiigguények, ahol I C R* konvex halmaz. FEkkor
f(z) =sup{fi(z) : i € I} is konvex fiigguény.

16. Feladat. (i) Legyen f1 és fy is konvex. FEkkor dllithatjuk-e, hogy f(x) =
min{ f1(x), fo(x)} is konvex?

(1i) Legyen f(x,y) konvex. Ekkor f(x) = inf{f(x,y) : y} is konvex figguény.

Definicié. Legyen f : D — R f alalrol féligfolytonos, ha minden x,{z;}°, € D
esetén, ha x; — x (i — 00), akkor

Fla) < lim inff(o).

17. Feladat. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) Az {zx €: f(x) < a} szinthalmazok zdrtak minden a € R esetén,
(11) f alilrol féligfolytonos,

(113) epi(f) zdrt.

2. Kvazikonvex fliggvények

Definicié. f : D(C R") — R esetén az f fiiggvény kvéazikonvex, ha domf = D
konvex és minden « valds szamra

Se ={x €domf: f(x) < a}

konvex halmaz.
f kvazikonkav fliggvény, ha — f kvazikonvex.

18. Feladat. Igazoljuk, hogy minden konvex fligguény kvdzikonvex. Igaz-e az dl-
litas megforditisa? (Igenld vdlaszunkat bizonyitsuk, nemleges vdlaszunkat példdval
tamasszuk ald.)

19. Feladat. Déntsiik el, hogy az aldbbi fiigguények, konvezek, konkdvok, kvdzikon-
vexek vagy kvdzikonkdvok:

(1)) fR=>R, x— [z].
(i) f: Ry >R, x—logz.
(iii) f:R* =R, (z,y) — xy.

(i) f: R?H_ =R, (z,y) — zy.
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(v) f:domf(CR") - R, z+ gﬁgjg, ahol domf = {x : "z +d > 0}.

(vi) Legyen a # b € R". Legyen D = {z : |zt —a| < |x = b} CR™ f:D — R,

z—a
X — [e=b] *

(vii) X € S" - R, X — 1k X.

(viii) X € ST = R, X — 1k X.

(iz) f:R" - R, z— max{i: z; # 0} (max® =0).
(x) f:R" =R, z— |{i:z; #0}.

(xi) f:R%) = R, z— [{i:z; # 0}

Definicié. Legyen f egy R — R fiiggvény.

f V-unimoddlis, ha van olyan m € {—oco} URU {00}, hogy f monoton csokkend
(—o0, m)-en és monoton névekvs (m,oco)-en. Tovabba, ha m véges, akkor m egy
minimum helye f-nek.

f A-unimodadlis, ha van olyan m € {—oco} UR U {co}, hogy f monoton névekvs
(—o0, m)-en és monoton cstkkend (m,oo)-en. Tovabba, ha m véges, akkor m egy
maximum helye f-nek.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy f : R — R fiiggvény, akkor és csak akkor kvdz-
tkonvex, ha V-unimoddlis. Tovdbbd eqy f : R — R filigguény, akkor és csak akkor
kvdzikonkdv, ha N-unimoddlis.

21. Feladat (Kvazikonvex Jensen-egyenl6tlenség). Igazoljuk, hogy egy f kvdz-
ikonvex fiigguényre teljesil, hogy minden x,y € domf és 0 € [0,1] esetén

[0z + (1 = 0)y) < max{f(z), f(y)}

lgazoljuk, ha domf konvex, akkor a fenti dllitds megfordithato.
Taldljuk ki és igazoljuk a kvdzikonkdv fligguényekre vonatkozo Jensen-egyenldtlenséget.

22. Feladat. Igazoljuk, hogy f akkor és csak akkor kvdzikonvex, ha minden { eqye-
nesre f|¢ kvdzikonvex.

23. Feladat. Legyen f egy differencidlhato figguény (specidlisan domf nyilt hal-
maz). Tegyiik fel, hogy domf konvex. Igazoljuk, f akkor és csak akkor kvdzikonvex,
ha minden x,y € domf-re teljestil, hogy

fy) < f(z) esetén (V). (y—x) < 0.
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