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Emlékeztetd. Erd6—Ko—Rado-tétel.

Kezdeti extremalis tételek metszetfeltételekkel

Az Erdés—Ko—Rado-tétel egy értelmezése, hogy ha egy k-uniform halmazrendszer
metszetméretei (az éleibdl két kiillonbozét az Osszes lehetséges modon metszve és
elemszamaikat 6sszegytjtve) az {1,2,...,k — 1} halmazbeli szamokat kapunk (azaz
csak a 0 lehetséges metszetméretet tiltjuk), akkor az élek szama nem lehet (Zj)—nél
nagyobb.

A metszetméretek korlatozasaval valtozatos tételeket kapunk. Ezek onmaguk-
ban is szépek, de nagyon fontos alkalamzasokkal is birnak. ElGszor ismertetjiik a
torténetileg els6 néhany ilyen jellegi tételt.

1. Tétel (ErdGs—de Bruijn-tétel). Legyen H eqy halmazrendszer V- felett, amely
barmely két élének metszete eqyelemid. Ekkor

R < [VI.

Tovabbd egyenldség, akkor és csak akkor, 1gaz ha H a kovetkezd lehetdségek egyikébe
estk:

a) Egy x elemet tartalmazo dsszes eqy- €s kételemd halmaz.

b) Egy x elemet tartalmazo dsszes kételemd halmaz és az x-et nem tartalmazo
|V| — 1 elemd halmaz. (Az ilyen halmazrendszereket elfajulé projektiv siknak
nevezik. )

c¢) Projektiv sikok.

Uniform halmazrendszerekre gyengébb feltételek mellett is garantalhatjuk ugyan-
ezt a fels§ becslést az élszamra.

2. Tétel (Fisher-egyenlGtlenség). Legyen H egy uniform halmazrendszer V' felett,
amely barmely két élének metszetének elemszama ugyanaz. Ekkor

H| <[V

A Fisher-egyenl6tlenség Bose-féle bizonyitasdénak modszere vezette be a linearis
algebra modszerét a halamzrendszerek kutatasaba. A modszer a feltételek gyongi-
tését is lehetdve teszi.
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3. Tétel (nem-uniform Fisher-egyenl6tlenség). Legyen H egy halmazrendszer
V' felett, amely barmely két élének metszetének elemszama ugyanaz a p szam. Ha
w >0, akkor

H < [V].

Ez a tétel az Erd6s—de Bruijn-tétel egy altalanositasa is (nem szamolva az ext-
remalis halmazrendszerek leirasat).

Bizonyitds. ElGszor egy technikai megjegyzést tesziink. Ha halmazrendszeriinkben
egy F élt tartalmaz egy F' mésik, akkor készen vagyunk: E elemszamanak p-nak kell
lenni, minden élnek tartalmazni kell E-t. Az élek E komplementeréb6l (n—p < n—1
darab cstics) diszjunkt halmazokat metszenek ki. Igy legfeljebb 1+ (n—pu) halmazunk
lehet. A tovabbiakban feltessziik, hogy semelyik él sem tartalmaz masik élt, azaz az
élek mérete szigortian nagyobb mint .

Definialunk egy métrixot. Sorai és oszlopai is H éleivel vannak azonositva. Egy
E ¢él soranak és egy F' €l oszlopanak talakozéasaban alljon x.-xr, a két él karakterisz-
tikus vektoranak skalaris szorzata. Erre a matrixra, mint skaldrszorzat-matrixként
hivatkozunk.

A matrix foatlojaban az élméretek (u-nal nagyobb szamok) éllnak, azon kiviil
minden elem értéke p. Belatjuk, hogy a skalarszorzat-métrix nem elfajuls. Ekkor
konnyen lathato, hogy a {x. : F € H} vektorrendszer linearisan fliggetlen (linearis
fliggés a belsGszorozatok kozott is adna egy fiiggGséget, ami a belsGszorzat-matrix
elfajultsagat adnd). Vektorain egy |V|-dimenziés térben vannak, igy a vektoraink
szama (|H|) nem haladhatja meg ezt.

A bizonyitast allitasunknél egy kissé absztraktabb lemma fejezi be.

4. Lemma. Legyen M egy olyan négyzetes mdtrix, ami minden fédtlon kivili ele-
mének értéke ugyanaz a pozitivt szdm, mig féatlojaban t-nél nagyobb szamok dllnak.
Ekkor M nem elfajulo.

Tegyiik fel, hogy a sorok egy nem-triviélis linearis kombinacioja 0-t ad. A sorokat
(1,1,...,1) + ager = j + agegp alakba irhatjuk, ahol e minden komponense 0,
kivéve az F-nek megfelelét, ahol 1 all, tovabba ag pozitiv. Ezeket a vektorokat kell
nem trividlisan stlyozni gy, hogy minden koordinataban 0-t kapjunk. Az els6 tagok
(a j-k) mindegyik koordinataban ugyanazt a hozzajarulast adjak, a méasodik tagok
koziil mindegyik koordinatdban csak az egyik hat és annak le kell nullazni az elsé
tagokbol jov6 kozos értéket, azaz ugyanabba az iranyba kell hatniuk. Mivel az «a;-k
pozitivak, ez csak gy lehet, ha mindegyik stlyozd egyiitthatd vagy mind pozitiv,
vagy mind 0, vagy mind negativ. Ez viszont ellentmondas, mert egy nem-negativ
értékekkel rendelkezd maéatrix soraibdl ilyen modokon (a trivilis kivételével) nem
lehet a nullvektort kikombinalni. [ |

Az Erd6s—de Bruijn-tétel azon részét, amely az extremalis halmazrendszereket
irja le nem bizonyitjuk (a linearis algebrai modszerbdl ez nem adddik, mas megko-
zelitésre van sziikség).

A linearis algebrai médszer kés6bbi alkalmazasai

A fentiekben a metszetméretek halmaza egyelemii volt. Ez altalanosithato.
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5. Tétel (Frankl—Wilson-tétel). Legyen H egy halmazrendszer. Tegyiik fel, hogy
a metszetméretek mindegyike az M = {1, pa, . . ., b} halmazbeli. Ekkor

< (M) 4 (M) () e (M) < (1),

Megjegyzés. A fels§ becslésiink éles, amit a H = (ZS) és M =1{0,1,2,...,s — 1}
példa mutat. B

Bizonyitds. Definidlunk egy H x H négyzetes matrixot. Az FE-sort azonositsuk az
E ¢&l xg karakterisztikus vektoraval. Az F-oszlopot azonositsuk a

PF = H (XF -z —m)

mmeM,m<|F|

polinommal. Vegyiik a kiértékelési matrixot ,azaz azt a matrixot, amelyre

Mgr = H (XF - xg —m).

m:meM,M<|F)|

A sorokat (és veliik 6sszhangban az oszlopokat) rendezziik méret szerint csokkend
sorrendben. Ekkor kénnyt észrevenni, hogy egy als6 triangularis matrixot kapunk,
nem-nulla elemekkel a f6atlon. Valoban, a f6atlon

Mgp = H (XEXE—m) = H (IE] = m),

m:meM,M<|E| m:meM,m<|E)|

ami nem-nulla. A f6atlo felett (sor/oszlopsorrendiink miatt |E| > |F|)

Mgr = H (XF-XE—m) = H (IENF]—m),

m:meM,M<|F| m:meM,m<|F)|

ami nulla, hiszen |[ENF| € M és |[ENF| < |F]|.

Specialisan méatrixunk nem-elfajulé, igy oszlopaihoz rendelt polinomok lineari-
san fliggetlenek. A polinomjaink terére adhaté ,fels§ becslés” azonban tul nagy
dimenzios. Egy triikkre/észrevételre van sziikségiink.

Egy p = > ,c; aimi(x1, 22, . . ., x,) polinom multilinearizaltja legyen
multilin E : multilin
p = a;my; <x17x27"'7xn)7
iel
_ b L multilin oF PSP )
ahol az m = xi'zy - ... 2, monom m multilinearizaltja [[;, -, zi, azaz

minden monomban az egynél nagyobb kitevSket lekerekitjiikk 1-re. Vegyiik észre,

c st

az oszlopainknak a pp = pPultilin polinomokat feleltetjiik meg, akkor ugyanazt a

kiértékelési matrixot kapjuk, ugyancsak kivetkeztethetiink linearis fliggetlenségiikre.
A {ppuitiin . B € H} polinomhalmaz a

<.§L’Z'1.§L’Z'2'...'.I‘itI’i1<’i2<...<?:t,t§8>

lineéaris térben van, igy linearisan fiiggetlen rendszeriink elemszama (|H|) legfeljebb
a fenti tér dimenzioja (V) + (V1) +...+ (V) +('})) (1asd az 6t leird generatorhalmaz

méretét). Eppen a bizonyitandot kaptuk. [ |
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k-uniform esetben egy kicsit tobbet is allithatunk. Fels§ becslésiink vszint nem
sziikségszerien éles, az Erdds—Ko—Rado-tétel feltételei mellett kevesebbet allit,
mint ami allithato.

6. Tétel (Ray-Chaudhuri—Wilson-tétel). Legyen H egy k-uniform halmazrend-
szer. Tegyiik fel, hogy a metszetméretek mindegyike az M = {1, pa,...,ms} C
{0,1,2,...,k — 1} halmazbeli. Ekkor

H| < ('Z')

Bizonyitds. Legyen M egy négyzetes matrix, amely els6 |H| sora/oszlopa az élekkel
(tovabbiakban régi sorok/oszlopok), a tobbi (tovabbiakban 1j sorok/oszlopok) a V/
csucshalmaz legfeljebb s — 1 elemi részhalmazaval van indexelve (mérete (|H| +
(MY + o+ ) < (7 + (D) 4o+ (7). Mindkét blokkban elemszam szerinti
csokkend sorrendben vessziik a sorokat/oszlopokat. A sorokat azonositsuk a megfe-
lel6 csticshalmaz karakterisztikus vektoraval. Egy F' él-oszlop ugyanazzal a ppuitiin
polinommal legyen azonositva, mig egy R legfeljebb s—1 elemi csticshalmaz oszlopa

apr= (27, ¥ —k)[L;cg : polinommal azonositott (illetve ennek multilinearizalt-

javal). M a kiértékelési matrix lesz, (]\/4\ bal fels§ sarkdban ott van az el6z6 tétel M
matrixa).

Azt allitjuk M is fels6 triangularis matrix nem-nulla elemekkel. A régi sorok
4j oszlopnak a pozicidjaban a Y . | x; — k faktor miatt nulla értékiek lesznek. Ha
allo elemét, akkor [ ], p x; miatt lesz 0 a matrixelem. A f6atlobeli elemek nem-nulla
mivoltanak ellenérzését az olvasora bizzuk.

Ismét kapjuk a matrixunk nem-elfajuloésagat, az oszlopokhoz rendelet polinomok
linearis fiiggetlenségét. Szamuk most |H|+ (!X'l) +...+ (“5')). Viszont ugyanabban
a térben vannak mint korabban, igy akkori fels6 becslésiink érvényes lesz. Rendezés
utan a tétel kovetkezik. [ |

Modularis tételek

Az algebrailag képzett olvasod érezheti, hogy kevés helyen hasznéltuk, hogy valos
szamtest felett dolgozunk. Mas testek felett is kimondhatunk hasonlé tételeket.
Kiilonosen fontosak a véges tetsetkre vonatkozo tételek.

Csak megjegyzésekben vazoljuk, hogy hogyan kell korabbi bizonyitasainkat mo-
dositanunk.

7. Tétel (Deza—Frankl—Singhi-tétel). Legyen H egy halmazrendszer. Le-
gyen p eqy primszam. Teqgyiik fel, hogy a metszetméretek mindegyikét modulo p
véve (a {0,1,2,...,p — 1} standard teljes maradékrendszerrel dolgozva) az M =
{p1, pa, .. .,ms} C{0,1,2,....,p—1} halmazbeli értéket kapunk. Tovabbd feltessziik,
hogy az élméretek modulo p értéke nem esik M-be. Ekkor

< (M) () () e (M) < (1),
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Megjegyzés. Természetesen a korabbi gondolatmenetet kovetjiik, de az F,, test felett
dolgozunk.

Most minden F' oszlop esetén dolgozhatunk a pp = [],,cp(XF - © —m) poli-
nommal. Az élméretekre vonatkozé (nem modularios esethez viszonyitva 1j) felté-
telt azért tettiik, hogy a féatlon garantéltan nem nulla értékek legyenek. Korabbi
trikkkiink (sorok/oszlopok tigyes rendezése, polinomjaink triikkos definicidja) nem is
miikodne a moduléris esetben.

8. Tétel (Frankl—Wilson-tétel). Legyen H egy k-uniform halmazrendszer. Le-
gyen p eqy primszam. Tegyik fel, hogy a metszetméretek mindegyikét modulo p véve
(a{0,1,2,...,p—1} standard teljes maradékrendszerrel véve) az M = {u, pa, ..., ms} C
{0,1,2,...,p—1} halmazbeli. Mindegyik élmérte modulo p véve k € {0,1,2,...,p—

1} értéket kapunk, ami nem eleme M-nek. Tovdbba k ¢ {0,1,2,...,s — 1}. Ekkor

= (")

Megjegyzés. Az el6z6 tétel matrixat kell ugyantugy kiterjeszteni, mint korabban.
Az 1j sorokban lenne probléma a f6atlo feletti értékekkel, haa k & {0,1,2,...,s—1}
feltételt nem tettiik volna. Igy nincs probléma.
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