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Emlékeztetd. 7-kritikus halmazrendszer

Bollobas Béla tétele

1. Tétel (Bollobas-tétel). Legyen H egy k-uniform t-kritikus halmazrendszer,
melyre T(H) = { + 1. Ekkor
k+¢
< .

Elgszor atfogalmazzuk a tételt. legyen m = |H| és H = {E1, Es, ..., Ey}.
A 7-kritikus tualjdonsdg miatta a H — E; halmazrendszerek mindegyikének (i =
1,2,...,m) van £ elemi L; lefogohalmaza. Ez az L; természetesen nem foghatja le
az F; élt. Igy E; és L; akkor és csak akkor diszjunkt ha ¢ = j.

2. Tétel (Bollobas-tétel). Legyen H = {E1, Es, ..., Ey} egy k-uniform halmaz-
rendszer és L = {Ly, Lo, ..., Ly} egy (-uniform halmazrendszer, amelyre E;NL; = ()
akkor és csak akkor, ha i = j. Ekkor

k+1
= < ,

Bizonyitds. A LYM egyenl6tlenségnél és az Erdés—Ko—Rado-tételre Katona Gyula
altal adott bizonyitasnal latott permutéicidés modszer mintdjara dolgozunk.

Halmazrendszeriink alaphalmaza legyen V', egy n elem® halmaz. Legyen 7 egy
bijekcio V és [n] = {1,2,...,n} kozott. Szamoljuk meg azokat az (w, E, L) harma-
sokat, ahol £ € H és L € L két él és m(E) minden eleme kisebb mint 7(L) minden
cleme (£ megel6zi L-et).

Adott (E, L) parhoz hany szamolandé m van? A két élnek diszjunktnak kell
lenni, azaz valamely i-re £ = E; és L = L;. Ki kell valasztani F; U L; helyét, az els6
k pozici6 és E; elemei kozt bijekciot kell megadni, az utolsé ¢ pozicié és L; elemei
kozt bijekciot kell megadni és a maradék n — (k+¢) elemet a maradék helyekkel kell
megfeleltetni. Az i index m értéket vehet fel. A szdmolandd harmasok teljes szama:

m- (kig)k!ﬂ(n— (k+ ).

Egy adott m-re hany (F;, L;) par lesz, ahol FE; képe megel6zi L; képét? Azt
allitjuk, ha ez megtorténik, akkor més E;, L; parra ez nem lehetséges. Valoban: £
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metszi L;-t, igy képe metszi pi(L;)-t. L; metszi E;-t, igy képe metszi 7(E;)-t, ami
megel6zi 7(L;)-t. E; képe nem el6zheti meg L;-t. Egy 7m-hez legfeljebb egy élpar
tartozhat. Az Osszes szamoland6 harmas LEGFELJEBB

nl.

A két gondolatmenet Osszevetése és aritmetikai rendezés adja a bizonyitandot.

A Bollobas-tételt két unifrom halmazrtendszerre mondtuk ki. Kimondhato egy
altalanositéas két tetszdleges halmazrendszerre is, amely teljesen hasonlé modon iga-
zolhato. Ennek kitalalasat, a bizonyitas atalakitasat az érdekl6ds hallgatora bizzuk.

Lovasz Laszlé tétele

3. Tétel (Lovasz-tétel). Legyen H = {E1, Es, ..., E,} eqy k-uniform halmazrend-
szer és L = {Ly, Lo, ..., Ly} egy C-uniform halmazrendszer, amelyre E; N L; = 0,

hai<j és E;NL; =0. Ekkor
k+/¢
m:|H|§< Z )

Azaz a Bollobas-tétel feltételei koziil kihagytunk tobbet, mégis ugyanazt a kovet-
keztetést vonjuk le. Ez a ,hianyos” feltételrendszer teljesen 1j bizonyitasi modszert
kivan.

Bizonyitds. Halmazrendszeriink alaphalmaza legyen V. Minden cstcshoz rendeljiink
egy R beli vektort tigy, hogy barmelyik ¢ darab csticshoz rendelt ¢ darab vektor
linearisan fiiggetlen legyen. Ez konnyen megtehets, példaul a — v, = (114,42, ..., i)
megfelel6 hozzarendelés.

Ezekutan minden L; halmazt feleltessiink meg egy RT!-beli nem-nulla X vek-
torral tigy, hogy barmelyik L;-beli elem vektoréra meréleges legyen. Azaz L; vektora
az elemi altal kifeszitett hipersik ((v, : a € L;)) egyik normalisvektora.

Most minden E; élhez egy R[zg, x1,. .., z4]-beli polinomot rendeliink a kovetke-

z6képpen: E; — pi(zo, 21, .., 20) = [laep, Vo (To, T1, - 20).

értékeljiik ki uigy, hogy valtozonak N komponenseit adjuk értékként. Erre a méatrixra
mint kiértékelési métrixra hivatkozunk.

sem mer6leges \i-re (\; csak vy, : b € L; vektorokra meréleges és E;, L; diszjunkt).
A kiértékelési matrix f6atlojan nem-nulla elemek allnak. Ugyanez a logika adja,
hogy a f6atlo feletti elemek 0-k. Azaz méatrixunk als6 triangularis métrix, nem-
nulla elemekkel a f6atlon. Azaz nem elfajulé matrix. Ebbdl kévetkezik, hogy az
oszlopaival azonositott polinomok linearisan fliggetlenek az

(ol xlf i i = k)
vektortérben, amely dimenziojardl konnyen lathato, hogy (k#). Ez adja a bizonyi-

tandot. [ |
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Koénig-tulajdonsag

Definicié. Egy H halmazrendszert Koénig-tulajdonsdgunak neveziink, ha v(H) =
T(H).

Az elnevezés onnan ered, hogy az alappéldat Kénig dénes egy grafelméleti alap-
tétele adja. Ha G paros graf, akkor Kénig-tulajdonsagu.
Emlékeztetének megemlitjiik a péaros grafok két jellemzését.

4. Tétel. Legyen G eqy grif. A kovetkezdk ekvivalensek:
(i) G paros,
(ii) G pont-él illeszkedési matriza totdlisan unimoduldris,
(iii) G nem tartalmaz paratlan hosszi kort.

Megemlitjiik, hogy egy matrix totélisan unimodularis, ha minden négyzetes al-
méatrixanak determinansa {—1,0, 1}-beli érték.

Ha tjabb példakat keresiink Kénig-tulajdonsagt halmazrendszerekre, akkor ter-
mészetes a parossag fogalmat kiterjeszteni grafokrol halmazrendszerekre/hipergra-
fokra. A feladat nem olyan egyszerd. Sokféle lehetGség felmeriil. Mi csak a fenti
karakterizacioban rejls lehetGségeket meritjiik ki egy kissé.

Hiper-paros halmazrendszerek

Két lehetséget emlitiink, ahogy a paros hipergrafok fogalmaz bevezethetd.
Az els6t csak vazoljuk:

Definicié. Egy halmazrendszer totélisan unimodularis, ha pont-él illeszkedési mat-
rixa totalisan unimoduléris.

5. Tétel. Legyen H egy halmazrendszer. A kévetkezdk ekvivalensek
(i) H totdlisan uwinimoduldris,

(i) ‘H minden nyomdnak van tékéletes piros-kék szinezése, azaz minden R C V
esetén a Trr(H) halmazrendszer alaphalmaza piros-kék szinezhetd gy, hogy
minden E €élben a két szind csucsok szamdt megadd szampdr (|| E|/2], [|E|/2])
legyen.

6. Tétel. HaH egy totalisan unimoduldris halmazrendszer, akkor Kénig-tulajdonsdgi.

* * *

Definicié. Legyen H egy halmazrendszer. Egy kor egy
C vy, By, v1, Ba, g, .01, By, ve = vy
sorozat, ahol a v; cstcsok kiilonbozsek és v;_1,v; € E; (az indexaritmetika modulo

n aritmetika). V(C) = {vo,v1,...,v—1}, £ a kor hossza.
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Gréfokkal ellentétben halmazrendszerbeli kordk lehetnek nagyon Ossze-visszék.
Definicié. Egy C kor (lasd el6z6 definicio) szelid E; élére E; NV (C) = {v;—1, v;}.
Definicié. Egy halmazrendszer hiper-paros, ha minden szelid kore paratlan hosszi.
7. Tétel. Egy hiper-pdaros halmazrendszer Kdénig-tulajdonsdgii.

Bizonyitds. ElGszér egy lemmat bizonyitunk.

8. Lemma. ha 'H egy hiper-pdros halmazrendszer, akkor csicsai kiszinezhetdk piros
és kék szinnel igy, hogy minden legalabb kételem1i él tartalmazzon piros és kék pontot
18.

A lemma bizonyitasahoz vegyiik ki ‘H kételemii éleit. Ezek alkossédk a Gy egysze-
ri grafot. A péaratlan hosszt szelid kor hidnya miatt Gy nem tartalmazhat partalan
hosszi kort, azaz péaros graf.

Ha G 0sszefiiggs, akkor meghatarozza a csticsok egy két szinezését, ami a lem-
méat bizonyitja. valoban. Ha lenne, mondjuk csak piros csilicsot tartalmazo, mono-
kromatiksu él, akkor G'y-ban két legkdzelebbi pontjat 6sszekots Gyg-beli it élei és 6
maga egy paratlan hosszu szelid kort adna.

Ha G nem 0sszefiiggs, akkor indukcidval éliink (az indukei6 elinduldsa kénnyen
ellendrizhets). Vagjuk ketté V-t, hogy kételemii élt ne vagjunk szét (feltevésiink
szerint ez megtehetd). Vegytk a két részben H nyomat (ezekre feltételiink 6roklsdik,
azaz ezek sem tartalmaznak paratlan hosszi szelid kort, hiper-parosak) és szinezziik
ki piros-kékkel az indukcios feltevés alapjan. Minden olyan él, amire feltételiink van
(legalabb két cstcsot tartalmaz) valamelyik nyomban legalabb kételemt, azaz az
indukcios feltétel miatt mér ott tartalmaz piros és kék csticsot is.

A lemma bizonyitdsa utan ratériink a tétel allitasara. Ez a kovetkezd lemmébol
kovetkezik.

9. Lemma. Ha K hiper-pdaros és T-kritikus, akkor élei diszjunktak.

Ebbdl a lemmabol adodik az allitas, hiszen H tartalmaz egy K 7-kritikus rész-
halmazrendsert, ami nyilvin megmarad hiper-parosnak. Lemmank alapjan K élei
diszjunktak. Specialisan v(K) = 7(K). Osszefoglalva

T(H) 2 v(H) 2 v(K) = 7(K) = 7(H),

Ami adja H-ra a 7 és v paraméter egyenlGséget, a Kénig-tulajdonsagot.
Mar csak az utobbi lemma bizonyitasa van hatra. Ez szinte egybeesik a paros
T-kritikus grafok jellemzésével (ami egyben Kénig-tételének egy valtozata).
Indirekten tegyiik fel, hogy K-nak van két metsz6 éle: © € ENF, B F €
K. Legyen Lg és L a K — FE és I — F halmazrendszerek egy optimalis lefogd
ponthalmaza t = 7(K) — 1 ponttal. Ebbél a két halmazbol dsszerakunk két részbol
egy L halmazt

a) LE N LF,

b) Vegyiikk H nyomat LpALp U {z}-ben Ez is egy hiper-paros halmazrendszer.
Igy piros-kék szinezhetd tigy, hogy minden legalabb kételemi ¢l tartalmazzon
mindkét szinid cstcsot. A mésodik hozzajarulas L halmazhoz a kisebb szinosz-
taly lesz. (Kénnyd latni, hogy a nyomot paratlan sok ponton vettiik.)
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Belatjuk, hogy L legfeljebb ¢ pontot tartalmaz és lefogja IC-t. Ez ellentmondas.

Az elemszamra vonatkozo6 allitas egyszertien lathato. A lefogas ellenérzésénél az
LgN Lp-et metsz6 éleket el is hagyhatjuk. A maradék élek kozott mindegyik metszi
az LpALrU{z} halmazt (E-re és F-re x biztositja ezt, a tobbi élre pedig Lg és Lp
lefogd mivolta). Azon élek, amelyek LpALp U {z}-t legalabb két csucsban metszik
szintén nem problémésak: a nyomban piros és kék szind elemiik is van (barmelyik
szinosztalyt valasztottuk L-be a lefogés teljestil). Ezekutéan viszont minden élre
tudjuk a lefogas tényét (miért?). [ |
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