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Alap 0Osszefiiggések az optimalizalasi paraméterek
kozott

Emlékeztets. 7(H), 7" (H),v(H), v*(H).

Példa. Legyen H = (Z) v(H) = L‘%'J, 7(H) = |V| — (k — 1). Egy tort-lefogast
kapunk, ha minden csticsnak 1/k salyt adunk. Egy tort parositast kapunk, ha min-
den élnek 1/ (‘Z':ll) siulyt adunk. A fenti két tort-méret megegyezik, igy optimalis:
v (H) = 7 (H) = [V|/k.

A fenti példaban 7 és v kozott nagy kiilonbség van. Bizonyos értelemben példank
kozel extremalis.

Eszrevétel. Legyen M egy nem bévithets parositas. Ekkor UgepE egy lefogd
halmaz. Ha H egy k-uniform halmazrendszere és M egy optimalis parositas, akkor

kapjuk, hogy 7(H) < k- v(H).

Példa. Legyen H egy k paraméteri projektiv sik. (Aki nem ismeri ugorja at ezt a
példat.) Ez egy k + l-uniform halmazrendszer, amiben nincs két fliggetlen él, azaz
v(H) = 1. 7(H) = k + 1, hiszen barmelyik egyenes/él ponthalmaza lefogdé halmaz,
mig k pont legfeljebb k- (k+ 1) élt/egyenest foghat le. A csticsok uniform 1/(k+1)-
es stlyozasa tort-lefogas. Az élek uniform 1/(k + 1)-es sulyozasa tort-parositas. A
koz6s méret optimalis: v*(H) = 7*(H) = |V|/k.

A fenti két példaban az optimalis tort-lefogés és tort-parositasok minden cstcs-
nak/élnak ugyanazt a silyt adja. Ez altalaban miikodik, ha a kézos silyt megfele-
16en valasztjuk. Lefogéasnal a ,sziik keresztmetszet” a legkisebb él. A péarositasnél
a ,,szlk keresztmetszet” a legnagyobb foku cstucs. Ez a gondolatmenet vezet el az
alabbi paraméterek bevezetéséhez és lemméhoz.

Definicié. ‘H halmazrendszer esetén legyen s(H) a legkisebb él mérete és A(H) a
legnagyobb fokszam H-ban.

1. Lemma. (i)
H|

A(H)

IN

V* (H>7

(i)
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Ezen egyszerti gondolatmenetnek két kovetkezményt emlitiink meg.
2. Kévetkezmény. Ha H eqgy k-uniform, d-reguldris halmazrendszer, akkor

v A

T =Ry T AT

=v*'(H).

Bizonyitds. Az elsé és utolsod egyenltlenség bal oldala nem nagyobb mint a jobb
oldala. Ha ezt a kozépsS egyenloségrdl is belatjuk, akkor az allitas adodik abbdl,
hogy az egyenlGségsorozat kezd§ és befejezd eleme egyenld.

A k6zéps6 egyenlGség

KHI =) |El =) dv)=d-|V|
EeH veV
alapjan nyilvanvalo. |

3. Kovetkezmény. Legyen H egy halmazrendszer, leqgyen Aut(H) automorfizmus-
csoportja (csicsainak azon permutdcioi dltla alkotott csoport, amelyek megtartjik az
élséget/nem élséget).

(i) Ha Aut(H) tranzitiven hat a csicsokon, akkor 7*(H) =
(ii) Ha Aut(H) tranzitiven hat az éleken, akkor v*(H) = -4
Bizonyitds. (i): Legyen (w,))v € V egy otpimalis tort-lefogas. Legyen

T — E@EAut(H) W1y
’ | Aut(H)]

Konnyt ellendrizni, hogy w mérete ugyanaz mint w-é, azaz optimalis. Tovabbéa
minden komponense ugyanaz (Aut(H) bamely eleme véltozatlan hagyja). Igy a
koz6s komponensértéke legalabb ﬁ, mérete (amirdl tudjuk, hogy 7*(H)) legalabb

Vi
s(H)"
(ii) teljesen hasonloan bizonyithato. |

A masik iranyt egyenlStlenséget tudva az allitas adodik.

Mohé lefogasi algoritmus

7(H) meghatarozasa helyett megelégedhetiink egy ,elég kicsi” lefogd halmazt. A
moho algoritmus tervezési filozofia konnyen alkalmazhato:
Moho lefog6 algoritmus:

e Kiindulas: Legyen Haxuanis = H, L=0, M = V.
o Amig H.ktualis-nak van éle ismételjiik a kovetkezd fazist:

— Kivalasztas: Legyen v a Haxtualis €8y legnagyobb fokd csicsa. L :=
Lu{v},

— Csonkitas: Haxualis-b31 hagyjuk el a v-t tartalmazd éleket.

e Output: a ledllaskor (amikor Haytuals ,,Kiliriil’’) az L halmaz értéke.
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Az, hogy a fenti algoritmus egy lefogd ponthalmazt szamol ki az nyilvanvalo: L
mindig pontosan Huais-beli éleket nem fogja le.

Definicié. Legyen Tyons(H) a fenti algoritmus éltal kiszamolt lefogd ponthalmaz
mérete.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicié nem teljesen pontos. Az eljaras egy ponton
valaszt egy legnagyobb fokiui pontot. Lehet, hogy tobb ilyen van. Aktuélis hal-
mazrendszeriink lehet regularis is, amikor barmelyik pontot vehetjiik. Ugy nevezett
nem determinisztikus eljarassal van dolgunk. Az otuput mérete fligghet a futas so-
ran meghozott dontéseinktsl. Ha a fenti jelolést hasznaljuk egy egyenl6tlenségben,
akkor az alatt azt értjiik, hogy az allitdsunk igaz minden futas sorén kiszamolt lefogo
ponthalmaz méretére.

A fenti nagyon egyszerd algoritmus analizise nem olyan egyszert.

4. Tétel (Lovasz Laszld).

Tmohs Tmohs 1 1 1 1
<l+-+-+-+...+—<1+InA )
) Sra Sitata gttty St (H)

Bizonyitds. Legyen ( a fazisok szama, azaz a végsé L mérete, azaz Tmons-

Legyen H; az eredeti halamzrendszer és legyen H,;,; az i-edik fazisban, a cson-
kitds utan kapott halmazrendszer. Tegyiik fel, hogy ezen csonkitas soran d; élt
hagytunk el. Azaz A(H) =dy > dy > ... > dy > 1, Hiy1-et ‘Hi-bdl kapjuk d; él
elhagyasaval |H; — Hi1| = d; és Her = 0.

Ekkor

A S di  dis
L
‘Hl‘ ‘Hz‘ dzfl - dz
N d1 +; dz dz'fl -

l
) . 1 1 1 1
—T(H)+ZT(H) (d +di_1—1+di_1—2+"'+di+1)'

Hiszen mindegyik % mennyiség feliilrél becsiilhets v*(H)-val (a H;-beli élek 1/d;

stlyozasa, a tobbi él 0 stlyozasa a ‘H halmazrendszer egy tort-péarositasa). Tovabba

do-d;_ 1 1 1 1 _ 1 1 1 1
diov  diey disy diey T diey T di dii—1 dig—2 0 di+ 10

A bizonyitott egynlStlenséglancolat rendezés utan a bizonyitandot adja (dy = A(H)
és dg Z 1) |
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7-kritikus halmazrendszerek

Egy észrevétellel kezdiink. Legyen H egy halmazrendszer és E egy éle. Ekkor
TH)>1T(H—-—FE)>71(H) — 1.

Definicié. Egy H halmazrendszert akkor neveziink 7-kritikusnak, ha barmely élét
elhagyva a 7 paraméter értéke véltozik/csokken/eggyel csokken.

Vegyiik észre, hogy egy ‘H halmazrendszer mindig tartalmaz olyan K részt, amely
e 7(K) = 7(H).
o /C 7-kritikus.

Ehhez csak addig kell éleket elhagyni, amig 7 valtoztatasa nélkiil lehetséges.

Példa. Cyy1, a paratlan hosszu korgrafok 7-kritikusak: 7(Cori1) = k41 és minden
e élére 7(Copy1 —€) = k.

A 7-kritikus grafok elméletében az alabbi tétel fontos kiindulés.

5. Tétel. Legyen G pdros graf. G akkor és csak akkor T-kritikus grdf, ha minden
komponense két dsszekotott pontbol vagy eqy izolalt pontbol dll.

A tétel egyik iranya nyilvanval6. Ha a graf minden nem egy ponti komponense
egy Osszekotott csiucspar, akkor 7 paramétere ezen komponensek (azaz az élek) sza-
ma. Elelhagyas a 7 paramétert csokkenti. A masik irany tavolrol sem egyszerd. Ezt
mutatja, hogy Kénig aldbbi alapvets fontossagu tétele egyszerd kivetkezménye.

6. Kovetkezmény (Kénig-tétel). Ha G pdros grdf, akkor v(G) = 7(Q).
Bizonyitds. (A kévetkezményé.) Legyen K egy t-kritikus részgrafja G-nek. Ekkor
7(G) 2 v(G) 2 v(K) = 7(K) = 7(G).

Valoban: Csak az utolso el6tti és utolsd egyenlGség szorul magyarazatra. Az utolso
el6tti egyenléség nyilvanvald abbol, hogy tételiink leirja K strukturajat. Az utolso
egyenldség pedig a 7-kritikus részgrafsag definiciéja miatt nyilvanvalo.

Az egyenlGtlenségsorozat kezdete és vége megegyezik, igy végig egyenlGséggel
teljesiil. Ebbd6l adodik az allitas. |

Bizonyitds. (A tételé.) Indirekten bizonyitunk. Ha G struktiraja nem a leirt, akkor
van két Osszefuto éle: e = uv és f = uw.

Legyen t + 1 = 7(G). Tudjuk, hogy G — e-ben és G — f-ben is van ¢ elemii lefogo
ponthalmaz: L. és L. L. nem foghatja le e-t és Ly nem foghatja le f-et (G teljes
lefogasahoz t + 1 pont kell). Igy u & L., Ly és emiatt v € Ly,w € L.. Legyen L
egy ponthalmaz, amit L. és Lg-b6l rakunk Ossze. Halmazunkat két rész adja ki az
aladbbi modon:

L4 LeﬂLf,

o {u} U (L.ALy) ponthalmaz eloszlasat nézzitk meg G két szinosztalya kozott.
Valamelyik szinosztalyba kevesebb eleme esik (konnyt latni, hogy teljes elem-
szama paratlan). Ez a kisebb rész alkotja L mésodik OsszetevGjét.
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Két dolgot kell meggondolnunk:
a) |L| <t,
b) L lefogja G-t.

Mindketts egyszertien meggondolhatd. Egyiitt ellentmondanak feltételeinknek és
igy bizonyitjak a tételt. [ |
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