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Katona—Kruskal-tétel

A kovetkezSkben egy a Katona—Kruskal-tételhez sziikséges definiciot ismertetiink.

Definicié. Legyen H k-uniform halmazrendszer V felett. Ekkor
OH={R|Fr e E€H: R=FE —{z}}
a halmazrendszer drnyéka.

Definici6 szerint az drnyék egy k — 1-uniform halmazrendszer.

Vilagos, hogy k|H| > |0H|. Egyenldség van, ha H élei diszjunktak. (Igazabol ak-
kor és csak akkor van egyenlGség, ha H élei kozott nincs két olyan, amelyek metszete
k —1 elem.)

Ugyanakkor az mar nem trivialis, hogy |H| elemszamt halmazrendszer arnyéka-
nak a minimalis mérete mekkora. A fejezet végss célja ennek meghatarozasa.

Példéul ha 'H = (f) ahol R C V, akkor OH = (kljl) kénnyen lathaté modon.
Belatjuk, ha H élszama ilyen specialis ((12) alaki), akkor ez a példa miniméalis ar-
nyéka lesz az ilyen élszami k uniform halmazrendszerek kozt. Az altalanos tétel
kimondésa azonban nem ilyen egyszert.

Legyen V =1{0,1,2,3,...} = N és tekintsiik a K = (Z), Osszes k elemi halmazok
végtelen rendszerét. Ezen a rendszeren bevezethets egy un. antilexikografikus rende-
2€s, vagyis olyan rendezés, hogy ha A = {ay, as,...,ar} és B = {by,bs,... by} € (‘;)
gy, hogy a1 < as < ... < aj és by < by < ... < by, akkor A <gntiee B, ha vagy
ay < by vagy a; < b; valamely i-re és az i-nél nagyobb j indexekre a; = b;.

Igy példaul k = 3 esetén 012 < 013 < 023 < 123 < 014 < 024 < 034 < 124 <
134 < 234 < 015 < ..., ahol a halmazokat az elemeik rendezett listajaként kodoltuk.
Ez egy wq tipusi rendezése (E)-nak.

Az alabbi kérdés egy kozépiskolai feladatként is felfoghatoé. Hany elem all az
{ai1,as, ..., a;} halmaz el6tt a fenti sorban (feltessziik, hogy a; < as < ... < ag)?

A kérdés/feladat egyszert. Azok a k-asok keriilnek elé, amik az Gsszevetésben
valahany héats6 komponens egyezése utan kisebb elemet tartalmaznak. Ezeket a
k-asokat csoportosithatjuk aszerint, hogy melyeik elem doéntott. Azok az el6z6 k-
asok, ahol az utolso (legnagyobb) elem doéntott azok pontosan {0,1,2,...,a; — 1}
k elemi részhalmazai. Ilyenbdl (ak’“) van. Azok az el6z6 k-asok, ahol az utolso
el6tti (nagysagban k — 1-edik) elem dontott azok pontosan {0,1,2,... a5 — 1}
k — 1 elemi részhalmazai az a; elemmel kib&vitve. Ilyenbdl (‘Z’“:f) van. Altalaban,
ha egy k-as az i-edik (az egyes k-asok elemeinek nagysag szerinti rendezésében)
elemek Osszehasonlitasa miatt keriilt a kérdeses k-as elé, akkor legkisebb i eleme

5-1



{0,1,2,...,a;—1} egy i elemt részhalmaza az {a; 1, a;12, . . ., ax } halmazzal uniézva.
Ez az 6sszes el6z6 elemekhez (“;) 1j darabot ad. Tehat a teljes valasz a kérdésre
{ay,as,...,a;} el6tt pontosan

Q. Ak—1 ak—2 az ai
() ()= () =+ (5)+ ()
k-as all.

A fenti egyszeri gondolatmenet egybdl adja a kovetkezd allitast. Az allitas in-
dukciéval konnyen bizonyithato. De az alabbiakban felhivjuk a figyelmet, hogy az
el6z6 gondolatmenet egy teljes, korrekt bizonyitast is tartalmaz erre.

1. Lemma. Rdgzitsiik a k pozitiv egész szamot. Legyen m eqy tetszdleges természetes
szam. FEkkor létezik egyetlen természetes szamokbol dllo a; < as < ... < ap szdm
k-as, amelyre

n= (1) ()« () o (3)+(3)

Bizonyitds. Adott m esetén a szam k-asok fenti sorrendjébdl vegyiik az m—+ 1-ediket,
azaz azt, amelyik el6tt m szam &ll. Ennek a k-asnak elemei megfelel6 a;-ket adnak
az el6z6 gondolatmenete szerint.

Mas szam k-as nem is lehet jo, hiszen az is a sorunkban &ll, egy eltérd pozicio-
ban. Azaz el6tte nem m darab k-as all. De ekkor ujbol az el6z6 gondolatmenetre
hivatkozva lathato, hogy nem is lehet alternativ megoldas. |

Megjegyzés. A fenti tételhez hasonldval mar talalkozhattunk. Példaul minden ter-
mészetes szam egyértelmten irhato fel, mint kiilonboz§ természetes kitevds kettd
hatvanyok Osszege. Ez a kettes szamrendszert megalapozo észrevétel. A fenti tétel
egy k-binom szamrendszer alapjait alkotja meg.

Természetesen meriil fel a szokasos szamkodoléas atirasa, az alapmiiveletek elvég-
zése ha k-binom alakban adottak a szdmok. Mi nem érintjiik ezeket a kérdéseket,
csak néhany jelolést vezetiink be.

Jeldlés. Ha a; < ay < ... < aj, természetes szamok k-aséara

[ ak Ak—1 Ak—2 as ai
e (1) () () () (1)
akkor azt irjuk, hogy

m = <a'k7 Ag—1, .- aa'1>k = <a'k7 Ag—1, .- - ,(1,1>,

illetve
"m—l ®) = (aku Ak—1,y - - - 7a1>-

Definicié. Jelolje KK, az antilexikografikus rendezés szerinti sor els6 m elemét. (A
k paramétert fixnek tekintjiik.)

Példéul, ha m = (Z), akkor KIC,,, = ({0,1,..].6,1171})'
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2. Lemma.

orcical = () () + () =+ (7) + (5):

Bizonyitds. Tudjuk, hogy KIC,, élei az {ay,as, ..., ar} k-ast megel6z6 k-asok. Eze-

ket osztalyoztuk is: {0,1,2,...,ar—1} k elem( részhalmazai, tovabbé az a;, elemmel
kibgvitve a {0,1,2,...,ax_1 — 1} k — 1 elemt részhalmazai és igy tovabb. Az els6

osztalybeli élek az arnyék ax-t nem tartalmazo éleit adja (a tobbi osztalybol eredd
arnyékbeli ilyen k£ — 1-esei méar az els§ osztaly arnyékabol is jonnek!). Ilyen elem az
arnyékban (ka—kl) van. A maéasodik osztalybeli élek 4j hozzajaruldsa az arnyékhoz az
ap-t tartalmazo, de aj_i1-et nem tartalmazo k — 1-esek lesznek. A kés6bbi osztalyok
ilyen hozzajarulasa méar a masodik osztalybdl is kovetkezik. Ez (‘Z’“_‘Ql) 1j elem az
arnyékban. A gondolatmenetet folytatva kapjuk a lemma allitasat. |

Ezek utan mér ki tudjuk mondani a Katona—Kruskal-tételt. két ekvivalens
formaban is lefrjuk:

3. Tétel (Katona—Kruskal-tétel |I. valtozat). Legyen H egy k-uniform halmaz-
rendszer m darab éllel. Ekkor |0KIKC,,| < |OH|.

4. Tétel (Katona—KTruskal-tétel Il. valtozat). Legyen H egy k-uniform halmaz-
rendszer. Legyen

p= () + () + () o () (3),
o= () () + () o (7)< (4)

Miel6tt belatjuk a tételt bevezetiink egy 4j fogalmat.

Ekkor

Definicié. Legyen i < j két természetes szam. Altaldban S;;(H) megmarad a H
halmaznak kivéve, ha j € H és i ¢ H, amikor is S;;(H) = H — {j} U {i}.

S;; az antilexikografikus sorrendben el6retolja a H halmazt. Ez az eléretolas
operécio kiterjesztheté halmazrendszerekre is.

Definicié. Legyen H egy k-uniform halmazrendszer. Ha egy E € H élre S;;(E) nem
¢l H-ban (specidlisan £ # S;;(E)), akkor cseréljikk le E-t S;;(E)-re (E tovabba méar
nem él). Més esetben E megmarad élnek.

A kovetkez6 lemma egyszertien ellendrizhetd.

5. Lemma. i < j két természetes szam (halmazrendszerink alaphalmazdnak két
eleme).

(i) |H| = |SiH],
(ii) |OH| > 0S,H].
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Ezekutan lassuk a Katona—Kruskal-tétel masodik valtozatanak bizonyitasat.

Bizonyitds. Az el6z6 lemma alapjan elég olyan halmazrendszerekkel foglalkoznunk,
ahol minden 7 < j esetén S;;H = H. Ilyen példaul KKC,,. Sajnos vannak masok is.
Mit tudunk az ilyen halmazrendszerekrsl?

Legyen H, az eredeti halmazrendszer azon élei, amik tartalmazzak 0-t. Legyen
H>1 az eredeti halmazrendszer azon élei, amik minden eleme legalabb 1, azaz

H = HOUHZL

OH tartalmazza H, elemeibdl a 0 kihagyaséval kapott 7/-70 halmazrendszert. Il-
letve ennck arnyékanak (ezek mar k — 2 elemd halmazok) elemeibdl a 0 elemmel

torténd bovitessel nyert halmazokat. FErre a halmazrendszerre vezessiik be a 87%
jelolést. Eddig Hy nyomat irtuk le. Mi a helyzet ‘H>; nyomaval? Ez NEM ad 4]
k — l-est 'H nyoméhoz. Valoban, ha T egy IF € H>; ¢lbdl keleltkezett a j elem
elhagyasaval, és nincs benne 0Hy-ban (azaz nem eleme %—nek), akkor Sy, H eltérs
lenne H-t6l (éppen Sp; (T U {j} miatt). Azaz

OH = HoUdH,.

Ezek utan k-ra vonatkozo teljes indukciéval bizonyitunk, amin belil élszdmra
vonatkozo6 indukciot végziink. Tudjuk, hogy

Mol + Mol = [ = () + (3) + (23) + .+ (5) + (3
(5 PR Y ey 4 (¢
(i) + (2) + () + o+ (7
Két esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: Ha |Hy| > (a]:_—ll) + (“’“k‘_l;l) + (“’3;_2:;1) +...+ (“21_1) + (“10_1), akkor ugyanez

~—

) ()
1) + 1—1

(")

=N

az egyenlGtlenség érvényes a Hy k — 1 uniform halmazrendszer élszamara.

Miel6tt tovabbhaladnank vegyiik észre, hogy a fenti élszambecslés nem k — 1-
binom szamrendszerben van megadva. Legyen m = (“k’c__ll) + (“k,;_l; 1) + (“k,;fg 1) +...+
(”1_1) = (ax—1,ax_1—1,...,a0—1);_1. Haa; = 0, akkor ez megadja a fenti becslést.
Ha azonban a; > 1 (és igy as > 2), akkor a fenti becslés m+1 = (bg, bx_1,...,b2)p_1.
A két esetet kiilon kezeljiik. Csak a technikailag nehezebb masodik esetet szamoljuk

végig. Indukci6 alapjan

~ bk br—1 be—2 by
> .
|8H°|_<k—2)+(k—3)+(k—4)+ +(0)

—

Természetesen a bal oldal egyben 67% ¢élszama is és igy

OH| = [Hol + [0Hol = () + (22) + () + .+ (B)+
() + (=) + () -+ () =
= D+ + ) e () =
> () + () () e ()

1
1

() + (82) + () + -+ (7) + (5):

Csak az utolso el6tti egyenléség szorul magyarazatra. Ennek értelme ha (a; —

1, Ap—1 — 1, ey, Q9 — 1>k—1 +1= <bk, bk—l, ey bg>k_1, akkor <bk + 1, bk—l + 1, ey bg +
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D1 > (ag,ax_1,...,a2)k-1 + 1. Azaz, ha az antilexikografikus sorrendben (aj —
Lyag_1—1,..., as—1) rdkovetkezSje (by, bp_1, . .., ba), akkor (bp+1,bp_1+1,... bs+1)
késsbb kovetkezik mint (ag, ax_1, ..., as2). Ez konnyen ellenérizhetd.
2. eset: Ha |Hy| < (“,f:ll) + (“‘“,;_1;1) + (“‘“];_2;1) +...+ (“2f1) + (“151), akkor
[Hoal > (57) + () + (55 )+ 4 (5 7) + ().

Az indukciot alkalmazva (H>; élszama kisebb mint H-¢)

() + () + () e () + () = 10| <
< [Ho| = [Haol-

Azaz visszajutottunk az 1. eset alkalmazhatosagahoz, ami a bizonyitast teljessé teszi.

Alap optimalizalasi feladatok

A grafelméletben megismert optimalizalasi feladatok tobbsége probléma nélkiil ki-
terjeszthetd hipergrafokra.

Definicié. Egy ‘H halmazrendszer L C V ponthalmazét lefog6 ponthalmaznak ne-
vezzik, ha minden éle metszi L-et. A lefogd ponthalmazok miniméalis méretét 7(H)-
val jeloljiik.

Definicié. Egy H halmazrendszer M C H élhalmazat parositasnak vagy fliggetlen
élhalmaznak nevezziik, ha elemei paronként diszjunktak. A a fliggetlen élhalmazok
maximalis méretét v(H)-val jeloljik.

Megjegyzés. Ha () € H, akkor nincs lefog6 ponthalmazunk. Ekkor 7 értékét oo-
nek definaljuk. Parositasok esetén nincs értelme élekrendszerérdl beszélni, azaz egy
élt tobbszorosen is M-be rakni. Kivéve, ha ) € H. Ekkor az iiresélet tetszéLeges
muktiplicitassal véve péarositast kapunk. Ebben az esetben is szokéas a v(H) = oo
megéallapodés.

Természetesen, ha L egy lefogdé ponthalmaz és M egy fiiggetlen élhalmaz, akkor
L] > [M]. Ty 7(H) > v(H).

Erdemes a lefog6 ponthalmaz és fliggetlen élhalmaz kovetkez§ relaxiacidjat be-
vezetni:

Definicié. Egy H halmazrendszer csicsainak (w, ),y stlyozasa tort-lefogas, ha min-
den cstucs sulya nemnegativ és tetszbleges élre az ebbe esé csticsok sulyainak Gsszege
legaldbb 1. Egy tort-lefogas mérete az Osszes cstcs stulyanak Osszege.

Ha L egy lefogo csiicshalmaz, akkor L pontjainak 1, az L-en kiviil esé pontoknak
0 sulyt adva egy tort-lefogast kapunk, amely mérete |L|.

Definicié. Egy H halmazrendszer éleinek (wg)pey silyozéasa tort-parositéas, ha min-
den él sulya nemnegativ és tetszéleges cstcsra az ezen dtmend élek sulyainak 6sszege
legfeljebb 1. Egy tort-parositas mérete az Osszes él silyanak Gsszege.

Ha M egy péarositas, akkor M éleinek 1, az M-en kiviil es6 éleknek 0 sulyt adva
egy tort-parositast kapunk, amely mérete |[M].
A megfelels optimalizalasi problémék optimuma természetes paraméterek.
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Definicié. Legyen H egy halmazrendszer. Ekkor 7%(H) a legkisebb méret a tortle-
fogasok kozott és v*(H) a legnagyobb méret a tort-parositasok kozott.

Megjegyzés. A legkisebb/legnagyobb jelzd magyarazatra szorul, hiszen a sulyok
valos értékeket vehetnek fel. két optimalizalasi feladat feltételeit felirva két linearis
programozasi feladatot kapunk:

(L) w, >0, veV
ZU:UEEwU Z 17 E GH

vivey Wo — min,
(P) WE Z O, E € H
ZE:UEE wp <1l veV

2 pipenWE — Max.

Ha () € H, akkor (L)-nek nincs lehetséges megoldéasa és (P)-nek tetszdlegesen nagy
értéket felvehet a célfiggvénye (igazabol az iiresélnek megfelels valtozo értéke lehet
tetszGleges nen-negativ érték, nem szerepel egyetlen egy csiicsra vonatkozo feltétel-
ben sem). Ha azonban () € H, akkor (P) lehetséges megoldasainak halmaza kom-
pakt és célfiiggvénye folytonos. (L) lehetséges megoldasainak halmaza kompaktta
tehetd, hisz 1-nél nagyobb stlyt nem érdemes egyik csticsnak sem hagyni. Igy a
w, < 1 (v € V) feltételrendszert (L)-hez adva az optimum nem valtozik, de a le-
hetséges megoldasok halmaza kompaktta valik. A minimum és maximum felvétele
abbol kévetkezik, hogy kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény mindig
felveszi minumumat, maximumat.

6. Lemma. Tetszbleges H halmazrendszerre

v(H) <v*(H) =7(H) < 7(H).

Bizonyitds. A v(H) < v*(H) < 7(H) < 7(H). egyenldtlenségsorozatbol csak

a kozépsd szorul magyarazatra. Ehhez legyen (w,),cy egy optimalis tort-lefogas

(D pey Wy = T(H)), és (wp)pen egy optimalis tort-parositas (D gy we = v (H)).
Ekkor

V*<H> == EEEH WE S ZEG'H (EUGE wv) W = ZU,E;UEE Wywp =
= Yoev (Cpwerwr) wn € Yooy wo =7 (H)

A bizonyitott egyenlStlenség igazabol egyenléség. Ehhez feltehets () ¢ H. A két
oldalt mint egy linearis programozasi feladatot tekintjiik. A két oldal az (L) és (P)
dualis feladatoknak felel meg. Igy a dualités tétel alapjan a két optimum megegyezik
(letezéstik garantalt). [ |
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