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Emlékeztets. Sperner-rendszer. Részbenrendezett halmazok. Léanc, antilanc.

Sperner-rendszerek és részbenrendezett halmazok

Multhéten észrevettiik, hogy egy ,.kicsi” lanc fedés garantalja, hogy részbenrendezett
halmazunkban nem lehet ,tul nagy” antilanc. Hasonléan egy ,kicsi” antilanc fedés
garantalja, hogy részbenrendezett halmazunkban nem lehet , til nagy” lanc. Célunk
annak belatasa, hogy ezen észrevételen alapuld bizonyitasi séma , teljes”.

1. Tétel. Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz.

(1)

max (|L|) = min
L ldnc A1, Ag, ..., A antilancfedés
(ii) (Dilworth-tétel)
max (|A|) = min k
A antildnc Ly, Lo, ..., Lg ldancfedés

A tétel mésodik része okozza a valodi nehézséget. Ez a kombinatorika egyik
alaptétele.

Bizonyitds. Mindkét allitas kettébonthaté bal és jobb oldala koézotti két iranya
egyenlGtlenség igazolasdra. Mint megjegyeztiik mindkét esetben a maximalizala-
si feladat optimuma nyilvanvaloan kisebb a minimalizalasai feladaténal. A méasik
iranyd egyenlGtlenségeket kell igazolnunk.

(i) Legyen M = maxy, 1anc(|L])

Minden x € P-hez rendeljiik hozza az z-et maximaélis elemként tartalmazo lancok
kozott a legnagyobb méretét. (Jol definialt az érték, hiszen {x} mindig egy x-et
maximalis elemként tartalmzo lanc.) A hozzarendelés értékkészlete {1,2,..., M}.
Legyen A; (i = 1,2,..., M) azon P-beli elemek halmaza, amikhez az i értéket
rendeljiik hozza. Igy M darab halmazzal fedjiik le P-t. Ha belatjuk, hogy mindegyik
A; antilanc, akkor készen vagyunk. Ez indirekten konnyen adodik, ha x < y és
x,y € A;, akkor az x € A;-t bizonyité i elemt lanchoz y-t adva egy olyan 741 elemd
lancot kapunk, amely ellentmond az y € A; feltevésnek.

(ii) Legyen M = maxy antitanc(|A4]) és m =ming, 1, . 1, lanctedes k-
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(P, <) alapjan definidlunk egy B paros grafot. Cstcshalmaza {{p*,p~} : p € P}
kételemi halmazok diszjunkt unidja. A két szinosztalya F = {p* : p € P} és
A= {p :p € P} ptés q akkor és csak akkor van Osszekotve, ha p > q.
Természetesen A = P = F. Ertelmezhets egy 7 : V(B) — P vetités, amelyre
PP =

Célunk, hogy belassuk v(B) = |P| —m és 7(B) = |P| — M. Ezek utan mar
adodik az allitas Konig tételébdl.

v(B) = |P| —m: Vegyiink egy M parositast B-ben. Ekkor minden uv € E(B)-
nek lesz egy vetiilete P-ben: m(u)mw(v). Ez egy él (nem hurokél) a P ponthalmazon.
Konnyt latni, hogy {m(u)7(v) : wv € M} egy olyan graf lesz, amelyben minden
csuces foka 0,1 vagy 2. Azt is egyszerid latni, hogy a pérositas vetiilete nem tartal-
mazhat kort. Igy P a vetiilet-utak uniéja (az izolalt pontokat 0 hosszi ttnak véve).
Ezek az utak ponthalmazai P egy lancfedésének felelnek meg. A lancok szdma az
utak szdma, a parositas vetiiletének komponens széma, ami egy erdd esetén a csics-
szambol levonva az élszamot: |P| — |[M|. A gondolatmenet megfordithato: egy ¢
méas utanisagnak felelnek meg). Az ut élei felemelhetSk egy |P| — ¢ éli parositéssa.
A két gondolatmenet adja a bizonyitand6 egyenlGséget.

7(B) = |P|—M: Minden R C V(B) meghatéarozza P egy felosztasat négy részre
P = PH(R)UP~(R)UPE(R)UP’(R) gy, hogy R = {p~ : p € PT(R)}u{p" : p €
P=(R)}u{p~,p* :p € PH(R)}.

Legyen L egy lefogd ponthalmaza B-nek. Ekkor P°(L) egy antilanc (P, <)-ben.
Igy speciélisan |L| > |P| — M. Gondolatmenetiink ismét megfordithat6: Legyen A
egy antilanc. Definidlunk egy L ponthalmazt B-ben az alabbi modon: P*(L) :=
{p|F3a € A:a < p}, P (L) :=={p|3a € A:p<a}, P°(L) = A, PE(L) = .
Koénnyt ellendrizni, hogy |P| — |A| elemszamu lefogohalmazt definidltunk Az oda-
vissza gondolatmenet adja a mésodik megigért egyenlGséget és igy a tételt. |

Perfekt grafok

Dilworth-tétel egy grafelméleti megfogalmazaséat nézziik. A (P, <) részbenrendezett
halmaznak megfeleltetiink egy Gp Osszehasonlithatosagi grafot. Ennek az egyszera
grafnak a csiicshalmaza P és két cstcs akkor és csak akkor 0sszekotott, ha Gsszeha-
sonlithatok.

A fent bevezetett részbenrendezett halmazokkal kapcsolatos optimalizélasi kér-
dések szoros kapcsolatban vannak grafelméleti optimalizalasi feladatokkal.

Eszrevétel. e maxy janc(|L|) = w(Gp),
e miny, 4, ... 4, = X(Gp),
o maxy anilanc(|A]) = a(Gp) = w(Gp),
..... Ly = X(G—P)
Az el6z6 tétel kapesolatai vezetnek el a kovetkezd grafelméleti fogalomhoz:

Definicié. Egy G graf perfekt, ha minden F feszitett részére (csak cstcselhagyasok-
kal nyerhet6 részgrafjara) w(F) = x(F).
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A korabban bebizonyitott tétel ekvivalense a kovetkezd:

2. Tétel. Legyen Gp eqy (P, <) egy részben rendezett halmaz dsszehasonlithatdsdgi
grifja. Ekkor

(i) Gp perfekt,
(ii)) Gp perfekt.
Megemlitiink két kovetkezményt.

Eszrevétel. A paros grafok osszehasonlithatosagi grafok. Ha a csticshalmazon = < y
akkor és csak akkor teljesiil, ha x als6, y fels6 és x,y szomszédos, akkor a kapott
részbenrendezett halmaz Gsszehasonlithatoségi grafja G.

3. Kovetkezmény. A pdros grafok és komplementereik perfektek.

A péaros grafok perfektsége egyszertien adédik a definiciokbol. Komplementeré-
nek perfektsége viszont ekvivalens a Kénig-tétellel. A fentiekbdl igazabol kiolvashato
a Konig-tétel, Dilworth-tétel ekvivalencidja. Ami persze formalisan nyilvanvalé, hi-
szen két igaz tételrsl van sz6. Ahogy az ekvivalenciat bizonyitottuk, az azonban
,csak” Oteletes ,,nyelvi cstirés-csavaras” volt.

A masodik kovetkezményhez sziikséges lesz egy 1j fogalomra.

Definicié. Vegyiink egy e egyenest. Legyen Z intervallumok (6sszefiiggd ponthal-
mazok) egy rendszere. Mz legyen ennek az intervallumrendszernek a metszet grafja,
ami az az egyszerd graf, amely a csiicsai Z elemei és két csiics akkor és csak akkor
Osszekotott, ha metszik egymast.

Egy G graf intervallumgraf, ha alkalmas 7 intervallumrendszerre G ~ G7.

Megjegyzezzik, hogy az intervallumainkrél nem tettiink fel semmit. Ha csak
zart intervallumokra szoritkozunk ugyanehhez az intervallumgraf fogalomhoz ju-
tunk. Hasonloan, ha nyiltsagot koveteliink meg. (Miért?)

Eszrevétel. Legyen G egy intervallum graf. Ekkor G egy 6sszehasonlithatosagi graf.
Valoban legyen G ~ G7. T elemeit rendezhetjiik az alabbi médon: I,J € 7 esetén
legyen I < J, akkor és csak akkor, ha I minden pontja J el6tt van (e-t iranyitott
egyenesnek, vagy szamegyenesnek gondolva).

A részbenrendezés Gsszehasonlithatosagi grafja Go.

4. Kovetkezmeény. Az intervallumgrdafok és az intervallumgrdfok komplementerei
perfektek.

Talan feltiing, hogy példaink komplementerparokban jonnek. Ezek (és tovabbi
példak) vezették el C. Berge-t a kovetkezd sejtés kimondéasara: G akkor és csak
akkor perfekt, ha G is az. A sejtést igazoltdk. Egy bizonyitéssal talalkozni fogunk
a halmazrendszerek tovabbi vizsgalata soran.
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Metsz6é halmazrendszerek

Definicié. Egy halmazrendszert metszének neveziink, ha bamely két éle metszi egy-
mast.

Azaz egy halmazrendszer metszd, ha tiltjuk a diszjunkt élpéarokat.

Az alap extremaélis kérdés, hogy milyen sok éle lehet egy n elemid ponthalmaz
feletti metsz& halmazrendszernek. Mint kideriil, egy kozépiskolas veresnyfeladat
szintd problémarol van sz6.

Példa. Legyen x € V. 'H alkossa az Osszes z-et tartalmzo halmazt. H nyilvan
metsz6 és |H| = 2IVI=t = 2n-1,

Példa. Legyen V egy n elemi halmaz, ahol n paratlan, n = 2k + 1. H alkossa az
Osszes legalabb k + 1 elemt halmazt. H nyilvan metsz6 és |H| = 2/VI=1 = 2n—L,

Hasonlo példa adhato, ha az alaphalmaz pontszama paros és a pontosan |V|/2
elemi halmazok altal alkotott komplementer parok mindegyikébdl csak egyiket rak-
juk H-ba, a tébb mint |V]/2 elemd halmazok mellé.

A fenti két példa extremalis.

Eszrevétel. Egy n elemt V halmaz feletti metsz6 halmazrendszerek legfelejbb 271
élt tartalmaznak.

Valoban: V' 2" darab részhalmazat 27! darab komplementer halmazpéarra oszt-
hatjuk. Ezek mindegyikébdl legfeljebb egyet tartalmazhat metszé halmazrendsze-
riink.

Joval nehezebb kérdést kapunk, ha k uniform halmazrendserekkel dolgozunk.
k > |V|/2 esetben itt sem lesz gond: az Osszes k-as metsz6 rendszert alkot. & < |V]/2
esetben azonban egy alaptétel valaszolja meg kérdésiinket.

5. Tétel (Erd6s—Ko—Rado-tétel). Legyen k < n/2. Legyen H eqy metszd
halmazrendszer eqy n elemd V' csicshalmaz felett. Ekkor

n—1
<
|H|_(k_1)

Becslésiink a lehetd legjobb, amit egy = elemet tartalmazo 6sszes k elemti halmaz
mutat.

(Katona Gyula bizonyitdsa). Elszor egy modositott feladatot vizsgalunk: K-t al-
kossa egy kor n pontja. Ezen pontok kézott van egy éra mutato jarésa szerinti rako-
vetkezés, ami pontjaink egy vg, v1, ..., v,_1 sorrendjét eredményezi, ahol az indexek
aritmetikdja modulo n értends. I C K = {vg,v1,...,v,_1} esetén azt mondjuk,
hogy I az [a, z| iv, ha [ tartalmazza a-t és rakovetkezsit, z-ig bezarolag, azaz létezik
i€{0,1,....n—1} és € {l,...,n}, hogy I = {v;,vi41,...,v01}. L =|I|az I iv
hossza. Hany k hosszu iv valaszthato ki tgy, hogy metsz6 rendszert alkossanak?
Erre a kérdésre a valasz egyszertibb mint a tételbeli kérdésre: k iv kivalaszthato
(példaul [aq, agl, [ag, ak), - . ., [ak, agk—1]), tobb nem. Valoban: Ha I = [a;, ..., a1 k1]
egy iv rendszeriinkbdl, akkor a tobbi iviink mindegyike metszi I-t. Az I-t metsz6
iveink & — 1 komplementerparba oszthatok: egy tipikus par az a;-ben végzéds és
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a;jr1-ben kezdsds két iv. (Itt hasznaljuk, hogy 2k < n.) Igy valéban nem lehet
1+ (k — 1)-nél t6bb iviink.

Ezen észrevételt a LYM egyenlStlenség bizonyitasahoz hasonld Gtlettel (agy ne-
vezett permutacios modszer) alkalmazzuk a tételbeli allitasra:

Legyen H egy k-uniform metsz6 halmazrendszer. Legyen 7 egy bijekcio V' (H
alaphalmaza) és az el6z6 korszertien rendezett K halmaz kozott. Szamoljuk Gssze
azon (m, E') parokat, ahol E € ‘H ¢s w(E) egy iv. Az Osszeszamolast kétféleképpen
végezzik el.

El6szor adott E-hez nézziik meg héanyféleképpen valaszthaté olyan 7, hogy a
megfelel§ par szamolando legyen. Egyszert latni, hogy 7(F) egy k hosszu v, amire
n lehetGség van. Ennek lerogzités utéan k! - (n — k)! darab jo bijekcio lesz. Az Gsszes
par szamara

> nckl(n— k)= [Hn - kl(n — k)
EcH
adodik.

Masodszor adott m-hez nézziik meg hany él vezet Osszeszamoland6 parhoz. Itt
lesz hasznos a korabbi egyszertsités. Az alapjan legfeljebb k-t kapunk. Azaz az
Osszes par szamara LEGFELJEBB

kn!

adodik.

A kétféle valasz Osszevetése — rendezés utan — adja a tételt. |
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