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Sperner-rendszer

Definicid

S Sperner-rendszer V (n :=|V/|) felett, ha barmely E, E’ € S-re
Eg¢E.

A témakor f6 kérdése: Mekkora lehet V felett a legnagyobb
elemszamu Sperner-rendszer?

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Sperner-tétel

V—Cs-dimenzié

Barmely 0 < k < nesetén S = (}) ={RC V:|R| =k}
Sperner-rendszer. Ennek () eleme van. k = [n/2] esetén kapjuk a

legnagyobb elemszdmu rendszert.

(Sperner-tétel)

A V feletti Sperner-rendszerek maximalis elemszama (sz)-

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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|. Bizonyitas

|
N

Definicié

Legyen H egy n elemii V feletti halmazrendszer. Ekkor H
f-vektora az a (fo, f1,. .., f,) vektor, amely f; komponense
megmondja, hogy hany i elemii él szerepel H-ban.

(LYM-egyenlétlenség)

Legyen S egy Sperner-rendszer V felett. Ekkor f-vektorara

V
ZTS
i=0 :

A

A lemma elnevezése onnan ered, hogy Lubell, Yamamoto és
Meshalkin bizonyitotta egymastdl fliggetleniil. Neveik
kezdGbetliibdl allitottak Ossze a hivatkozast. Gyakran Bollobas

Béla nevét is a lemm3ahoz fiizik. aki eov rokon Allitast icazolt
Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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LYM-egyenl6tlenség bizonyitdsa

Legyen 7 egy tetszéleges V' — [n] bijekcid, és E € S tetszdleges
elem. Szamoljuk ssze azon (7, E) parokat, melyekre 7(E) [n]-nek
egy kezdoszelete.

Ha minden egyes E € S-hoz megszamoljuk az Gsszes jé 7
sorbarendezést, akkor azt kapjuk, hogy > s |E|!- (n—|E|)! ilyen
par van.

Legyen most 7 tetszOleges sorbarendezés. Mivel a tartalmazis
reldcié teljes rendezés [n] kezddszeletein, ezért ha w(E;), m(Ez)
kezdbszelete [n]-nek, akkor E; C Ep vagy E; C E;. Ilgy ha w
sorbarendezés, akkor legfeljebb egy E halmaz esetén lehet 7(E)

kezdbszelete [n]-nek.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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LYM-egyenlotlenség bizonyitasa: befejezés

A két valaszt vessuk ossze.

> IE[t- (n— |E]) <

EeS

Mindkét oldalt n!-sal osztva kapjuk a lemma allitasat.

fi fi S|
1>) o> = .
-0 ) i—0 ([n/2]) ([n/2])
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Részbenrendezett halmazok

Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. Ekkor L C P lanc, ha L
barmely két eleme Osszehasonlithatd.

| A\

Definicié
Legyen (P, <) részbenrendezett halmaz. Ekkor A C P antildnc, ha
A elemei paronként nem Osszehasonlithatok.

\

A (P(V), C) feletti antilancok pontosan a V feletti
Sperner-rendszerekkel egyeznek meg.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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ll. Bizonyitds Sperner-tételre

Barmely L lancra és A antildncra [P N A| < 1.

Amennyiben adott Ly, Ly, ..., Lx lancok, melyek lefedik P-t, akkor
barmely P feletti antilanc legfeljebb k elemii lehet.

Kovetkezmény

max (|A]) < min
A antilanc Ly, Ly, ..., L, lancfedés

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Lemma

Lemma

(P(V), C)-en létezik ([n'/’2]) lancot tartalmazé lefedés.

Definicié
LCP(V), L:L; CLyC...C L szimmetrikus ldnc, ha van olyan
i, hogy |La| = i, |Lal = i +1,..., |Le| = [V] .

Lemma
(P(V), C)-nak létezik diszjunkt szimmetrikus lancokkal valé
fedése.

A szimmetrikussdg miatt minden ldncban szerepel egy [n/2]
elemszamd halmaz. Igy a felhasznalt lancok szdma sziikségszerlien

( Ln72j ) :

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

|V| =1,2,3 esetén trividlisan teljesiil az allitds. Az indukcids
lépéshez legyen |V| > 1. Ekkor: V = VpU{u}, ahol Vo-rél mar
tudjuk hogy létezik ilyen fedés.

P(V)=P(V)U{R C V:u € R}. Legyen

P(Vo) = L1ULU...ULy az indukcids feltevésbdl. Ekkor az
Li: Ly ClyC...CLjlanchdl az aldbbi ldncok képezhetdk:

£/tiL1U{U}CLQU{U}C...CLJ'_;[U{U},

valamint
Li:LiCclyc...CcLjcLju{u}.

Lathatd, hogy ezek szimmetrikusak a Vo U {u} alaphalmazra,
paronként diszjunktak. lgy a tétel allitdsat igazoljak. Ebbdl adddik
a lemma és igy a Sperner-tétel is.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Megjegyzés

Ugy tlinik mintha induktiv/rekurziv konstrukciénk kézben ldncaink
szama mindig megduplazdédott volna. Pedig a ldncok szdma nem
kettd hatvanyként novekszik, szamuk (Ln,/12j)'

A latszélagos ellentmondds felolddsa, hogy L’ lehet iires is.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Szunet
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S
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title

A masodik bizonyitds mélyén a részbenrendezett halmazok
matematikai elmélete hizédik meg.

Tétel
Legyen (P, <) egy részbenrendezett halmaz.

(i)

max (|L]) = min k
L lanc A1, Az, ..., Ak antilancfedés

(i) (Dilworth-tétel)

max (|A|) = min
A antilanc L1, Lo, ..., Lg lancfedés

Mindkét esetben csak azt kell igazolnunk, a maximalizalasi feladat
optimuma nagyobb a minimalizaldsai feladaténal.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitas (i)

Legyen M = maxy i5nc(|L])

Minden x € P-hez rendeljuk hozzad az x-et maximalis elemként
tartalmazé lancok kozott a legnagyobb méretét. (J6I definidlt az
érték, hiszen {x} mindig egy x-et maximalis elemként tartalmazé
lanc.)

A hozzarendelés értékkészlete {1,2,..., M}. Legyen A;
(i=1,2,..., M) azon P-beli elemek halmaza, amikhez az i
értéket rendeljiilk hozz3.

fgy M halmazzal fedjiik le P-t. Ha belatjuk, hogy mindegyik A;
antilanc, akkor készen vagyunk.

Ez indirekten konnyen adddik, ha x < y és x,y € A;, akkor az
x € Aj-t bizonyitd i elemii ldnchoz y-t adva egy olyan i + 1 elemii
lancot kapunk, amely ellentmond az y € A; feltevésnek.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitas (ii): A terv

Legyen M = max{|A| : A antilanc} és
m=min{k : L1, Ly, ..., Ly fedd lancok}.

(P, <) alapjan definidlunk egy B paros grafot.
V' A két szinosztdlya F = {p* :pe P} és A={p~ : p € P}.
E p' és g akkor és csak akkor van dsszekotve, ha p > g.
Célunk, hogy beldssuk v(B) = |P| — m és 7(B) = |P| — M.

Ezek utdn mar addédik az allitds Konig tételébal.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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v(B) = |P| —m

Egy lancfedésben szerepld L: 61 > ¢ > ... > {5 lancnak
megfeleltethetok az KIFE;, E;E_, - ,K_j_lﬂs_ élek.

Ezt az Gsszes lancra megtéve |P| — m élt kapunk, amelyek egy
parositast alkotnak.

A konstrukciénk megfordithaté: egy M parositds pTq~ éleibdl
képezziik a P cslicshalmazon a pq éleket.

Az igy kapott graf utak egy rendszere lesz.

A komponensek ponthalmazai lancok, amelyek lefedik P-t. fgy
adddik a v(B) = |P| — m Osszefiiggés.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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7(B) = |P| - M

Legyen A egy maximalis elemszamu antilanc.

P — A elemeit osszuk két részbe: L™-t alkossdk azok a cstcsok,
amelyek valamelyik A-beli elemnél kisebbek. LT-t alkossdk azok a
csucsok, amelyek valamelyik A-beli elemnél nagyobbak.

Nyilvdn LT és L~ diszjunkt, tovabba egyiitt kiadja P — A-t.

R={pT:pel™}U{p~ :pe L }egy|P|— M méretii lefogé
halmaz.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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7(B) = |P| — M (folytatas)

A gondolatmenet megfordithaté: Minden R C V(B) meghatarozza
P egy felosztasat négy részre

P = P*(R)UP™(R)UPE(R)UP°(R)

aszerint, hogy p € P esetén {p™, p~} hogy viszonyul R-hez.
Ekkor

R={p :pe PT(R}U{p":pe P (R}U{p ,p":pec PE(R)}.

Ha R lefogé, akkor PO(R)—nek antildncnak kell lennie.

Ha |R|-t minimalisnak szeretnénk, akkor P*(R) optimalis
vélasztdsa 0.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Részbenrendezett halmazok és grafok

A (P, <) részbenrendezett halmaznak megfeleltetiink egy G,
Osszehasonlitasi grafot: Ennek az egyszer( grafnak a cstcshalmaza
P és két csucs akkor és csak akkor osszekotott, ha
osszehasonlithaték.

Eszrevétel

max(|L]) = w(Gp),

L lanc

k = x(Gp),

min
A1, A, ..., A antilanc fedés

max_(JA[) = a(Gp) = w(Gp),

A antildnc

k = x(Gp).

Ly, Lo, ..., L lanc fedés

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Grafelmélet

Az el6z6 tétel kapcsolatai vezetnek el a kovetkezd grafelméleti
fogalomhoz:

Definicié
Egy G graf perfekt, ha minden F feszitett részére (csak
csucselhagydsokkal nyerhetd részgréfja)

Legyen Gp egy (P, <) egy részben rendezett halmaz
osszehasonlitasi grafja. Ekkor

(i) Gp perfekt,
(i) Gp perfekt.

\

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Metszo halmazrendszerek

Definicié

Egy halmazrendszert metszonek neveziink, ha bamely két éle
metszi egymast.

Azaz egy halmazrendszer metszo, ha tiltjuk a diszjunkt élparokat.

Az alap extremalis kérdés, hogy milyen sok éle lehet egy n elemii
ponthalmaz feletti metszé halmazrendszernek.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Metszo halmazrendszerek: Példak

Legyen x € V. H alkossa az Osszes x-et tartalmazé halmazt. H
nyilvdn metszé és |H| = 2IVI=1 = 2n—1,

Példa

Legyen V egy n elemii halmaz, ahol n pératlan, n =2k + 1. H
alkossa az Osszes legaldbb k + 1 elemi halmazt. H nyilvdn metszo
és |H| = 2lVI-1 =21,

| A

Ha az alaphalmaz pontszdma péros és a pontosan |V/|/2 elemii
halmazok altal alkotott komplementer parok mindegyikébdl csak
egyiket rakjuk H-ba, a tobb mint |V/|/2 elemi halmazok mellé.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Egy kozépiskolas feladat

Egy n elemi V halmaz feletti metsz6 halmazrendszerek legfeljebb
2"~1 &It tartalmaznak.

A fenti példak extremalisak.

Valéban: V 2" darab részhalmazat 2"~1 darab komplementer
halmazpdrra oszthatjuk. Ezek mindegyikébdl legfeljebb egyet
tartalmazhat metsz6 halmazrendszeriink.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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A valédi probléma

Jéval nehezebb kérdést kapunk, ha k uniform halmazrendserekkel
dolgozunk.

k > |V|/2 esetben itt sem lesz gond: az dsszes k-as metsz6
rendszert alkot.

k < |V|/2 esetben azonban egy alaptétel vélaszolja meg
kérdésiinket.

Tétel (Erdés—Ko—Rado-tétel)

Legyen k < n/2. Legyen H egy k uniform metszé halmazrendszer
egy n elemi V csicshalmaz felett. Ekkor

n—1
H| <
()
Becslésiink a lehet6 legjobb, amit egy x elemet tartalmazd osszes k
elemi halmaz mutat.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Korszerlden rendezett halmazok, ivek

K-t alkossa egy kor n pontja. Ezen pontok kozott van egy éra
mutatd jardsa szerinti rakovetkezés, ami pontjaink egy

Vo, Vi, - - -, Vo—1 sorrendjét eredményezi, ahol az indexek
aritmetikdja modulo n értendé.

I K={w,wv,...,vnh_1} esetén azt mondjuk, hogy / az [a, z| iv,
ha [ tartalmazza a-t és rakovetkezdit, z-ig bezardlag, azaz létezik
i€{0,1,...,n—1} és ¢ e {l,...,n}, hogy

I'={vi,Vit1,- -, Vige-1}

¢ =|l| az | iv hossza.

Héany k hosszi iv vélaszthaté ki gy, hogy metsz6 rendszert
alkossanak?

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Megoldds

k iv kivalaszthatd (példaul [a1, ak], [az, ak], - - -, [ak, a2k—1]), tObb
nem.

Valéban: Ha | = [a;,...,a;1x_1] egy iv rendszeriinkbdl, akkor a
tobbi ivink mindegyik metszi /-t.

Az [-t metszo iveink k — 1 komplementerparba oszthatdk: egy
tipikus par az aj-ben végz6dd és aji1-ben kezd6dd két iv. (Itt
haszndljuk, hogy 2k < n.)

igy valéban nem lehet 1 + (k — 1)-nél tébb iviink.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Katona Gyula bizonyitasa a tételre

Legyen H egy k-uniform metsz6 halmazrendszer.

Legyen 7 egy bijekcié V (H alaphalmaza) és az eléz6 korszeriien
rendezett K halmaz kozott.

Szamoljuk Ossze azon (m, E) parokat, ahol E € H és 7w(E) egy iv.
Az osszeszamolast kétféleképpen végezziik el.

El6szor adott E-hez nézziik meg hanyféleképpen valaszthatd olyan
7, hogy a megfeleld par szamolandé legyen.

Egyszerii 14tni, hogy 7(E) egy k hosszd iv, amire n lehetéség van.
Ennek lerogzités utan k! - (n — k)! darab jé bijekcié lesz.
Az Osszes par szamara
> n-kl(n— k) =|H|n-kl(n— k)
EcH
adédik.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Mdasodszor adott m-hez nézziik meg hdny él vezet osszeszdmolandé
parhoz.

Itt lesz hasznos a korabbi egyszeriisités. Az alapjan legfeljebb k-t
kapunk.

Azaz az Osszes par szamara LEGFELJEBB

kn!

addédik.

A kétféle véilasz osszevetése rendezés utdn adja a tételt.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Napraforgdk
Definicié
Hi, ..., Hs egy s szirmi napraforgé (vagy A-rendszer), ha minden
S
i #jesetén (i,j € {1,...,s}) HiN Hj = [VHk- A T =j_; He
k=1

halmazt a napraforgd tanyérjanak nevezziik.

igy példaul s darab paronként diszjunkt halmaz rendszere s szirmu
napraforgé.

A napraforgdk témakorének az alapkérdése az, hogy ha adott egy
k-uniform halmazrendszer, amiben nincs s szirmd napraforgd,
akkor annak legfeljebb hany éle lehet?

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Erdos—Rado-tétel

Erdos—Rado-tétel

Legyen H k-uniform halmazrendszer, ami nem tartalmaz s szirmu
napraforgét. Ekkor
1H| < (s — 1)Kkl

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitds: Az indukcid eleje

k szerinti teljes indukciéval bizonyitunk, mégpedig a tétel
kovetkezé alakjat: Ha H k-uniform és |H| > (s — 1)¥k!, akkor
‘H-ban van s szirm( napraforgé.

A k =1 eset trividlis, figyelembe véve, hogy egy 1-uniform
halmazrendszer elemei diszjunkt egy-egy pontot tartalmazé élek és
igy barmelyik s él s szirmd napraforgdt alkot.

Tegyiik fel, hogy (k — 1)-re igazoltuk az allitast. A k-ra valé
|épéshez sziikség lesz a kovetkezd lemmira.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitds: A Lemma

Legyen H k-uniform halmazrendszer és t € {2,3,...}. Ekkor a
kovetkez6k valamelyike teljesiil:
(i) létezik t diszjunkt él,

ii) van olyan v € V, hogy v-n legalabb gl halad 4t.
(t-1)k

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitds: A Lemmabdl kovetkezik a Tétel

Alkalmazzuk t = s-re a lemmat.

Ha (i) teljesiil, akkor van s diszjunkt él, ami egy s szirmd
napraforgét jelent.

Ha (ii) teljesiil, akkor legyen H = {E\{v} : v € E € H}. (Vagyis a
v-t tartalmazé élekbél kivessziik v-t.)

Nyilvénvaléan # (k — 1)-uniform és

S — k :
k(?il 0y~ (k(s 1—)11)(I = (=)= )!

H >

Az indukcids feltevés alapjan H-ban van s szirmd napraforgd,
jelolje ezt S1,...,Ss. Ekkor S U{v},...,S5sU{v} s szirmi
napraforgé H-ban.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitds: A Lemma bizonyitasa

Viélasszunk maximalis szamu paronként diszjunkt élt (vagyis
minden élnek legyen nemiires a metszete valamely kivalasztot
éllel). Legyenek ezek Ej, Ep, ..., E;.

Ha 7 > t, akkor kovetkezik (i).

Ha 7 < t, akkor legyen A = UE,-.
i=1

Nyilvan |A| = 7k, igy létezik olyan A D A, hogy |A| = (t — 1)k.

Legyen v € Aolyan csucs, amin maximalis szamd él halad at. A
skatulyelv alapjan ezen a v-n legaldbb 74 ¢} halad at, tehat ekkor

Al
(i) teljesdil.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Megjegyzések

A tétel s = 3 esetén 2Xk!-t ad felsd becslésként az élek szamara.
Ez exponencidlisndl gyorsabb novekedésii becslés. A legjobb
konstrukcié exponencialis sok k-élt tartalmaz.

Konstrukcié: Nincs harom szirmd napraforgd

Legyen V = {81, a, ..., ak}U{bl, by, ..., bk}. ‘H tartalmazza
azokat az éleket, amelyek minden {a;, b;} (i =1,2,..., k) halmazt
pontosan egy elemben metszenek. Konnyii latni, hogy H egy 2K
élt k uniform halmazrendszer.

Rao, Alweiss—Lovett—-Wu—Zhang 2019

Legyen H k-uniform halmazrendszer, ami nem tartalmaz s szirmd
napraforgét. Ekkor

[H| < O((s log(sk))")-

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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A-metszo halmazrendszerek

Definicié

Egy H halmazrenszer V felett. H A-metsz0, ha tetszOleges
kiilonbozé A, B € H esetén |AN B| = A.

Természetes az alapkérdés: maximum hdny él lehet egy A\-metszé
hamazrendszerben?

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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A =0 eset

Legyen A=0¢és H = {0,{wv1},...,{va}}.

Konnyen beldthatd, hogy |V| = n és A\ = 0 esetén ez a legnagyobb
halmazrendszer ami 0-metsz6.

A tovabbiakban A > 1.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Példak

A=1,
V={w,. .. ,vac1h, {vi, v}, {va, Vo }, {v3, v }, . . . {Vn—1, v} }

Példa: A =1 és a Fano-sik

Hét pontunk van V = {Py, P>, P3, P4, Ps, P7} és

H = {{P1, P2, P3},{P3, Pa, Ps},{P1, P5, Ps },{P1, Pa, P},
{Ps3,Ps, P7},{P2, Ps, Pz},{P2, Ps, Ps}}.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Az alaptétel

Legyen A > 1 és F egy A-metsz6 halmazrendszer egy V
alaphalmaz folott. Ekkor

[FI < |VI.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Bizonyitds kezdete

Ha van olyan él F-ben, amely elemszdma kisebb mint A, akkor
mas €l nem is lehet F-ben, az allitas trivialis.

Ha van olyan F él, amely elemszdma éppen A, akkor minden mas
él tartalmazza F-et. A tobbi E él esetén az E \ F halmazok
paronként diszjunkt, nem lires részhalmazai V' \ F-nek. Ilgy
legfeljebb |V/| — |F| ilyen halmaz lehet. Az Osszes él szdma

legfeljebb 1+ (|V]| = \) < |V|.

A tovébbiakban feltessziik, hogy minden él tobb mint A (legaldbb
A+ 1) elemii.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Linearis algebra

Egy F € F esetén xr az F C V halmaz karakterisztikus vektora
(xrF € RV = R"). Belatjuk, hogy a xr vektorok (F € F)
linedrisan fliggetlenek. Ebbdl nyilvan kovetkezik az allitas.

Legyen Mx az a métrix, amely sorait a xg (F € F) vektorok
alkotjdk. Mérete |F| x |V/.

Mi lesz az Mz - ML matrix?

A matrix elemei a xgxF = |F N F'| skaldrszorzatok lesznek. Mivel
F egy A-metsz6 halmazrendszer, ezért a f6atldn kivil A-k
szerepelnek. A féatldban éleink méretei szerepelnek.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Mg - ML

Legyen F = {A1,...,An} (m=|F|).

Al A A A A
A A A A A
AN A A A
A A A A A
A A X A Al

Belatjuk, hogy ezen matrix sorai linearisan fliggéek. Ebbdl
kovetkezik az allitas.

Valdéban xr-ek (azaz Mr sorai) kozotti nem trividlis linedris
osszefuggés oroklodik I\/I;I\/I]TE soraira is.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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My - M sorai linedrisan fiiggetlenek

Vegyiik a fenti matrix sorainak egy linedris kombindcidjat (az i-edik
sor egyiitthatdja legyen «;). A linedris kombinacié j-edik
komponenese:

on|AJH—Zoz)\ aJ|A|—on)\+Zoz)\—on |A;l — A —}—Za)\

HES]
=a;j(|Aj] — )+/\-
Ebbdl, ha a O-vektort kombinaltuk ki, akkor
o = —A
A=A

A 0-vektor kikombinaldsanal nyilvdn nem hasznalhattunk olyan
egyutthatdkat, amelyek eléjele ugyanaz volt. fgy sziikségszerli (a
tortek nevezéirdl tudjuk, hogy pozitivak), hogy A = 0. fgy minden
a; értéke is 0. Ez éppen a sorok linedris fliggetlensége.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Linedris algebrai médszer

Az Erdos—Ko—Rado-tétel és a Fisher-egyenl6tlenség is
,, metszet-feltételekkel” rendelkezd halmazrendszerekrdl szélé tétel.

A témakor nagyon virdgzd, sok fontos eredmény sziiletett az ilyen
kérdések vizsgalatabdl.

Ezen tételek a kombinatorikan kivil is nagy hatasdak.

A kombinatorikdban kiilonosen jelentds ezen linearis algebrai
mddszer (példaul a Fisher-egyenlétlenség bizonyitdsa). Egy fontos
bizonyitasi technikava vilt.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Nyom

Definicié

Legyen H halmazrendszer V felett, A pedig V egy részhalmaza.
Ekkor legyen TraH ={ENA: E € H} a H halmazrendszer A-ra

vett nyoma.

Vilagos, hogy TraH C P(A). Abban az esetben, amikor
TraH = P(A), azt mondjuk, hogy A telitett.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Vapnyik—Cservonyenkisz-dimenzié

A ‘H halmazrendszer Vapnyik—Cservonyenkisz-dimenzicja

dimycs H = max{|A| : A C V telitett}.

(Vapnyik—Cservonyenkisz)

Legyen H halmazrendszer [n] = {1,2,..., n} felett, t pedig pozitiv
egész gy, hogy teljesiiljon H elemszdmara a

"] >1+ () +(5) +...+(,",) egyenlétlenség. Ekkor

dimycs H > t. Mas szavakkal megfogalmazva létezik t elemii
telitett halmaz H-ban.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020



Sperner Részbenrendezett halmazok Perfekt grafok Erdés—Ko—Rado Napraforgék Fisher V—Cs-dimenzié

A korlat éles

Tekintstik azt a halmazrendszert, amelyre teljesiil, hogy
H={RC|[n]:|R| <t}

=1+ (])+t (7))

Ugyanakkor H-ban nincs t elemii telitett A halmaz, ehhez ugyanis
TraH definicidjara gondolva A-t tartalmazé él megléte sziikséges
feltétele A telitettségének, de |A| = t, igy ez a feltétel nem teljesiil.

Vilagos, hogy

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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1. Bizonyitas

n szerinti teljes indukciéval dolgozunk.
n = 1-re trividlisan igaz a tétel allitasa.

Felhaszndlva azt az ismert Osszefliggést, hogy (Z) = ( P ) + (k—l)'
adddik a feltételbdl:

|H| > [<n51>++<::;)}+[1+<”Il>++<::i>}

Jelolje Ly és Ly a két fenti szOgletes zardjeles kifejezést.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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1. Bizonyitas (folytatas)

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
Hi={E€H:n¢ E,EU{n} € H} Ho="H — Hi, és legyen
Ho = {E\{n}: E € Hy}.

Vildgos, hogy Hl,% halmazrendszer [n — 1] felett.

Tudjuk, hogy
"H1| + ‘,H2| = ‘H’ > 11+ Ly

Vagy (i) |H1| > L1, vagy (ii) [Ha| = |Ha| > L, teljesil.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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1. Bizonyitas (folytatas)

Ha (i) igaz, akkor az indukcids feltevés alapjan létezik A C [n — 1]
t — 1 elemi H;j-re nézve telitett halmaz. Nem nehéz latni (mivel
E € H; esetén E és E U {n} is él H-ban), hogy AU {n} ekkor
telitett lesz H-ra nézve (és persze t elemil).

Ha (ii) igaz, akkor az indukcids feltevés szerint van A C [n— 1] ¢t
elemi 772—re nézve telitett halmaz. Ez definicié szerint azt jelenti,
hogy minden R C A-hoz létezik E € Hy, amire ENA = R.
Viszont minden E € Hy-hoz |étezik egyértelmiien egy Ey € Ho: ez
vagy E, vagy E U {n}. Mindkét esetben Eg N A = R, vagyis A
H-ra nézve is telitett. A

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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2. Bizonyitas

Nevezziink egy halmazrendszert lefelé zdrtnak, ha E € H és
F C E, akkor F € H is teljesiil.

Ha H lefelé zart, akkor a tétel allitdsa egyszeriien kovetkezik: a
feltételek miatt van H-ban legaldbb t elemii él, ugyanakkor pedig a
lefelé zartsdg miatt minden él telitett.

Definidljuk a kovetkez6 S; leképezést: i € V, E € H-ra
SiE = E\{i} ha E\{i} ¢ H és S;E = E kiilonben. Legyen
tovabba S;H = {S;E tE € H}

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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2. Bizonyités (folytatas)

Vegyiik észre, hogy |H| = |SiH| a definiciébdl egybdl kovetkezd
maodon.

Nem nehéz latni azt sem, hogy ha H nem lefelé zart, akkor van
olyan i, hogy SiH # H. (Ha nem lefelé zart, akkor van olyan E és
F, hogy F C E és E € H de F ¢ H. Ekkor tetszdleges i € E\F
megfelel.)

A harmadik észrevételt kiilon lemmaként is kimondjuk.

| TraH| > | TraSiH| mindig teljesil.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Lemmabdl kovetkezik a tétel

Tetszbleges H = Hi-hez léteznek olyan i1, o, . .. elemek, hogy
Hi # Hi+1 = Si, Hr, vagyis iterdltan végrehajtjuk az S
transzformaciét gy, hogy mindig valtozzon a halmazrendszeriink.

Nyilvdn véges sok [épésben elakad a ldnc, mert minden |épésben
csokken az élek elemszamanak az Osszege.

Legyen az utolsé halmazrendszer Hs. Ez az eddigiek szerint lefelé
zart, és éleinek a szdma teljesiti a tétel feltételét. fgy van benne t
elemii él, A. Ekkor A telitett Hs-re nézve, nyoma 214! elemii. A
lemma alapjan A Hi-re vett nyoma is legaldbb ennyi elemii, azaz A
telitett.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Ha i ¢ A, akkor TraH = TraS;H nyilvanvaldan teljesiil.

Ha i € A, akkor A részhalmazait allitsuk (R, R U {i}) parokba,
ahol i ¢ R. Ha egy E él A-beli nyoma az egyik parba esik, akkor
S;E nyoma is ugyanehhez a parhoz tartozik.

Belatjuk, hogy minden par hozzajarulasa TraH-hoz legaldbb annyi,
mint TraS;H-hoz.

Egyediil az jelenthet problémdt, ha R és R U {i} is benne van
TraS;H-ban, de TryH-ban csak az egyikiik szerepel.

Azonnal latszik, hogy ez utébbi sziikségképpen R U {i}. Azonban
ha R nem szerepel TraH-ban, akkor minden olyan E él, amelyre
ENA=RU/{i}, feltétlenill S;E = E\{i}.

Ez ellentmond annak, hogy RU {i} € TraS;H és igy a lemmat is
igazoltuk, teljessé téve a bizonyitést.

Hajnal Péter Halmazrendszerek, SzTE, 2020
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