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Emlékezteto

Emlékezteto

A G grafban K C V/(G) egy klikk, ha tetszdleges két kiilonbozd
eleme szomszédos.

w(G) = max{|K|: K klikk}

Emlékezteto

Egy G graf esetén az F C V/(G) halmazt fiiggetlen halmaznak
nevezziik, ha barmely e € E(G) esetén e-nek nincs mindkét
végpontja F-ben.

a(G) = max{|K|: K klikk}

Ezen a héten mindig FELTESSZUK, hogy EGYSZERU
GRAFOKKAL DOLGOZUNK.
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Nagy fliggetlen halmazt keres6 algoritmus

Mohé algoritmus nagy fliggetlen halmaz keresésére

Input: Egy G egyszer(i graf

Output: Egy F fuggetlen ponthalmaz

Inicializalas: Legyen F :=0, T := V(G).

/] F egy fliggetlen halmaz, amelyet az algoritmus sordn mohé

médon noveltiink. T a talélé csicsok halmaza, amely vizsgalata
ezek utdn kovetkezik.

Amig T # () Mohé novelés:
Valasszunk ki egy tetszOleges x csiicsot T-bdl.
/] x-szel noveljiik F-et K <~ KU {x} T < T —{x} — N7(x)

// Az x cslics bevalasztdsét a ,, nem-szomszédai” élik tul.
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Az algoritmus analizise

A mohd fliggetlen ponthalmazt keresé algoritmus outputjanak
mérete legaldabb

|V(G)
D(G)+1°

Minden mohé novelési [épésben T legfeljebb D(G) + 1 csticcsal
csokken.

Az output mérete megegyezik a novelési |épések szamdaval, amelyek
sordan T a kezdeti |V (G)| elemszdmrdl O-ra csokken.

Azaz legalabb |V(G)|/(D(G) + 1) novelési lépést végeztiink.
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Az analizis Iényege

A bizonyitas alapgondolata egyszerii, érdemes Osszefoglalni.

Azt mondhatjuk, hogy minden novelési [épésnél T-bdl
»leharapunk” egy darabot. A leharapott rész elemszamat feliilrdl
becsliltiik. Az algoritmus soran egész T-t , megettiik”, igy a
harapasok szamdra egy alsé becslés adddott.

fgy x-re egy logikus vélasztds az a cstics T-bol, amely a legkisebb

harapdshoz vezet, azaz amelynek legkevesebb szomszédja van
T-ban.
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Javitott mohé algoritmus

Algoritmus

Inicializalas:

Legyen F:=0, T := V(G).

// F egy fliggetlen ponthalmaz, amelyet az algoritmus soran mohé

médon novellink. T a talélé csicsok halmaza, amely vizsgalata
ezek utan kovetkezik.

Amig T # () Mohé novelés:

Valasszunk ki egy olyan x csticsot T-bdl, amelynek minimalis
szamu szomszédja van G|r-ben.

F «+ FU{x}

// x-szel noveljik F-et

T+ T—({x}UNz(x))

// A bevélasztott x-szel egyiitt szomszédait is kivesziik a tuilélé
csucsok halmazabdl.
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Javitott algoritmus analizise

Tétel (Turdn-tétel, algoritmikus alak)

A médositott mohé fliggetlen halmazt keres6 algoritmus
outputjanak mérete legalabb

V(o)
d(G)+1’
ahol d(G) az 4tlagos fokszam, azaz d(G) = % = %
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Bizonyitas

Legyen G egy tetszOleges egyszerii graf és futassuk a mddositott
mohé algoritmust rajta.

Legyen H; az i-edik novelési |épésnél T-bdl elhagyott csticsok
halmaza (az i-edik harapds).

x; legyen az i-edik novelési |épésnél kivalasztott csics. Ekkor
X; € H,.
Nyilvdn V(G) = HiUH,U...UH;,, ahol ¢ a ndvelési lépések szdma,

azaz az output mérete.

Legyen & = E(H1, Ha, ..., Hy) az az egyszerii graf, ahol két pont
akkor és csak akkor szomszédos, ha ugyanahhoz az H;-hez
tartoznak.
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Bizonyitas (1. észrevétel)

Minden x csicsra dg(x) > dg(x), specidlisan

|E(E(H, ..., Hp))| < |E(G)|.

Egy x € H; cslicsban osszefuté éleket két csoportba sorolhatunk:
Hi UHyU...U H;_1-be, illetve H; U ... U H-be vezeto élek.

Ezek szama legyen d"3"2(x), illetve d®'5r¢(x)

(d(X) —_ dhétra(x) + delére(X))_
Tudva, hogy x € H; nyilvan df¥t(x) = 0 < d¥¥2(x), illetve

0E57(x) = | H| — 1 = dg¥r*(x) < d*(x),
a dg(x) < dg(x) egyenlétlenség nyilvanvald.
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Bizonyitas (2. észrevétel)

Legyen h; = |H;|, azaz ¢ darab h; 6sszege n := | V|-t adja.
Ekkor

E(6) 2 IEE) -3 (3)=e(")"),

i=1

ahol az utolsé egyenlStlenség a Jensen-egyenl6tlenség:
(5) = x(x — 1)/2 konvex fiiggvény.

ing = min E(E(F ... )} = o).

A Turan-tétel algoritmikus alakjanak bizonyitasa: A
bizonyitandd egyenlétlenség a két észrevétel alkalmazasaval,
egyszer(i rendezéssel kaphaté.
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Uj észrevétel

Az eddigi gondolatain egy masik megfogalmazasa:

Eszrevétel
Ha

[E(G)| < pne,

akkor médositott mohé algoritmusunk garantéltan legaldbb ¢ + 1
pontot kivalaszt, azaz talal egy legaldbb ¢ + 1 elem( fliggetlen
ponthalmazt.

A mddositott mohé algoritmus analizisében becsiiltik p, , értékét
a Jensen-egyenlGtlenséggel. Ez éles becslés a valds szamok kozott.
Esetiinkben ez nem szukségszer(.

Hajnal Péter Extremilis grafelmélet, SzTE, 2020



Kiegyensulyozott osztalyozasok

Definicid

Egy halmaz k osztilyra torténd osztalyozdsara azt mondjuk, hogy
osztalyai majdnem ugyanakkorak vagy az osztalyozas
kiegyenstilyozott, ha a kovetkezé ekvivalens allitasok
egyike/mindegyike teljesiil

(i) Minden O osztdlyra |O| € {| 2], [%]}-

(i) Barmely két, O és O’, osztélyra ||O| — |O'|| < 1.
(iii) n— k| %] darab [Z] méretli és k — (n— k | ]) darab | 7]

méretli osztaly van.
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Kiegyensulyozott ekvivalenciagrafok, Turan-grafok

efinicié: &,k (n pontd, k részes) kiegyensulyozott ekvivalenciagraf

A cslicshalmaza egy n elemli V = O U...U O, ahol az osztalyok
,majdnem"” ugyanakkorak.

A kiegyenstilyozott ekvivalenciagraf (amely egyszerii graf) éleit a
kovetkezbben irjuk le: x és y akkor és csak akkor szomszédosak,
ha egy osztalyokba esnek.

Definicié: T, x n pontl, k részes Turdn-graf

A T, (n pontd, k részes) Turan-graf csiicshalmaza V/, amelyre
|V| = n és a cslicshalmazt k diszjunkt osztaly adja ki:

V = 01 U...U O, ahol az osztalyok , majdnem” ugyanakkorék.
A Turan-graf (amely egyszer(i graf) éleit a kovetkezében irjuk le: x
és y akkor és csak akkor szomszédosak, ha kiilonbozd osztdlyokba
esnek.
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Lemma

Hne = ‘E(gn,2)|

Legyen n =700, ¢ = 200

Ekkor a Jensen-egyenldtlenség becslése ju, o-re:

fime > z("é£> — 875.

Masrészt

tne = |E(Ene)| = 900.
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Lemma bizonyitdsa

Tegylik fel, hogy egy £ graf koponenseinek cslics-osztalyozdsa nem
kiegyeneslilyozott.

Ekkor talalhaté két osztdly, amelyek méretének kulonbsége
legalabb kettd.

Viéltoztassuk meg £-t: A fenti két osztdly koziil a kisebbet
noveljik meg egy csiccsal a nagyobb osztalybdl. A tobbi osztdlyt
hagyjuk meg.

fgy egy médositott £ grafthoz jutunk.

Egyszer(i ellendrizni, hogy a mdédositds csokkenti az élszamot.
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Az Gjrafogalmazott tétel

Ha az n pontd G grafra |E(G)| < |E(Epy)|, akkor a médositott
moh¢ algoritmus legaldbb ¢ + 1 pontot kivélaszt. Specidlisan
a(G) >0+ 1.

Ha az n pontd G grafra a(G) < k, akkor |E(G)| > |E(T pk—1)|-
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Az Gjrafogalmazott tétel komplementaris formaban

Tétel (Turan Pal)
Ha G n pontl egyszerii graf és nem tartalmaz k elemi klikket,
akkor

|E(G) < [E(Thk-1)l-

Tétel (Turan Pal)
Legyen G n ponti egyszerii graf. Ha

|E(G)‘ > |E(Tn,k—1)|7

akkor tartalmaz k elemi klikket.
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Turdn-tétel algoritmikus forma komplementaris valtozatban

A fliggetlen halmaz keresésre megfogalmazott médositott mohé
algoritmus a komplementer grafra futtatva egy , nagy” klikket
taldl. Az algoritmus az eredeti graf nyelvén is elmondhaté.

Az algoritmus pontos leirdsat az érdeklodo hallgatd egy egyszerii
feladatként foghatja fel.

Ez az algoritmus egy n pontu egyszerii graf inputon
|E(G)| > |E(Tpk—1)| esetén garantdltan talal egy k elemii klikket.
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A Turan-tétel éles

Thk Turdn-graf nem tartalmaz k + 1 elemii klikket (ami olyan
csticshalmaz, amelynek barmely két eleme Gsszekotott).

Indoklas (skatulyaelv): Ha egy ponthalmaz mérete eggyel
nagyobb, mint az osztdlyok szdma, akkor a skatulya-elv miatt
sziikséges, hogy egy osztalybdl egynél tobb elemet vegylink ki. A
Turan-graf definicidja viszont azt mondja, hogy ez a két elem nem
Osszekotott, a kivett csticshalmaz nem lehet klikk.

Indoklas (kromatikus szam): T, , Osszes részgrafja k szinezhetd
(a grafot gy definidltuk, hogy a k darab osztaly felfoghatd k
szinosztdlynak). Azaz T, nem tartalmaz R részgrafot, ha

X(R) > k+ 1. Azaz T, .nak nincs olyan R részgrafja amely nem
k szinezhetd.
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Altalanositas

A Turdn-tétel egy specidlis esete, amikor grafunkban nincs 4 pontd
klikk. Ekkor a tétel azt mondja ki, hogy nem lehet |E( T, 3)|-ndl
tobb élink.

A feltétellinket gy is megfogalmazhatjuk, hogy grafunk nem
tartalmazza a tetraéder grafjat részgrafként. // Minden testnek
van egy egyszerii grafja, ahol a test csticsai a graf csiicsai, élei
pedig a graf éleinek felelnek meg.

Turan tétele bizonyitasa utdn a kovetkezé kérdést tette fel: Mi van
mds szabdlyos testekkel? Példaul hany éle lehet egy grafnak, ha
nincs benne oktaéder, vagy ha nincs benne kocka, vagy ha nincs
benne dodekaéder?

Megsziiletett az extremilis grafelmélet.
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Az ext fuggvény

Definicid

ext(n; T) = max{|E(G)|: G n pontd, egyszerii graf, T Z G}.

T-re gy hivatkozunk, hogy tiltott részgraf. n a csticsméret.

A tovabbiakhoz hasznos, ha bevezetjiik a kovetkezé jelolést: Az n
pontl egyszeri(i grafok osztdlyat jelolje G,. Tehat G € G, jelentése
G egy n pontu egyszerii graf.
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Turdn-tipusu kérdések

Ujbsl atfogalmazzuk Turdn tételét: ext(n; Ki) = |E(Thk—1)|-
Az ext(n; T) flggvény vizsgélataval kapcsolatos problémékat
Turan-tipust kérdéseknek nevezziik.

Ez az extremalis grafelmélet elsé kérdéskore.

Az extremalis grafelméletben bizonyos feltételeknek eleget tevo
grafok kozt nézziik meg, hogy bizonyos grafparaméter milyen
hatarok kozott valtozik. Azaz a paraméter milyen extremalis
értékeket vehet fel.
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Nyitott kérdések

Megjegyezziik, hogy Turdn Pal kérdése a kocka grafjdra mind a
mai napig megoldatlan kérdés.

Azt is megjegyezziik, hogy a hdromszog tiltasdnak esete mar a
huszadik szdzad elején Mantel szamara ismert volt (feladatként
tlizte ki egy matematikai djsdgban).

A kérdéskor elméletté fejlédése azonban Turan Pal eredményeinek
és kérdéseinek koszonheto.

Kozeli munkatdrsa, Erdés Pal kiilonosen sokat tett az extremalis
grafelmélet és altaldban az extremdlis kombinatorika fejl6déséhez.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a T tiltott grafban nincsenek
izolalt csdcsok: Az izolalt csticsok hozzdaddsa/elvétele csak ott
jatszik szerepet, ahol T mérete meghaladja n-et.
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Egyéll tiltott graf

Legyen | a két pontot és egyetlen élt tartalmazé graf. Ekkor
ext(n; 1) = 0.

Ha egy élt tiltunk, akkor nyilvdn a maximalis élszam nulla lesz.
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Kétéli tiltott grafok

Legyen A a hdrom pontot és két élt tartalmazé graf. Ekkor
ext(m A) = [n/2].

Ha két Osszefutd élt tiltunk, akkor minden cstcs foka 0 vagy 1.
Azaz a fokok Gsszege legfeljebb n. Az élszam legfeljebb n/2. Mivel
az élszam mindig egy természetes szam, ezért fels6 becslésiink
igazabdl LgJ

A masik irdnyud egyenlGtlenség bizonyitdsahoz konstrudlnunk kell
egy A részgrafot nem tartalmazé grifot: Ez egy teljes parositas n

vagy n— 1 csticson (ha n paritdsatdl fiiggden). Ennek élszdma |3 ].
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Kétéli tiltott grafok (folytatas)

Legyen M> a négy pontot és két nem 0Osszefutd élt tartalmazéd graf
(azaz egy két élli parositds). Ekkor ext(n; M) =n—1, ha n > 4.

Ennek ellendrzése az érdeklod6 hallgatdk szamdra egy egyszert
feladat.
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Kovetkezmény

Kovetkezmény

Ha T olyan, hogy |E(T)| > 2, akkor elég nagy n esetén

ext(n; T) = Q(n).

A kormentes tiltott grafok esete egyszeri.
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Fak tiltasara vonatkozé tétel

Tétel

Legyen T erdb (azaz kdrmentes graf; azaz olyan graf, amely a
komponensei fak). Legyen T-nek legaldbb két éle. Ekkor

at-n<ext(n; T) < fBt-n, ahol ar,B1 > 0.

Azaz ext(n; T) nagysagrendje linedris.

A tételben szerepl6 alsé becslés mar ismert, hiszen tiltott
részgrafunknak legaldabb két éle van.
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Lemma

Jelolés

Legyen H egy graf. Ekkor d(H) a H graf tlagos foka, 6(H) a H
graf minimalis foka.

vy

G € G, esetén létezik olyan R részgraf (R C G), amelyre

4(6)
oR) 2 =5

teljesiil.
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Lemma bizonyitdsa

Nyilvan a feszitett részgrafok kozt kell keresgélniink.

Algoritmus

Input: G egyszerii graf. Output: R feszitett részgraf, amely
minden foka legaldbb d/2.

A=G
// A az aktudlis graf, kezdetben G.

Amig taldlunk x € V(A)-t,dgy, hogy da(x) <
A+ A—x.

// Ha egy csics foka tul kicsi, akkor nem lehet az outputban.
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A Lemma bizonyitasa

A lemma ekvivalens azzal, hogy az algoritmus nem ,, uriti ki" G-t.

Indirekten érveliink. Tegyiik fel, hogy a fenti algoritmus az osszes
csucsot eltorli.

Ekkor az algoritmus ad egy kiliritési sorrendet V(G)re, jeldljik ezt
m-vel: 7 :vi,..., Vv, azaz v; az i-ediknek elhagyott cslics

(n =|V(G)|). Bevezetiink ehhez egy jeldlést: d"3t3(v) a v csiics
nagyobb index(i szomszédainak szama.

Tudjuk: Minden v € V csticsra teljesiil d"¥t2(v) < ¢, azaz a
kilritési sorrendre vonatkozdlag minden csics ,, hatra-foka”
kevesebb mint g.

Eszrevétel: S d"3t3(v) = |E|, azaz a hatrafokok sszege pontosan
kiadja az €lszdmot. Ez az osszeg a kilritési sorozat esetén
hatarozottan kisebb, mint n%.

Viszont az élek szdma pontosan ng. Ez ellentmondas.
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Tétel bizonyitasa

Tovédbbra is azt akarjuk bebizonyitani, hogy az extremalis érték
< Brn.

Pontosan megadjuk Sr-t: Legyen T egy tetszOleges erd6. Legyen
G € Gy, amelyre |[E(G)| > |V(T)|n

// azaz G-ben az &tlag fok: ¥ > w =2|V(T)]).

Ekkor G biztos tartalmaz T-vel izomorf részgrafot.

A lemma alapjan G-ben van olyan R részgraf, amelyre
6(R) = |V(T)|.
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Tétel bizonyitasa (folytatas)

T példdnyat mar R-ben megtaldljuk.
Valéban: T-t épitsiik fel egy lires grafbdl dghajtasok
alkalmazasaval.

Ez konnyen megtehetd: annyi ponttal indulunk ahdny komponense
van T-nek, mondjuk c.

To legyen a ¢ pontd ures graf. Mindegyik komponens egy fa, ami
egyetlen csticsbdl dghajtdsokkal felépithetd.

A komponensek egyenkénti felépitésével egy { T; }‘E(T)‘
grafsorozatot kapunk, amelyben T;-nek i éle van, tovabba

Tey =T
Indukcidval igazoljuk, hogy mindegyik T; megtaldlhaté R-ben.
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Tétel bizonyitasa (folytatas)

Ha T;-t megtalaltuk, akkor mohé médon ezt a részgrafot
terjesztjik ki egy T;i1-gyel izomorf részgraffa. Legyen x az a
cstics, amibdl indulé dghajtds adja T;y1-et. x minden olyan
szomszédja, ami nem reprezentdl eddigi csicsot (és az ehhez
vezet6 él) megteszi az indukcids [épést.

llyen szomszéd viszont konnyen taldlhatd, hiszen legaldbb |V(T)|
szomszéd van R-ben, mig T; csiicsait kevesebb mint |V/(T)| csics
reprezentalja.
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A bizonyitds dbran
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Az alaptétel

Emlékezziink: Ha T olyan, hogy x(T) = k akkor
ext(n; T) > |E(Thk—1)|

(Erdés—Stone, Erdés—Simonovits)

Ha T olyan, hogy x(T) = k > 2, akkor
ext(m; T) = |E(Thk—1)| + o(n?).

(Erdés—Stone, Erdés—Simonovits)

(i) Legyen T olyan, hogy T kromatikus szdma k > 3 (azaz k — 1

— a T-hez tartozé Turdn-graf osztalyszdma — legalabb 2).
Ekkor ext(n; T) = |E(Tnk—1)| + o(n?) (ekkor a o(n?) tag egy
maradéktag).

(ii) Legyen T nem-iires paros graf, azaz x(T) = 2. Ekkor
ext(n; T) = o(n?) (a kordbbi maradéktag fétagga valt).
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A tétel atfogalmazdasa

Az Erd6s—Stone—Simonovits-tételt a kovetkezd formaban
mondjuk ki:

Adott k > 2 egész. Legyen € > 0 tetszOlegesen kicsiny valds szam.
Legyen S egy tetszbleges pozitiv egész. Legyen G € G, egy graf

1 1
|E(Thk—1)] +e-n’= 5 (1— k—l) n +¢e-n?

éllel.

Ekkor G tartalmaz Ks s, . s = Kixs részgrafot, amennyiben n elég
nagy. Ahol Kss . s = Kixs az a teljes k-részes graf, amelyben
minden rész S méretii.
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Bizonyitds: A kezdetek

Az dtfogalmazdsunk bizonyitdsat hasonldan kezdjik, mint a tiltott
erdok esetét. Most azonban nem linearisan sok élunk van, sdrl
grafokkal dolgozunk.

Legyen G egy n pontu egyszerii graf, amelyre teljesiil, hogy
|E(G)| > 6(35), azaz atlag foka legaldbb 6(n — 1). Ekkor van olyan
R részgrafja amelyben minden fok legaldbb 6(|V(R)| — 1).
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Lemma bizonyitdsa

Az erd6k térgyalasdndl sziikséges lemmahoz hasonléan
bizonyithaté: Az allitas ekvivalens azzal, hogy az aldbbi algoritmus
nem Uurithati ki G-t.

Algoritmus

/] G-rél feltessziik, hogy &tlag foka d(|V(G)| — 1)

A=G

// A az aktudlis graf, kezdetben G.

Amig taldlunk x € V/(A)-t,igy, hogy da(x) < d(|V(A)| — 1)

A+ A—x.

// Ha egy csics foka tdl kicsi, akkor nem lehet az outputban.
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A Lemma bizonyitasa

Indirekten tegyiik fel, hogy az algoritmus kiiiriti a grafunkat.

Az j-edik lépésben az aktualis grafbdl elhagyott élek szama kisebb
mint o(n — 7).

A teljes kilirités sordn elhagyott élek szdma kisebb mint
5(n—1)+5(n—2)—|—...+5-2+5-1:6<g>,

ami ellentmondas, hiszen G élszama legaldbb 5('2’)
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Elesitett Lemma

Sajnos az algoritmus altal garantdlt részgraf mérete lehet hogy kicsi
lesz és szamunkra nem kielégit6. A kovetkezd forma lesz fontos:

Lemma

Legyen g¢ > 0 egy tetszblegesen kicsi valdés szam és N egy
tetszOlegesen nagy természetes szam. Legyen G egy elég nagy
egyszerli graf (azaz |V(G)| := n > v(N,ep)), amely &tlag foka
legalabb 0 - (n —1).

Ekkor van olyan R részgrafja amelyben minden fok legalabb

(0 —e0)(IV(R)[ - 1)

és |V(R)| > N, azaz R pontszdma nagy.
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Az élesitett Lemma bizonyitasa

Legyen A = G az aktudlis graf. Amig taldlunk olyan x € V/(A)
csticsot amely foka kisebb mint (6 — e¢)|V/(A)| hagyjuk el.

Azt kell igazolnunk, hogy az eljaras leall miel6tt csak N pontunk
maradna.

Ha ez nem igy lenne, akkor az elhagyott és a maradék N pont
kozott vezet6 élek szama legfeljebb

(6 —e)(n—1)+(0 —eo)(n—2)4+ ...+ (6 —e0)(N+1) + <N)

2
:(5—50)@ (- 5+eo)<’;’>.

G élszadma legalabb ().
Ha n nagy, akkor ez ellentmondas.
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Az (j bizonyitandé

A lemma alkalmazasdval elérjiik, hogy elég a kovetkez6 allitast
igazolni:

Allitas
Legyen € > 0 tetszbleges szam. Legyen G € G, egy graf, amelyre
minden cslics foka legalabb

(1_/1<+;> (n—1).

Ekkor minden s € N esetén elég nagy n-re G tartalmaz K y1)xs
részgrafot. (K(x41)xs a teljes k + 1 részes graf, amely minden
osztélya s elemii).
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Az Allitas igazolasa

Az 3llitds igazoldsa k-ra vonatkozé teljes indukciéval torténik.
Azaz részgrifok egy sorozatat taldljuk meg G-ben. A séma a
megtaldlandé részgrafok izomorfiatipusara

K1><51 — K2><52 — K3><s3 — .. = K(k—l)xsk_l — Kk><5k'

A végsO s, paraméter lesz az allitdsbeli s. Nyilvdn valasztasunk
olyan lesz, hogy s; > s;1 teljesiilni fog paramétereinkre.

Az indukcié nyilvan elindul: Kixs, egy s1 pontu lres graf és n elég
nagy.
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Bizonyitds (folytatas)

Az indukcids 1épéshez azt latjuk be, hogy ha tetszdleges s-re
létezik olyan S = S(s) szdm, ha G elég nagy, a minimilis
fokszamra tett feltétel teljesil, tovabba G tartalmaz Kyxs
részgrafot, akkor Kiyi1)xs részgraf is garantdlhatd. S > s egy
»nagy” szam, amit a késdbbiekben rogzitiink.

Legyen F azon ponthalmaz, amelyen egy Ky« s részgrafunk van
(|F| = ¢S, F csicshalmaz ¢ darab S elemii részre van osztva,
amire mint F részei hivatkozunk).

F = V(G) — F elemeit j6 (halmazuk J) és rossz csticsok (halmazuk
R) kategéridkba osztjuk (F = JUR) a kovetkezdk szerint.

x € J akkor és csak akkor, ha x-nek F mindegyik részében
legaldbb s szomszédja van.
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Bizonyitds (folytatas)

¢ . .
Ha [J| > (s — 1)(?) , akkor készen vagyunk: J minden eleméhez
rendeljiink egy tipust: s (tetszélegesen kivélasztott) szomszéd
halmazat az £ rész mindegyikében.

14 p , p
(g) a lehetséges tipusok szama.

J elemszdma akkora, hogy a skatlya-elv garantdlja legaldbb s J-beli
csucs létét kozos tipussal.

F minden részébdl a kozos tipus szerinti s csticsot és J-bdl a
szbéban forgéd tipussal rendelkezé s csticsot kivéve megtaldljuk a
keresett Kiy41)xs részgrafot.

J elemszdmanak becsléséhez becsiiljiik meg az F és F kozott
hidnyzo élek szamat.
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Bizonyitas: Hidnyzé élek F és F kozott |

Minden csiics fokat alulrdl becsiiltiik, specidlisan F-ben minden

csucs legfeljebb
1 ¢
(k - 2> (n—=1)

masikkal nincs osszekotve.

Azaz F és F kozott. legfeljebb

(2 e -is (25 eon s (1-2)

él hianyzik.
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Bizonyitas: Hidnyzé élek F és F kozott Il

Masik oldalrél R minden elemének a masik oldalon (F-ben) az
egyik rész lehetséges S szomszéda koziil legfeljebb s valdsul meg.

fgy R minden eleme legaldbb S — s élt kihagy. A hidnyzé élek
teljes szdma legaldbb

IRI(S =) = (n=|F[ = [J)(S = s) = (n = £S5 = [J])(S — 3)-
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Bizonyitas: Hidnyzé élek F és F kozott I+

(n—£5—|J!)(S—s)§S-<1—Ej) .

Rendezve

(n—14S)(S—s)—S- (1—€2£>n§(5—s)]J\.

Azaz .
(555 - s) n—0S(S —s) < (S —s)J.

elS —2s '

_— — < |J].
25=s) n—¢S <\|J
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Bizonyitds: Befejezés

Az e, 0, s paraméterek adottak, mi S-et valaszthatjuk.

Ez legyen akkora, hogy a bal oldalon szereplé n-nem linearis
fliggvényben n egyiitthatdja pozitiv legyen.

Ez nyilvan elérhetd.

S viélasztasa utan J-rdl kell beldtni, hogy elég nagy. Ez konnyen
elérheté n valasztdsaval.

Az indukcid 1épés és a bizonyitas teljes.
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Mit tudunk és mit nem?

Ha T paros, kort tartalmaz, akkor a fentiek nem sokat mondanak.

Minden mds esetben ext(n; T) nagysagrendje kiolvashaté az
ismertetett eredményekbdl.

Ha T péros, kort tartalmaz, akkor a ext(n; T) vizsgalatat
degeneralt problémanak nevezziik.

A degeneralt esetben viszonylag kevés pontos eredmény ismert. Ha
a tiltott részgraf Ca, Co, Cio vagy Kok, Kz k, akkor ext(n; T)
nagysagrendje ismert.

Példaul Cg, Cio, Cig, ..., Kaa, Kas, ..., tovdbbd a kocka esete
nem ismert.
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Degeneralt eset: C; példdja

Két részbdl all a kitlizott probléma.
Be kell 1atnunk, hogy G € G, C4-mentes grafnek nem lehet sok éle.

A masik oldalrdl egyetlen G € G, C4-mentes grafot kell
konstrualnunk, amleynek ,sok™” éle van.

Az els6, absztrakt metematikai bizonyitas bizonyul konnyebbnek
(egy egyszerii kettds leszamlalds lesz az Gtlet).

A konstrukcidhoz sok algebrai/geometriai ismeret sziikséges.
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A matematikai tétel

Legyen G egy n pontl, Cs-et részgrafként nem tartalmazé
egyszer(i graf. Ekkor
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Bizonyitas

Két élt szomszédosnak neveziink, ha van kozos cstcsuk, azaz a
graf lerajzolasdban a két él egy ,, A alakot” hatdroz meg. Két ilyen
élt cseresznyének neveziink. A két él kozos csticsa a cseresznye
kozéppontja. Az a két pont, amely csak egy-egy élnek végpontja, a
cseresznye szemel.
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Bizonyitds (folytatas)

Hany cseresznye van a G grafban?

El6szor az Osszes pont esetén nézziik meg, hany olyan cseresznye
van, amelynek kozéppontja az adott pont.

, , n d: ) T s , ,
llyen médon szamolva >"7 4 (2’) adddik a cseresznyék szamara,
ahol {d;}"_; a G graf fokszamsorozata.

Egy mdsik médon szdmolva mindegyik pontpdrra nézzilk meg, hany
olyan cseresznye van G-ben, amelynek szemei az adott két pont.

Mivel G-ben nincs C4-gyel izomorf részgraf, ezért egy pontparra
legfeljebb egy cseresznye , tdmaszkodhat”. Igy a cseresznyék
szdmara az ('27) fels6 becslést kapjuk.
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A kétféle osszeszamolas osszevetése

(5)=32(3) =)

ahol d = =i = di , a fokszamok atlaga, azaz ‘ L. A misodik

x(x=1)

egyenlétlenség az ()2() = = fluggvény konvexsegebol és a
Jensen-egyenlGtlenségbdl addédik.

Egyszer(i szdmtan adja a bizonyitandét.
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ext(n; C4)-re egy fels6 becslést kaptunk.

A becslés aszimptotikus nagysdgrendje %n3/2.



Legyen F egy véges test.

Gondolhatunk FFy-re, ahol p egy prim. Azaz F, a
{0,1,2,...,p — 1} halmaz a modulo p aritmetikdval.



Véges sikok

A valés projektiv sik koordindta geometridja a valdés szamokon
alapul. Ahogy az Euklideszi sik koordindta geometridja is a valds
szamok aritmetikajan alapulva egy geometriai strukturat hoz létre.

A konstrukcidk véges tesetekre is végrehajthatdk. fgy kapjuk a
PG(2,F) projektiv sikot, amely koordindta geometridja az F testen
alapul. (a 2-es a dimenziéra utal, PG a projektiv geometria két
szavanak kezdébetliibdl ered.)

Ebben a geometriai struktirdban a pontok, egyenesek szdma véges.
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A véges projektiv sikgeometridk alapmodellje

Definicié

F® = {(a, b, ) : a,b,c € F}. Ezen a halmazon definidlunk egy
relaciét: (a, b, c) ~ (a’, b, c’) akkor és csak akkor, ha taldlhaté
olyan nem-nulla A € F, hogy (a, b, c) = \(d, b/, ¢’). Ez egy
ekvivalenciarelacié. (0,0,0) egy egyelemii ekvivalenciaosztalyt
alkot. Minden mds ekvivalenciaosztaly |F| — 1 elemii. Ezen
ekvivalenciaosztalyok halmaza alkotja a geometridank P
ponthalmazit. Azaz F3 — {(0,0,0)}|~, ennek elemeit [a, b, c]-vel,
vagy (a: b: c)-vel szokas jeldlni.

Az egyenesek £ halmazat ugyanezen ekvivalenciaosztalyokkal
azonositjiik. [a, b, c]* az (a, b, ¢) vektor ekvivalenciaosztalydnak
neve, ha egyenest reprezental.

[a, b, c] és [a', b, c']* akkor és csak akkor illeszkedik, ha
a-a+b-b+c-c=0.
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PG(2,TF) geometridja

Az igy kapott geometriai struktdra minden illeszkedési
tulajdonsdgot teljesit, amit a valds projektiv sikon megszoktunk
Példaul barmely két kiilonbozo egyenes pontosan egy pontban
metszi egymdst. Ezek ellendrzése az F feletti linearis algebra
ismerGsei szamdara egyszerll gyakorlatok.

A fentiekben egy algebrai struktiirdbdl konstrudltunk egy
geometriait, amely szép geometrai tulajdonsidgokkal rendelkezik.

A forditott logika is természetes. Elvarjuk a szép geometriai
tulajdonsdgokat (axiémak) és keresiink ezt teljesité modelleket.

Esetiinkben (az axiémak leirdsat itt nem részletezziik) ezek a véges
projektiv sikok. PG(2,FF) egy modell-sorozat a sok lehet6ség koziil.
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_PCCE)lombirsorkn

PG(2,F)-ben |P| = €| = (IF]* — 1)/(|F| — 1) = [F?| + [F| + 1.

Az is konnyen szdmolhatd, hogy minden egyenesre |F| 4+ 1 pont
illeszkedik.



A grafunk

Konstrukcié: Sok élt tartalmazé graf C4 nélkiil

Legyen p egy primszdm. Definidlunk egy G, egyszerii gréfot.

Gp cstcsait PG(2,FF,) pontjai alkotjak. Két cstics, [a, b, ] és
[, b, '] akkor és csak akkor szomszédos ha

a-a +b-b +c-c =0. Azaz az egyik csiics koordintait
pontként, a masikét egyenesként olvasva illeszkedd part kapunk.
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Példak

A kovetkez6 dbran a p =2 és p = 3 esethdl addédé két grafot
lathatjuk.
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Eszrevételek a grafrol

(i)

(ii)
(iii)

Gp-ben nincs négy hosszii kor. Valéban, ha ilyen lenne, akkor
felvatva pontnak, egyenesnek értelmezve a négy hosszi kor
csucsait két olyan egyenest kapnank, ami két kiilonbozo
pontban metszenék egymast. Ez pedig nem lehetséges.
V(Gy)| =p*+p+1=:n.

Az v = [a, b, c] cslics szomszédai az v* = [a, b, c]* egyenesre
illeszked6 v-tol kilonbozé pontok. Azaz, ha a v pont nem
illeszkedik v* egyenesre, akkor p + 1 szomszédja van,
kilonben p szomszédja van. Azon v pontok, amelyek
illeszkednek a v* egyenesre olyanok, hogy koordinataik
teljesitik az x% + y? + z2 = 0 egyenletet (modulo p
aritmetikdban dolgozunk!). Ez az egyenlet geometriailag egy
kipszeletet ir le. Ismert, hogy pontainak szdma p + 1. Azaz
p + 1 darab cstics foka p és igy p? cstics foka p + 1.

(iv) 2[E(Gp)| = p*(p+1) + (p+1)p = p> +2p* + p, azaz

|E(Gp)| = (P +2P° + p)/2.
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A konstrukcié osszefoglalasa

Az észrevételbdl az élek pontszamtdl vald fiiggésének
nagysagrendjét emeljik ki: |E| ~ %n3/2.

Ez az extremalis élszam helyes nagysdgrendje.
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Koszonom a figyelmet! |




