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Bevezetés

Az el6adas a metszési szam nevil grafparaméterrdl szdl.

Ez egy olyan grafparaméter, amely egy adott grafrél megmondja,
hogy ,, milyen messze” van a sikgrafoktdl.

Specidlisan sikgrafok esetén a paraméter O lesz.
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Reguldris lerajzolas

Definicié

A G graf egy A lerajzolasat reguldrisnak neveziink, ha a
lerajzoldsban nincs hdrom élgorbe kozos belso ponttal.

A regularitds egy technikai feltétel. Egy lerajzolds ha megsérti ezt a
feltételt, akkor kis lokalis valtoztatdssal elérhetjiik, hogy
lényegében ugyanaz a lerajzolas mar reguldris legyen.

~__~ X\

Hajnal Péter Metszési paraméter, SzTE, 2020



Definicid |

Definicié

Legyen G egy graf \ egy regularis lerajzolasa.

x(G,\) = |{P € R?: P-n tobb élgorbe athalad}|.

Egy lerajzolds metszési szamat definidlhattuk volna gy is, hogy a
regularitdst nem tessziik fel. Ekkor azon nem-csiics pontokat, amin
tobb élgorbe halad at silyozottan kell szamolni. Ha egy ilyen
ponton k élgdrbe halad at, akkor stilya (%).
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Példak

G = K5 esetén tobb lerajzolast vettiink. A kiilonbozo lerajzoldsokhoz
kiilonb6z8 metszési szam tartozik: x(Ks, A\) =5, x(Ks, \') = 4,
x(Ks, \"") =3, x(Ks, \""") = 1.
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Példak

G = K, a A lerajzolas legyen olyan, hogy a csticsok egy konvex
n-szog cstcsaira illeszkedjenek. Azért, hogy regularis lerajzoldshoz
jussunk, kissé perturbaljuk véletlendl a csiicsokat. Tovdbbd az
élgorbék legyenek szakaszok. Az igy kapott A lerajzoldsra

x(Kn, \) = (Z) Hiszen a metszések és a cslicsnégyesek kozott
bijekcié létesithetd.

K esetét az aldbbi abran lathatjuk.
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Eszrevételek

Ha R C G, akkor a G egy A lerajzoldsa megszorithaté R-re (A
értelmezési tartomdnyat leszlikitjiik a részgraf csicsaira, éleire).
Jelolésben: A|g.

Kovetkezmény

Legyen H egy n pontu egyszerii graf (H C K),) ekkor
x(H, A1) < (3) = O(n*), ahol X a teljes gréf korabbi lerajzolasa.
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Eszrevétel: Hurokélek nem szamitanak

Legyen G és Gg két graf, G-bol gy kapjuk Gp-at, hogy G-bdl
hurokéleket hagyunk el (vagy forditva: Gop-bdl tgy kapjuk G-t,
hogy hurokéleket adunk hozza). Ekkor Gy tetszdleges \ lerajzolasa
kiterjeszthetd G egy A lerajzoldsdra lgy, hogy ne keletkezzen
tovdbbi metszés, azaz x(G, \) = x(Go, A).

Tekintsiik a Gg graf X lerajzolasat egy x cstics kornyékén. Elég kis
kornyezetben az x-ben osszefuté élek egy csillag alakzatot
alkotnak, amely agai kozott ,, elég hely van” tetszbleges szamu
hurokélnek.
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Hurokélek nem szamitanak abran
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Parhuzamos élek szamitanak

Legyen G egy graf. Legyen Gy az az egyszerii graf, amit G-bdl gy
kapunk, hogy elhagyjuk a hurokéleket és minden parhuzamos
élseregbdl egyetlen élet tartunk meg. Forditva: A Gy egyszert
grafbdl dgy kapjuk G-t, hogy hurokéleket adunk hozzd vagy/és
|étez6 élek mellé parhuzamos élt adunk hozza. Ekkor Gy
tetsz8leges A szép lerajzoldsa kiterjeszthetd G egy h) szép
lerajzoldsara. Azaz x(Gp, A) = 0 esetén x(G,\) = 0.

Tekintsiik a Gg graf A lerajzolasat egy e élgorbe kornyékén. Ennek
lesz egy kis holdacska szabad kornyezete, ahol ,, elég hely van”
tetszoleges szamu parhuzamosélnek. A hurokélek hozzdaddsa az
el6z0 észrevétel alapjan megoldhatd.
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Definicid I

Definicié

(Metszési szam)]

x(G) = min{x(G, ) : X regularis}.

x(G) = 0 akkor és csak akkor, ha G sikgraf.

Feladat
x(Ks) = x(Kzz3) = 1.

Egy n pont G egyszerii graf esetén x(G) = O(n*).

Hajnal Péter Metszési paraméter, SzTE, 2020



Torténeti megjegyzések

A fogalom a XX. szazad 40-es éveiben sziiletett, amikor Turan Pal
munkaszolgélatosként egy téglagyarban dolgozott.

Feladata csillék tologatasa volt kemencék és vasuti kocsik kozott.
A kemencék és a felrakodd helyek paronként Ossze voltak kotve a
csillék sineivel.

A munka lenehezebb része két sin taldlkozaskor volt, amikor a
csillék megzokkentek.

Természetes volt a kérdés: olyan sinrendszer tervezése, amely n
kemencét és m felrakodd helyet kot 0ssze és minimalis szamd
sin-taldkozdssal rendelkezik.

Azaz a kérdés x(K, m) meghatdrozasa. Késdbb vetették fel x(Kp)
meghatarozasianak problémdjat.

Habar mindkét esetben sejtik az optimalis lerajzolast, a sejtés mind
a mai napig kozponti nyitott kérdés.
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Egy szépitési |épés

Ha e és f két él, kozos v csticcsal rendelkeznek és élgorbéik
atmetszik egymast, akkor nem gazdasagos a lerajzolas.

v szomszédjai felol v felé haladva az atmetszés helyett , valtsanak
gorbét az élek”.

Ekkor ugyanazon graf egy lerajzoldsat kapjuk, az eredeti A
lerajzoldst \'-re cserélhetjiik. Kozben eggyel csokkent a metszési
szam.
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Egy szépitési |épés dbran

— X (F TN\

/

Definicié

Egy )\ lerajzolds V-szép lerajzolds, ha az osszefutd élgorbék nem
metszik 4t egymast.

A

Eszrevétel

A G gréf tetsz8leges A lerajzoldsdhoz taldlhatd olyan N V-szép
lerajzolds, amelyre x(G, \') < x(G, \).
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Trividlis becslés a metszési szamra

Emlékeztet6
Legyen G egyszerii sikgraf. Ha |V/| > 3, akkor |E| < 3|V| —6. J

Kovetkezmény (Trividlis becslés a metszési szdmra)

Legyen G egy egyszerii graf és \ tetszbleges regularis lerajzoldsa,
ekkor
x(G,A) > |E| - 3|V|.
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A trivialis becslés bizonyitasa

Legyen R részgrafja G-nek dgy, hogy V(G) = V(R) és E(R) egy
olyan maximdlis élhalmaz, hogy A|g-ben az élgorbék szépen
legyenek lerajzolva.

Ekkor az emlékeztetébdl adédik, hogy |E(R)| < 3|V/|.

igy |E(G)| — |E(R)|, azaz legaldbb |E(G)| — 3|V/| darab él van,
ami nincs R-ben.

Ezek mindegyikére (kiilon-kiilon) a \-élgorbéjét (R, A|g)-hoz adva
metszésnek kell keletkezni (R valasztdsa miatt).

Ezek mind kiilonb6z6 metszések (valemely R-beli és kiilonbozé
E(G) — E(R)-beli élek kozott vannak).

Ezekbdl kovetkezik. hogy
x(G,A) > |E(G)| - 3|V.
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A Metszési Lemma

Tétel (Metszési lemma)

Ha G egyszerii graf és |E| > 4|V/|, akkor

Egyszerli grafunkra vonatkozé élbecslés garantdlja, hogy G nem
sikgraf, azaz x(G) > 1.
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A Metszési Lemma egy kovetkezménye

Kovetkezmény

Az Q jeldlés jelentése: alsé becslés egy rejtett (pozitiv)
konstanssal. (Ahogy O egy felsé becslés egy rejtett (pozitiv)
konstanssal.) Ha a nagysdgrendben alsé és felsd becslés is adhatéd
pozitiv konstansokkal, akkor a © jelolést hasznaljuk.

Kovetkezmény
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A Metszési Lemma bizonyitdsa

Legyen X a G-nek tetszbleges V-szép lerajzolasa.

Vegyiik azt az R véletlen feszitett részgrafot, amelyet gy kapunk,
hogy minden csticsra fliggetleniil dontiink: p valdszinliséggel
meghagyjuk, illetve 1 — p valdszinliséggel eltoroljiik a csicsot. (p-t
késébb hatdrozzuk meg.)

Alkalmazzuk a lemmat R-re. Ekkor

x(R, Ar) = [E(R)| = 3|V(R)I.

Vegyiik mindkét oldal varhaté értékét. Az egyenlGtlenség
természetesen a varhatd értékek kozott is fennall:

E(x(R, Alr)) = E(IE(R)[) — 3E(|V(R)I)-
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A Metszési Lemma bizonyitasa (folytatas)

Nézziik a varhaté értékeket! A bal oldalon két metszé él
megmaradasa sziikséges, amihez 4 pont megmaraddsa kell. A jobb
oldalon az élekhez 2 pont megmaradasa kell, a pontokhoz pedig

egy.
Az egyes pontok megmaradasinak valdszintisége p, kilonbozé
pontok megmaraddsa fliggetlen események. Ebbdl:

p*x(G,A) > p*|E(G)| - 3p|V(G)l.

p értéke pozitiv lesz, igy egyenlétlenségiinket leoszthatjuk p*-nel.

E(G)] _ 3[V(6)|

x(G,\) > e 3
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A Metszési Lemma bizonyitasa (folytatas)

Vilasszuk p-t %-nek. (Ez feltételiink alapjan legfeljebb 1.) Ekkor

EP 3 |EP _ 1 EP

1
G N> = _S1=l _ 2 IEF
X(6A) 2 15102 “ G |VE " 64|V

Ha X egy optimalis lerajzolds, akkor kapjuk a tétel allitdsat.
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Az 2 egyiitthatd a bizonyitasbdl adédott.

Tobb odafigyeléssel javithatd, de optimalis értéke nem ismert.
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A metszési lemma geometriai alkalmazasa

Definicié

Legyen P C R? egy véges sikbeli ponthalmaz és £ egy véges sikbeli
egyenes halmaz.

I(P,E)=|{(P,e) : PP, ec&ésPle},

ahol Pl e az jeloli, hogy a P pont illeszkedik az e egyenesre.

Tétel (Szemerédi—Trotter-tétel)

I(P,€) < 4(IPIIE*® + 4P| + |€]-

Hajnal Péter Metszési paraméter, SzTE, 2020



A fels6 becslés nagysagrendje

O(IPPPRIEP + [P| + [€]) = O(max{|P*[€*/3, P, |€]}).

Megjegyezziik, hogy tetszileges p és e poitiv egészekre megadhaté
olyan p elemii P ponthalmaz és e elemii £ egyeneshalmaz, hogy a
koztik [évo illeszkedés legalabb ezred része legyen a felsé
becslésnek.

Azaz a fels6 becslés nagysdgrendje optimalis.
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A bizonyitas

Feltehet6, hogy minden e € £ egyenes athalad P-beli ponton.

Készitsiink egy egyszer(i grafot P-bdl és £-bol: P elemei lesznek a
csticsok. Két csiics, P, Q € P akkor és csak akkor szomszédos, ha
egy e € £ egyenesre illeszkednek és ezen nincs kozottiik mas P-beli
pont.

\/\
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A bizonyitas (folytatds)

Ekkor V = |P].

Az élek szamat is kifejezhetjuk a kiindulé geometriai
konfigurdcionk paramétereibdl:

k > 1 esetén, ha egy egyenesre k darab P-beli pont esik, akkor
ezen az egyenes k — 1 éllel jarul grafunkhoz.

Az igy 0sszeszamolt részeredmémyeket 0sszeadva minden
egyenesre, kapjuk hogy |E| = I(P, &) — |€].

Legyen A grafunk azon lerajzoldsa, ahol minden cstics P-beli helye
altal reprezentalt és az élgorbék egyenes szakaszok (igy minden
élgorbe a megfeleld két végpont szomsédsigat bizonyitd E-beli
egyenes egy szakasza).

Tovabba x(G) < x(G, ) < (KB) < |2,
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A bizonyitas (folytatds)

1. eset: |E| < 4|V|. Azaz I(P,&) — |E| < 4|P|.
2. eset: |E| > 4|V/|. Ekkor a metszési lemma alkalmazhaté:

1 (I(P,£) - [€])?
64 P2 '

E* > <'§'> > x(G,p) >

Ebbdl rendezéssel, adédik, hogy

APPRRIEPR > I(P,€) - |€].

Mindkét esetben igaz a bizonyitandé.
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Az alapprobléma

Definicié

A, B C R véges halmazok. A+ B={a+b: ac Aésbe B} és
A-B={a-b: ac Aés be B}. (Azaz a szokdsos komplexus
Gsszeadds és szorzds miiveletét vizsgéljuk.)

A+ A-t, illetve A - A-t az A halmaz osszeghalmazanak, illetve
szorzathalmazanak nevezziik.

Kérdés: Milyen nagy, illetve kicsi lehet |A+ Al és |A- A|? A
tovébbiakban legyen |A| = n.
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Alapészrevételek: Osszeghalmaz

|A+ A legfeljebb (5) + n.
Legyen A egy Véletleniil valasztott n elemszami szamhalmaz, ekkor
A+ A majdnem biztosan (5) + n elemi lesz.
Becsiiljiik |A + A| minimumat. Legyen A olyan, hogy elemei
a<a<...<ap.
e Alsé becslés:
ataa<agata<..agtap<at+a,<...<ap—+ ap.

alapjan mindig lesz legaldbb 2n — 1 kilonbozé érték
A+ A-ban.

o Felsd becslés: Ha A szamtani sorozat, akkor |[A+ A| = 2n — 1.
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Alapészrevételek: Szorzathalmaz

A+ Al és |A- Al legfeljebb (2) + n.

Legyen A egy Véletleniil valasztott n elemszami szamhalmaz, ekkor
A - A majdnem biztosan (5) + n elemii lesz.

Becsiilhetjiik |A - Al minimumat. |A - A| lehet 2n — 1, péld3ul
geometriai sorozatnal.

Linedris alsé becslés is adhaté: Ehhez vegylik A-nak egy nagy

részét amely azonos eljelii (ez vélaszthaté legalabb [(n —1)/2]
elemszamdnak).

Majd a kivélasztott elemek abszolut értékeinek logaritmusara
alkalmazzuk az additiv rész alsé becslését.
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A sejtés

A maximalis elemszdmmal szemben a minimélis elemszamnal az
osszeghalmaz és a szorzathalmaz esetén teljesen mas tipust
halmazok lesznek extremdlisak (szdmtani, illetve mértani
sorozatok).

Van-e olyan halmaz, ahol az osszeghalmaz és a szorzathalmaz
egyszerre kicsi lesz?

Erdos Pal kérdése: Mit tudunk mondani az A szamhalmaz
max{|A + Al|,|A- A|} paraméteréré|?

Sejtés (Erdés—Szemerédi-sejtés)

Minden pozitiv e-ra

min max{|A+ A|,|A- A|} = Q(n*79).

ACR,|A|=n

A sejtés mind a mai napig nyitott.
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Elekes Gyorgy tétele

Mi egy rész eredményt bizonyitunk (amelynél mar erésebb
becslések is ismertek).

Tétel (Elekes Gyorgy)

Elég nagy n-re
1
min - max{|A+ A[,|A-Al} > En5/4,
ACR,|A|=n

azaz tetszOleges n-elemli A szdmhalmazra
max{|A+ A|, |A- A} = Q(n*/*).
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Tegyiik fel, hogy 0 ¢ A.

Definidlunk egy sikbeli ponthalmazt és egyeneshalmazt:

Pa={(r,0):m€eA-A o€ A+ A},

1
Ea={esa: y:;-x+a’, a,a € A}.



Elekes bizonyitasa (folytatas)

A kovetkezd abran a konstrukcié lathaté az A = {1,2,3,6}
esetben.

/

7
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Elekes bizonyitasa (folytatas)

Szamoljuk ki a pont- és egyeneshalmazunk azon paramétereit,
amik a Szemerédi—Trotter-tételben szerepet jatszanak:

o [Pal=[A-Al-]A+ Al

o Az e, y egyenletét tengelymetszetes alakba irjuk:
i -y — a_la, -x = 1. Lathatd, hogy a tengelymetszetek (azaz a
geometriai ponthalmaz) és (a, a’) kdlcsonésen meghatarozzik

egymast. Azaz |E4] = |A]%.

e Mennyi az illeszkedések szdma? Az e, , egyenesre
illeszkednek az (a-aj, a1 + 4'), (a-a2,a2+ d),..., ahol
A={ay1,a0,...}. EbbSI I(P,&) > |A||E] = |A]°.
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Elekes bizonyitasa (folytatas)

Hasznaljuk fel a Szemerédi—Trotter-tételt:
n® = AP < I(P,E) < 4|AAPPATAPRR(|AR)?3+4|A-A| | A+A|+ AP
Tudjuk, hogy |A]> = n> < In®, ha n elég nagy. Feltehetd, hogy

4 A+ A|A-Al < 1n3 hlszen mas esetben a bizonyitandénal
erdsebb allitasunk Ienne

A jobb oldal utolsé két tagjat a bal oldalra vive, a bal oldalon még
legaldbb 1/3 - n® marad:

1
§n3 < A4lA-APBIA+ APPSR n*/3
Ezekutdn egyszerii rendezés vezet el a bizonyitds befejezéséhez:

17]‘2’.’5/3 < ‘AA’2/3|A+A|2/3

0,15-n%* < \/|A- A[[A+ A] < max{|A- A|,|A+ Al}.
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Koszonom a figyelmet! |




