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Rovid

hatard tartomdanyok

(0)

Ha v egy izolalt pont, akkor v cstcspontja G — v
lerajzoldsdban egy tartomdnyanak bels6é pontja. Ez a
tartomany G lerajzolasdban is szerepel és hatarahoz v egy 0
hosszl sétat ad, azaz hosszat nem noveli. Ha G nem
tartalmaz élt (minden csicsa izoldlt), akkor egyetlen
tartomdanya van, amely hataranak hossza 0.

Ha egy tartomany hatdra egy 1 hossz( séta, akkor az egyetlen
hurokél (élgorbéje egy zarédé Jordan-gorbe)

Ha egy tartomany hatdra egy 2 hosszu séta, akkor az vagy egy
parhuzamos élpar, vagy egy él oda-vissza bejardsa. A masodik
esetben az egész graf két pont és egy Osszekotd él altal
alkotott graf.

Konnyi latni, hogy paros graf esetén minden tartomany hatéra
paros hosszu. Igazabdl egy paros grafban minden zarédé séta
paros hosszu.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Osszefoglalva kimondhatjuk a kovetkez6 allitast.

(i) Ha G egy legaldbb harom pontd, egyszerii, 6sszefiiggd graf,
akkor minden tartomdnyanak hatdra legalabb 3 hosszd.

(i) Ha G egy legaldbb hdrom pontd, egyszerii, dsszefiiggd, paros
graf, akkor minden tartomanyanak hatara legaldbb 4 hosszd.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Euler tétele

Tétel (Euler tétele)

Legyen G Osszefliggd, szépen sikrarajzolt graf (A a szép lerajzolds).
Ekkor

IT(G, N = [E(G)| +[V(6)] =2,
ahol T(G, \) a tartomanyok/orszagok halmaza.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020



Nem-sikgrafok Euler tétele Példak nem sikgrafokra Részgrafok, minorok Kuratowski, Wagner tételei Tovdbbi kapcsolédé tételek

1. Bizonyitds: Indukcié

G 0sszefliggd igy gondolhatunk rd mint egy feszitéfa, amelyhez
tovébbi éleket adtunk hozza (Uj csicsok bevezetése nélkiil).

A hozzaadott élek h szdma szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.

Ha h =0, akkor grafunk egy fa, azaz |T(G,\) = 1] és
|E(G)| = |V(G)| — 1. Az &llitds egyszer(i szamtan.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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1. Bizonyitas (folytatas)

Hogy viselkednek paramétereink, ha G felépitése kozben egy R
feszitd részgrafban két csics kozott behdzunk egy élt (legyen R™ a
bdvitett graf).

Nyilvadn

[V(RO) = V(R IE(RT) = [E(R)I+1,IT(R™, p")| = | T(R, p)|+1,
ahol p a \ szép lerajzolds megszoritdsa R-re, mig p™ a p lerajzolds
kiterjesztése a hozzdadott él élgorbéjével.

Csak az utolsé egyenléség szorul magyarazatra: Az uj él egyetlen
régi tartomdnyon beliil halad (szép lerajzoldssal dolgozunk). A
Jordan-tételre valé hivatkozédssal adddik, hogy ezt a tartomanyt
ketté osztja az uj élgorbe.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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2. Bizonyitds: Dualizalas

Legyen G a tételbeli graf és A\ a szép lerajzolasa.

Tudjuk, hogy bevezetheté a G* dudlis graf és ennek egy \*
lerajzoldsa.

Minden e € E(G) élnek van egy e* pérja a dudlis grafban.
G Osszefliggd, igy van egy T feszitofdja.
Legyen

F={ecE(G):ec E(T)}=E(T), F*={e"cE(G):edE(T)}

Nyilvanvald, hogy |F|+ |F*| = |E(G)| és |F| = |V(G)| — 1.
Belatjuk, hogy F* egy feszit6fa élhalmaza G*-ban.
Ebbdl adédik a tétel: Valdban. Ekkor
|F*| = |V(G*)| —1=|T(G,\)| — 1 és egyszerii szdmtan adja a
bizonyitandét.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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2. Bizonyités (folytatas)

A bizonyitandénk: F* kérmentes és az Osszes dudlis cslcsot egy
komponensbe flizi fel.

(1) Tegyiik fel, hogy e* egy kor egy éle F*-ban. Ez egy szépen
lerajzolt kor, azaz felosztja a sikot egy belsd és kiilsé tartomanyra.

Az e él egyik végpontja beliil, a masik kivil van. Az eredeti
csticsok két (nem ires) osztalyba sorolhatdék a kor altal definidlt
két tartomany alapjan.

Ezen két csiics-osztdly kozott nem haladhat él T-ben, ami
ellentmond annak, hogy T a G feszitéfija.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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2. Bizonyités (folytatas)

(2) F egy kormentes élhalmaz, azaz a megfelelé élgorbék nem
osztjak fel a sikot, a dudlis cslicspontok egy Osszefliggd
tartomanyba esnek.

Tetszbleges kett6t 0sszekothetiink folytonos gorbével amelyek
elkeriilik az F-beli élek élgorbéit.

Ez a folytonos vonal konnyen diszkretizadlhatd egy G*-beli sétava,
ami csak F* éleit tartalmazza.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Euler-tétel masodik forma

A tétel egy kicsit eklektikus. Grafparaméterek és a
geometriai/topoldgia kornyezettdl fliggd paraméterek osszefiiggése.

A kovetkez6 kovetkezmény csak grafelméleti paramétereket
haszndl, emiatt sokszor hasznosabb az eredeti Euler-tételnél.

Kovetkezmény

Legyen G egyszerii sikgraf, tovabba
(i) [E(G)] <3[V(G)| -6,
(ii) ha G raaddsul paros graf, akkor |E(G)| < 2|V(G)| — 4.

V(G)| > 3. Ekkor

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Bizonyitas (i)

Feltehetd, hogy G Osszefiiggd és egy A szép lerajzolasa is adott.
Minden tartomanyra adjuk Ossze a hataranak hosszat.
Egyrészt az élszam duplajat kapjuk.

Masrészt | T(G, \)| darab, legalabb 3-as tag Gsszege lesz az
eredmény.

A kétféle gondolatmenet Osszevetésébal.
2/E(G)| = 3T(G, A)|.
Az Euler-tétel haromszorosa szerint

3|T(G, \)| = 3|E(G)| — 3| V(G)| + 6.

A két egyenlotlenség egylitt adja a bizonyitandét.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Bizonyitas (ii)

A fenti gondolatmenet megismételheté azzal a kiilonbséggel, hogy
a hatdrok hosszanak osszegében szerepl6 tagokrdl tudjuk, hogy
legalabb 4-ek.

A hidnyzé szamtant az érdekl6d6 olvaséra hagyjuk.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Euler tételének kovetkezményei

A Ks és K33 grafok nem sikgrafok.

A K33 graf egy masik neve a harom-hdz-hdrom-kait graf.

Ez onnan ered, hogy a tétel allitdsa megfogalmazhaté dgy is, hogy
nem tervezhetd kilenc Gt hdrom haz és harom kit kozott
(mindegyik hdztdl mindegyik kithoz) lgy, hogy az utaknak a kdzos
végpontokon (amennyiben van ilyen) ne legyen kozds pontja.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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1. Bizonyitas

A K33 és Ks graf aldbbi lerajzoldsabdl indulunk ki.

Mindkét lerajzolds kiemel egy-egy grafelméleti kort (piros szinii

élek). Ezeket a kor-részgrafokat lényegében egyféleképpen lehet
szépen lerajzolni.

Egy lerajzolt kor a sikot belsé (korlatos) és kiilsé (nem korlatos)
részre osztja.

Az 3brikon a kor mellett tovabbi élek szerepelnek (ezekre mint
hidak hivatkozunk). Ezeket viszonyithatjuk a kor lerajzolasahoz:
lehetnek kiils6k és belsdk. A két szerep (kiils6/belsd)
szimmetrikus. igy feltehetd, hogy tobbségiik beliil halad.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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1. Bizonyitas (folytatas)

Tegylik fel, hogy a kor szép lerajzoldsa a két graf teljes szép
lerajzoldsava terjeszthetd ki. Ezek utan a két grafot kiilon kezeljuk:

K3 3: Feltevésiink szerint beliil (ami topologikusan azonos egy
korvonal belsejével) legaldbb két hid van, amik keresztezik egymdst
és atmetszés nélkiil lerajzolhatéok. Ez lehetetlen.

Ks: Feltevésiink szerint beliil legaldbb harom hid van. Barhogy
vélasztjuk is ki a belilre kertil6 hdrom élt, lesz kozottiik kettd, ami
az el6z6 esethez hasonldéan nem fut Ossze és keresztezi egymast.
Ez lehetetlen.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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2. Bizonyitas

Az Euler-tétel masodik alakdjanak (i) része adja, hogy Ks nem
sikgraf: Valéban Ks nem teljesiti a |E| < 3|V| — 6 feltételt
(IE|=10és3[V|—6=3-5—6=09).

A tétel (ii) része adja, hogy K33 nem sikgraf: Valéban K33 pdros
graf és nem teljesiti a |E| < 2|V| — 4 feltételt (|E| =9 és
2V|—4=2-6—4=28).

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Szlnet

YL

C
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Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Definicié: El elhagyés operacié

Definicié

Legyen G egy graf, e = xy € E egy éle.
Ekkor G — e (vagy mas jeldléssel G\e) azt a grafot jeldli, amit
G-bdl az e él elhagydsaval kapunk.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Elek osszevondsa operacié

Definicié

Legyen e és f a G graf két éle, amely egy x masodfoku csiicsban
fut ossze. Az e és f élek osszevonasaval kapott grafot ligy kapjuk
G-bol, hogy elhagyjuk az e = ux, f = vx éleket és x cslicsot,
tovabba hozzaadunk egy dj uv élet.

Az alabbi dbra két piros él és két kék él osszevondsat mutatja:

/‘\/

Az e és f élek Gsszevondsdval kapott graf jeldlése legyen G(el f).

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Kontrakcié operacio

Jelolje G/e az e él Gsszehizasaval/kontrakcidjaval nyert grafot,
mely az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

o V(G/e) = (V(G) — {x,y} U{[e]},
o E(G/e) = E(G)\{e},
o /(G/e) természetesen adddik: Amely él eddig x-re vagy y-ra

illeszkedett, az most az x és y csicsokat reprezentald dj ([e])
csticsra illeszkedik. A tobbi illeszkedés marad. )

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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El elhagydsa és a kontrakcidé operacié képen

Az alabbi dbran egy G grafbeli e (piros) élt emeliink ki, majd
megmutatjuk az e elhagyasa és e Osszehlizasaval nyert grafokat.

Ha a fent emlitett e él hurokél, akkor G/e = G — e.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Dualitas

Emlékezteto

Legyen G egy sikrarajzolt graf. Ekkor a G graf dualisdn azt a G*
grafot értjuk, melynek csticsai G tartomanyai, élei pedig
megfelelnek G éleinek (gy, hogy az e él e* parja azon két
tartomanyt reprezentalé csticsokat koti ossze, melyek e két oldaldn
szerepelnek (igy specidlisan szomszédosak).

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Dualitas és az operacidk

A kovetkezo két abra a fent ismertetett két operacidt, az
élelhagydst, illetve az élosszehizast illusztrdlja a G grafon, illetve
annak G* dudlisan.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Az operacidk kapcsolatai

Az 3dbra azt sugallja, hogy (G —e)* = G*/e* és (G/e)* = G* — e*.

(i) (G —e)"=G"/e",
(i) (G/e)* = G* —e™.

Megjegyzés

G(ere)~G/le~G/e.

Az érdekl6do hallgatd szamara a fenti allitdsok bizonyitdsa egy
lehetséges feladat.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Részgraf, topologikus részgraf, minor

Legyen G egy graf.

a) Ha a G grafbdl az R graf él- illetve csicselhagydsoperacidk
segitségével megkaphatd, akkor R-et a G graf részgrafjanak
nevezziik. Jeldlésben: R C G.

b) Ha a G grafbdl a T graf él- illetve csicselhagyas és élpar
osszevonasa operacidk alkalmazasdval megkaphatd, akkor a G
grafban T a G graf topologikus részgrafja. Jelolés: T < G.

c) Ha a G grafbdl az M graf élosszehiizas és él- illetve
csucselhagyas operdcidkkal nyerhetd, akkor T minorként
szerepel (H a G minorja). Jeldlésben: M < G.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Részgraf: példa

A R piros graf a G graf részgréfja, hiszen a zolddel jelolt éleket és
csucsokat elhagyva éppen az R grafot kapjuk.

I

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Topologikus részgraf: példa

A T piros graf a G graf topologikus részgrafja, hiszen a zolddel
jelolt éleket és csticsokat elhagyva, a pirossal jelolt éleket
Osszevonva éppen a T grafot kapjuk.

VA

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Minor: példa

Az M piros graf a G graf minorja, hiszen ha a zolddel jelolt éleket
elhagyjuk, a kijelolt klaszterekben szerepld kék feszitofa éleit éleit
Gsszehtizzuk, akkor éppen az M grafhoz jutunk. (A klaszterek
zsugorodnak dssze M cslicsaiva.)

IA

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Kapcsolatok

Egy részgraf topologikus részgraf is egyben.
Egy topologikus részgraf minor is egyben.

Formalisan, ha G, R grafok, akkor

GODR=G>R=G*»R.

Visszafelé viszont egyik &llitds sem érvényes (lasd alabbi példak).

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Példa topologikus részgrafra, amely nem részgraf

Z
<

C4-b8l C3 barmely két dsszefutd e és e élek dsszevondsival megkaphatd,
vagyis C3 (4 topologikus részgrafja. C4-nek tobb csiicsa van mint
(C3-nak. Részgrafsag esetén alkalmazni kellene a csticselhagyas operaciét,
ami barmilyen végrehajtas esetén egy kételli grafhoz vezetne. Tehat (3
nem részgrafja C4-nek.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Példa minorra, amely nem topologikus részgraf

#

A Petersen-grafbdl Ks a kék szinnel jelolt élek osszehilizdsaval adédik,
tehat Ky a Petersen-grafban minor. Ks nem topologikus részgrafja a
Petersen-grafnak, hiszen a Petersen- graf minden csiicsanak fokszdma 3,
Ks csticsainak fokszama viszont 4. Két mdsodfokd csticsba futd él

Osszevondsaval, cstcs- illetve élelhagyds-operacidval viszont nem lehet
fokszdmot novelni.

A

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Ha G sikgraf, RC G; T < G; M =< G teljesiil, akkor R, T, M is
sikgraf.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Szlnet
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Tovabbi nem-sikgrafok

Kovetkezmény

Ha G sikgraf, akkor Ks és K3 3 nem lehet részgraf G-ben, Ks és
K33 nem lehet topologikus részgraf G-ben, illetve K5 és K33 nem
lehet minor G-ben.

Ha Ks vagy K33 minden élére egy Uj cslicsot helyeziink, akkor
ugyancsak nem sikgrafhoz jutunk, de részgrafként mar nem
taldljuk a K5, K33 grafokat. Azok csak topologikus részgrafként,
illetve minorként lesznek G-ben.

Azaz az elsé allitas nem megfordithatd. Az utolsé két allitds
viszont megfordithaté.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Kuratowski és Wagner tétele

A kovetkez6 harom allitas ekvivalens:
(i) A G graf sikgraf.
(i) A G grafnak nem topologikus részgrifja a Ks és K33 graf
(G 2 Ks; K33).
(iii) A G grafban nincs Ks és K33 minor (G %/ Ks; K33).

A fenti harmas ekvivalencia két fliggetlen eredmény Gsszegzése:
(i)e(ii) a Kuratowski-tétel, mig (i)<(iii) a Wagner-tétel.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Wagner tételének bizonyitasa

Wagner-tételét indirekten bizonyitjuk. tegyiik fel, hogy van G
ellenpélda ra. Azaz G nem sikgraf és nincs benne sem Ks, sem
K3,3 minor. Ekkor van olyan G ellenpélda is, ami minimdlis

(V| + |E| a lehetd legkisebb). igy G minden , csonkitdsa” elveszti
ellenpélda mivoltat. Ez a csonkitott rész egy minor, igy ez csak gy
lehet, ha az mar sikgraf. A bizonyitas hatralévd része
»ellentmondds-vadészat”.

G 3-szorosan Osszefliggd egyszerii graf.

Ha H 3-szorosan &sszefiiggd és |V (H)| > 4, akkor alkalmas e élére
H/e is 3-szorosan Osszefiiggd.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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A Lemma kovetkezménye

A két lemma bizonyitdsa is csak egy technikai , kitéré" a
Wagner-tétel gondolatmenetében. A kovetkezé fejezetre hagyjuk.

Kovetkezmény

Legyen H egyszerli, haromszorosan osszefuiggd graf, melynek
cstcsszama legaldbb 5. Ekkor taldlhaté olyan xy € E(H) él, melyre
a H— {x,y} graf kétszeresen Osszefliggd.

A lemmaban szerepld e él megfeleld, hiszen
H—{x,y} = (H/e) — [e] kétszeresen Gsszefiiggd lesz.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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A Kovetkezmény a G ellenpéldara

Legyen e a Lemma és a Kdvetkezmény kozos éle. G /e nem
tartalmaz Ks, illetve K33 minort (minorjaik G-nek is minorjai),
haromszorosan 6sszefiiggd, igy az indukcids feltevés alapjan G/e
szépen lerajzolhaté.

Ebben a lerajzoldsban ott van a G — {x, y} gréf lerajzoldsa és a
kontrahdlt élt reprezentdld [e] csdcs is.

A G — {x,y} graf kétszeresen Osszefiiggd, igy lerajzolasanak
minden tartomdnydt egy kor hatdrolja.

Azt is amely belsejében ott van az [e] cstcs. Legyen C ezen
tartomany hatdrolé korgraf.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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A Kovetkezmény a G ellenpéldéra (folytatas)

Legyen P = N(x) N V(C), K = N(y) N V(C), ahol N(x)/N(y) az
x/y cstics szomszédainak halmaza.

P elemeire mint piros, K elemeire mint kék csticsok hivatkozunk.

Fontos latni, hogy P N K # () eset is el6fordulhat, azaz a két szin
nem két kizard kategoria.

A kovetkez6 két fogalom és egy folemma segitségével juthatunk el
a bizonyitds befejezéséhez.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Ivek, szepardlhatdsag

Definicié

Egy kort C kort u és v csticsa (u, v € V(C)) két zart ivre bontja,
mégpedig az [u, v]™ és [v, u]™ ivre. A két iv a két uv at
csticshalmaza. Koriink szépen lerajzolt a sikra, igy az ivek
megkiilonboztethetok: a jelolésben az els6 csticsbdl indulva,
éramutatd jardsa szerint haladva jutunk el a masodik csticshoz. A
két iv (csicshalmaz) metszete az {u, v} csicsok. (u, v)™ legyen

[u,v]™ — {u, v}

Definicid

Legyen A és B a C kor csiuicshalmazanak két részhalmaza. Azt
mondjuk, hogy A és B szepardlhatd, ha megadhatdak olyan

u,v € V(C) csticsok, melyekre A C [u, v]™ és B C [v, u]™, vagyis
létezik olyan felbontdsa a kornek, hogy A az egyik iv, B a masik iv
cslicsainak részhalmaza.
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A Folemma

Megjegyezzik, hogy a két iv zart, igy végpontjaik kozosek. A
definicié megengedi, hogy nem-diszjunkt ponthalmazok is
szeparalhatdk legyenek.

Félemma
Legyen C egy kor és A és B a kor két véges részhalmaza. A és B
pontosan akkor nem szepardlhatd, ha a kovetkez6 két lehetoség
valamelyike teljestil.
(i) Létezik olyan a,a’ € A és b, b’ € B négy kiilonbozé csics,
melyek a koron felvaltva helyezkednek el, azaz az (a,a’)™ iv b
és b’ koziil pontosan egyet tartalmazzon.

(i) A=Bés|A| = |B| = 3.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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A Folemma képen

A szeparalhatdsdgot megakadalyozé konfiguracidk a kovetkezo
abran lathatdk (A és B a piros/kék szinekkel kédolt).

A lemma egyszerli eset analizissel ellenérizhetd. Ezt az érdeklodd
hallgatéra bizzuk.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Wagner-tétel bizonyitdsanak vége

1. eset: P és K nem szepardlhatéak a C kor mentén. A félemma
alapjan az (i) vagy (ii) akadalyok valamelyike fellép.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Wagner-tétel bizonyitdsdnak vége (folytatas)

> K; 5 > K;

Lathatd, hogy az (i) esetben K33, az (ii) esetben Ks jelenik meg
minorként, ami ellentmondds, hiszen G-rdl feltettiik, hogy nincs
benne Ks illetve K33 minor.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Wagner-tétel bizonyitdsdnak vége (folytatas)

2. eset: P és K szeparalhatdak a C kor mentén.

A P halmaz és a K halmaz pontjai ott vannak a C kor éleinek
gorbéjén (amely élgorbék egy Jordan-gorbévé olvadnak Gssze).
Abrazoljuk a G — {x, y} megfelelé tartomanyét és az [e] cslicsot,
ahol [e] az Gsszehlizott e élt reprezentdlé csics pontja.

Az [e] csticsbdl kiinduld élek egy része eredetileg x-bél indult és P
valamelyik eleméhez ment, masik résziik eredetileg y-bdl indult és
K valamelyik eleméhez ment. Mivel P és K szeparilt, ezért ezen
éleknek megfelel6 élgorbék megrajzolhatok atmetszés nélkiil dgy,
hogy az [e]-t reprezentdld csiics koril a kiindulé gorbék kozott egy
blokkban legyenek a P-hez és egy blokkban legyenek a K-hez
mens gorbék.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Wagner-tétel bizonyitdsdnak vége (folytatas)

4'&\ 4'&\
A3

G /e ezen lerajzoldsdbdl G egy szép lerajzoldsa mar kdnnyedén
eléallithatd, ha a kontrakcidt ,, visszavonjuk” .
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Tételek lerajzolasokra

Végezetil néhdny tétel kimondasa kovetkezik bizonyitas nélkiil.

Tétel (Fary-tétel)

Ha G egyszerii sikgraf, akkor lerajzolhaté tigy, hogy minden
élgorbéje szakasz legyen.

Tétel (Tutte-tétel)

Ha G egyszer(i, 3-szorosan osszefiiggd sikgraf, akkor lerajzolhatd
ugy, hogy minden élgorbe egyenes szakasz, tovabba minden
korlatos tartomanya konvex sokszog.

Tétel (Steinitz-tétel)

Egy G graf pontosan akkor egy konvex poliéder élgrafja, ha 3-
szorosan Osszefiiggd egyszer(i graf.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020



Nem-sikgrafok Euler tétele Példak nem sikgrafokra Részgrafok, minorok Kuratowski, Wagner tételei Tovéabbi kapcsolédé tételek

Wagner struktiratétele

Tétel (Wagner struktiratétele)

A G graf pontosan akkor nem tartalmaz Ks minort, ha felépitheto
sikgrafokbdl és W Wagner-grafbdl (lasd alabb) legfeljebb harom
pontd klikk menti osszeragasztasokkal és cstics- illetve
élelhagydsokkal.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Wagner-tétel, 4CT

Kovetkezmény

(Wagner szinezési tétele)] Ha a G graf tartalmaz Ks minort, akkor
a kromatikus szama legfeljebb 4.

Wagner szinezési tétele azt mondja, hogy a négy-szin-tétel ezen
alakjdban elég csak Ks-t minorként kizarni. Ez az élesités nagyon
fontos.

Bizonyitdsa a struktdratétel utdn, a négy-szin-tételre vonatkozé
hivatkozdssal egyszerii: A sikgrafok és a Wagner-graf 4-szinezhetd,
a klikkek menti ragasztds nem noveli meg a kromatikus szamot.
Azaz az élesités nem sokkal nehezebb mint a négy-szin-tétel.
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Hadwiger-sejtés

Sejtés (Hadwiger-sejtés)

Ha a G graf nem tartalmaz Ky minort, akkor G kromatikus
szama legfeljebb k.

Illetve egy ekvivalens megfogalmazasa:

Sejtés (Hadwiger-sejtés)

Ha a G graf nem k-szinezhet6, akkor tartalmaz Kjy.1 minort.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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Hadwiger-sejtés rokonai

BSc-s tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy a minorsig helyett
részgrafsaggal dolgozva a megfelel6 allitds ,, nagyon hamis”.

Nem annyira nyilvanvald, hogy topologikus részgrafsaggal dolgozva
is (nagyon) hamis allitdshoz jutunk (ezt lathatjuk, ha az interneten
a 'Hajés-conjecture’-re keresiink).
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Hadwiger-sejtés részeredményei

A minorokat haszndlé Hadwiger-sejtés k = 2 esetet trividlis.
A k = 3 esete egyszerl.

A k = 4 eset igaz (Wagner szinezési tétele), a négy-szin-tétellel
ekvivalens (ahogy vazoltuk).

Ahogy k nd a sejtés nehezedik (miért?).
Ennek ellenére a k = 5 eset (a négy-szin-tétel élesitése) bizonyitott.

A bizonyitdsa a négy-szin-tételre hivatkozik, de igy is nagyon
bonyolult.

Hajnal Péter Sikgrafok, SzTE, 2020
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