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Emlékezteto

Egy c: V(G) — P leképezést a G graf egy (cstics)szinezésének
nevezziik. A c(v) a v csics szine.

A P halmazt palettdnak nevezziik, elemei szinek. Gondolhatunk
P = {piros, kék} hamazra, vagy P = N halmazokra.

A G graf egy szinezése j6 szinezés, ha minden e € E(G) élre
e = uv esetén c(u) # c(v).

Ebben a témakorben egyszerii grafokkal dolgozunk, tehat
csticsszinezések vizsgdlatanal MINDEN GRAFON EGYSZER(
GRAFOT FOGUNK ERTENI.
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Emlékeztetd (folytatds)

Definicié

A G graf egy szinezése k-szinezés, ha a paletta mérete k.

Definicié

Egy G graf kromatikus szama

X(G) = min{k : G-nek létezik j6 k-szinezése} .
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Szinezések és fuggetlen ponthalmazok

Definicié

A G graf esetén egy F C V(G) csdcshalmazt fliggetlen
ponthalmaznak neveziink, ha barmely két F-beli pont kozott sincs
él.

Definicié

a(G) = max {|F| : F figgetlen ponthalmaz G-ben}.

Egy szinezés j6 szinezés, ha minden szinosztaly egy fuiggetlen
halmaz.

Egy j6 szinezés felfoghatd gy is mint a csiicshalmaz egy
osztalyozdsa fliggetlen ponthalmazokra.
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Szinezések és klikkek

Definicié

A G graf esetén egy K C V/(G) csticshalmazt klikknek neveziink,
ha barmely két K-beli pont kozott van él.

Definicié
w(G) = max {|K| : K klikk G-ben}.

Tetszéleges G grafra x(G) > w(G).

Ez kovetkezik abbdl, hogy egy klikkben minden csticsnak mdas-mas
szint kell adnunk jé szinezésnél.
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Emlékezteto

G nem 1-szinezhet6 <= G-ben létezik él.
G nem 2-szinezhet6 <= G-ben |étezik paratlan hosszi kor.

G nem 3-szinezhetd <= G-nek részgrifja a Ky (Ks = 4 csicsu
teljes graf).

Az utolsé dllitdsdban a = irdny nem teljesiil.

4-klikk/ Ky részgraf felmutatdsa egy j6 mddszer
nem-3-szinezhet8ség bizonyitdsara. (Jé és gyors, hatdsos.) De a
mddszer NEM teljes.
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Operacidk

Definicié

(Opl) Bévités: El vagy cstics hozzdadasa a grafhoz. Legyen GT a
G-bdl kapott graf.

(Op2) Csticsosszevonds: Két nem szomszédos cstcs (x, x”)
azonositdsa. Ha x csiics szomszédsagat N(x)-szel jeldljiik, akkor az
osszevondssal keletkezett pont szomszédsiga megegyezik

N(x)U N(x')-vel. Legyen G a G-bé&l kapott graf.

(_O>p3) Hajés-operéci6: Legyen e € E(G), e € E(G'), € = xy,

e = x'y’. Az opericié eredményét jeloljiik

H = Hajés_, -(G, G')-val.

V(H) = (V(G) — {x})u(V(G") — {xX"HU{[x]},

E(H) = (E(G) — {e})U(E(G") — {€'})U{xx"}, az illeszkedés pedig
természetes.
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Példa

Op1 °
G
Ops G v Op2
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Eszrevétel

Ha G és G’ nem k-szinezhetd, akkor GT, G és Hajés(G, G') sem
k-szinezhetd.

Ha G'és G k-szinezhetd, akkor G is az. Ha Hajés(G, G')
k-szinezhetd, akkor G vagy G’ is az.

G™ a Lemma nyilvanvald, ugyanis tobb objektum esetén nehezebbé
vélik a szinezés. G és Hajés(G, G’) esetén is egyszer(i az 4llitas.
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Az észrevétel kihasznalasa

Definicié

A G graf Hajds-konstrudlhaté Ky 1-ekbdl, ha |étezik olyan
Gi, Gy, . .. Gy sorozat, hogy mindegyik G; vagy Ki.1, vagy a
korabbi grafokbdl a fent leirt hdrom operacié valamelyikével
nyerhetd.

Nyilvdn G; mindig csak Ky, 1 lehet, Gy pedig csak Kiy1 vagy egy
olyan graf, ami K41-bdl (Opl) operéciéval kaphaté ((Op2) nem
alkalmazhatd teljes grafokra, (Op3)-hoz sziikséges két korabbi
graf).

Kovetkezmény

Ha G Hajés-konstruadlhatd, akkor G nem k-szinezhetd.

A kovetkezmény bizonyitdsa teljes indukciéval torténhet.
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Példa: Az 5-kerék nem 3-szinezheto.

\/V /@?

Figure: Elészor a Gy és G, grafokon (két négy pontd teljes) hajtjuk végre
az (Op3) operaciét. A Gz grafon pedig az (Op2) operéciét hajtjuk végre,
és az eredmény nem 3-szinezhetdé G4 graf lesz, ami egy 5-kerék.
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A fotétel

Tétel [Hajés Gyorgy]

G akkor és csak akkor nem k-szinezhetd, ha G Hajds-konstrudlhaté
Ky+1-bol.

Az egyik iranyt mar lattuk. A tétel nehezebbik , felét” pedig
indirekt médon bizonyitjuk.
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Bizonyitds: A kezdet

e Tegyiik fel, hogy létezik ellenpélda, azaz létezik olyan G nem
k-szinezhet6 graf, ami nem Hajés-konstrualhaté.

e Tegyiik a G grafot telitetté, azaz adjunk hozza éleket mindaddig,
amig az ellenpélddra vonatkozd két tulajdonsdg teljesul. lgy kapjuk
a Gt gréfot.

o A telités sordn a nem k-szinezhet6ség megmarad. I/gy Gtel
grafhoz élet adva egy Hajds-konstrudlhaté grafot kell kapnunk.
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Tobbrészes grafok

Definicié

Egy G graf teljes r-részes graf, ha a V(G) csdcshalmaz r darab
osztély unidja, és az E(G) élhalmaz pedig az Gsszes ,, keresztél”" az
osztalyok kozott.

Példa
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Lemma

Definicié

A teljes r-részes graf ekvivalens definicidja a kovetkez6: az
,egyenlonek vagy nem osszekotottnek lenni” relacié
ekvivalenciareldcid, tovabba az ekvivaleciareldcié osztalyainak
szama r.

G teljes r-részes graf.
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Lemma bizonyitas

A bizonyitds indirekt médon torténik.

Tegyiik fel, hogy G nem teljes r-részes graf, azaz az , egyenlnek
vagy nem 0Osszekotottnek lenni” reldcié nem ekvivalencia.

Ekkor nyilvan csak a tranzitivitds sériilhet, azaz |éteznek olyan
X, Y,z € V(Gtel) kiilonbz6 pontok, hogy xy, xz ¢ E(Gfe/), de
yz € E(G®™).

Ekkor az xy és xz él hidnya kétféle médot is ad a G*® telitett graf
bovitésére. mindkét esetben a telitettség definicidja alapjan olyan
grafot kapunk, amely Hajés-konstrudlhaté.
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Lemma bizonyitas (folytatas)

Az egyértelmiiség végett a masodik graf (amelyet az xz él
hozzaadasaval kapunk G¢/-bdl) csticsait vesszdkkel latjuk el.

Hajnal Péter Gréafok csticsszinezései, SzTE, 2020



Lemma bizonyitas (folytatas)

Ha erre két grafra végrehajtjuk a Hajésxy’X/Z,(Gfe’, GEel) opericiét,
akkor a kovetkezé grafot kapjuk:
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Hajés-tétel bizonyitasanak folytatdsa

Emlékezziink, hogy a tételt indirekt mddon kezdtiik bizonyitani,
azaz feltettiik, hogy létezik olyan G nem k-szinezhetd graf, ami
nem Hajés-konstrudlhatd. Telitettilk a G gréfot, és az igy kapott
Gte grafrél belattuk, hogy teljes r-részes graf. Folytatva a
bizonyitast két eset lehetséges.

(1) Ha r > k + 1, akkor G* grafnak létezik egy k + 1 pontd
teljes részgrafja, ugyanis minden osztalybdl egy tetszoleges
csuicsot kivalasztva egy ilyen részgrafot kapunk. A részgrafsag
miatt G megkaphaté K 1-b6l egyszerii bévitésekkel, azaz
az (Opl) operacié tobbszori alkalmazédsaval. Ez viszont
ellentmond annak, hogy G* nem Hajés-konstrualhatd.

(2) Ha pedig r < k, akkor nyilvadnvalé, hogy G graf
k-szinezhetd, ami szintén ellentmondas.

Mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, igy ezzel a Hajds-tétel
bizonyitdsa véget ért.

Hajnal Péter Grafok cslicsszinezései, SzTE, 2020
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Emlékezteto

Létezik olyan {G,} grafsorozat, melyre teljesiil, hogy w(G,) =2
(azaz G haromszégmentes), illetve x(G,) — 00, ha n — oo.

Figure: Hiromszogmentes graf
Hajnal Péter Gréafok cslicsszinezései, SzTE, 2020



Lokalis vs globdlis

Vegyiink egy olyan grafot, amelyben nincs haromszog. Tegyiik fel,
hogy ennek a griafnak egy pontjaban allunk.

Ez a pont a szomszédaival egylitt egy csillagot feszit ki, ami az
eredeti graf részgrafja. Ezen lokdlis részeket Idtva semmilyen
nehézséget nem érzékeliink a szinezési problémaval kapcsolatban.

A graf globdlis szinezéséhez sziikséges szinszdm tetszblegesen nagy
lehet. Ez ravilagit a probléma nehézségére. A nehézség formilisan
is igazolhaté: ez az egyik alap N P-teljes probléma (szerepel
Richard Karp 1972-ben o6sszegyiijtott 21 N'P-teljes problémaja
kozott).
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Kiterjesztés

Definicié

Tetsz6leges G graf esetén rogzitsiink egy o € V/(G) csticsot, és
tetsz8leges r € NT esetén definidljuk a kovetkezd részgrafot:

B(o,r) =G ’{veV:d(o,v)gr}a

ahol d(o, v) a legrovidebb ov dt hosszat jeldli.

Az, hogy minden B(o,1) csillag az azzal ekvivalens grafunkban
nincs haromszog.
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title

Erésithetjik a lokdlis feltételiinket azzal, hogy nagyobb sugar
esetén koveteljiilk meg, hogy minden gomb egyszer(i legyen.

Hasonléan B(o, r)-re tett egyszeriiségi feltételekre tobb lehetéség

van

(1) Minden o csticsra B(o, r) paros graf. Ez azzal ekvivalens,
hogy G-ben nem létezik 2r + 1 hosszl, vagy rovidebb paratlan
kor.

(2) Minden o csicsra B(o, r) fa (kdrmentes, hisz a gdmbok
Oszefliggbsége nyilvanvald). Ez azzal ekvivalens, hogy G-ben
nem létezik 2r + 1 hosszl, vagy rovidebb kor.

Definicio
A G graf derékbdségének (girth) nevezziik a kovetkezd
grafparamétert

g(G) = min{¢: G-ben létezik ¢ hosszi kor} .
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Erdos Pal tétele

Adott egy v és egy T pozitiv egész szam, akkor létezik-e olyan G
graf, melyre g(G) > v és x(G) > 77 Azaz az erfsitett lokalis
egyszer(iség mellett is elképzelheté-e szinezésre bonyolult graf? A
vélasz igen.

Tétel (Erdés P4l)

Barmely 7,7 € NT szdmokhoz létezik olyan G graf, amelyre
g(G) >y és x(G) > .

Nem konstruktiv bizonyitast adunk a tételre. (Konstruktiv
bizonyitasok is léteznek, de azok nehezebbek.)

A kovetkezOkben egy valdszinliségszamitdsi médszeren alapuld
bizonyitast mutatunk meg.
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Véletlen grafok

Legyen V egy n elemii csticshalmaz. n értékét késobb rogzitjiik,
egyelore elég azt tudnunk n-rdl, hogy elég nagy.

Barmely V-beli pontparra behizzuk a kozottiik 1évo élt p
valészinliséggel (azaz az Gssze nem kotottség valdszinlisége 1 — p).

A p (0 < p<1)értékét késébb adjuk meg n, 7, fiiggvényében.

Ezzel a mddszerrel felépitiink egy graf értéki{ valdsziniiségi
valtozét. Ez az Erdés—Rényi-féle véletlengraf modell, jelolése

G

Gpp
Tobb ismeretlen paraméteriink is van. Ennek ellenére elére
kijelentett ,, igéreteket” tesziink, és ezeket vastag betiitipussal
fogjuk jelolni. Majd a bizonyitds végén megmutatjuk, hogy ezek az
igéretek valéban teljesiilnek /kielégitheték.
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Kromatikus szam helyett fuggetlen halmazok

A kromatikus szdm vizsgdlata helyett a konnyebben kezelhetd
legnagyobb fliggetlen halmaz méretét vizsgdljuk (szokasos jelolése

a(G)).

x(6)-a(6) > [V(6)] = n.

Azaz, ,ha a(G) kicsi, akkor x(G) nagy". Egyszeriibb nyelven: , ha
csak kicsik lehetnek a szinosztdlyok, akkor sok szinre lesz sziikség
egy j6 szinezéshez".
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Az A; esemény

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a(G) < t. Ez ekvivalens azzal,
hogy G-ben nincs t elemii fliggetlen ponthalmaz.

Jelolje Fr pedig azt az eseményt, hogy R fliggetlen ponthalmaz
G-ben. Ekkor
. (IR\)
P(Fr) = (1-p)(3).

Ervényes tovabbd az aldbbi Osszefliggés:

P(A)=1-P| | J Fr

RI=t

Valdban, kordbbi megjegyzéseink alapjan A; az Ugpcv |r|=¢FR
esemény komplementere.
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Az A; esemény valdsziniiségének becslése

Felhasznélva azt a trividlis tényt, hogy P(U?_,E;) < >°7 | P(E))
azt kapjuk, hogy

t

P =1 (]) a-p,

Felhasznaltuk azt is, hogy (’t’) tag unidjat kell nézni, illetve az unié
altal leirt esemény valdsziniiségét egy olyan oszeggel becsiilhetjiik,

amelyben minden P(Fg) tag értéke kozos: (1 — p)(2).

A becslést egyszerlisithetjiik a (7) < n* durvaésazl—p<e P
nem annyira durva becslésekkel (p pozitiv és kozel lesz 0-hoz)

t(t—1) t(t—1)

-1 e.tlognpr.

2

P(At) > 1— nte—P(é) -1— etlognefp
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Feltessziik, hogy n/2t > 7 és A; valésziniiségére adott alsé
becslés legalabb 2/3 ,



Derékboség helyett rovid korok szama

Jeloljuk §<,-val azt a valdsziniliségi valtozét, amely megadja a
~v-nadl nemhosszabb korok szamat G-ben. Keressiik ennek a
varhaté értékét.
Ehhez vezessiik be a
¢ 1, ha CC Gpp
c= e .
0, kiilonben
valdszinliségi valtozot, ahol C egy lehetséges kor.

Ekkor

E(<)=E| > & =Z< > E(fc))-

Chossza<~y /=3 \Chossza=/

Hajnal Péter Gréafok cslicsszinezései, SzTE, 2020



Rovid korok szamnak varhato értékének becslése

Ha a C hossza ¢, akkor E (¢¢) = p’. Hény darab lehetséges ¢
hosszd kor van? A vélasz (7) (EEI)!, ugyanis a csticsokat
(';)—féleképpen valaszthatjuk ki, és ezeket a kivalasztott ¢ pontokat

@—féleképpen rendezhetjiik korbe.

Felhasznalva az

(n)(ﬁ—l)! _ n(n—1)...(n—£+1) <
¢ 2 20 -

nt
< =
6

R[ =

egyenl6tlenséget, felirhatunk E (£<+)-ra egy fels6 becslést:

Hajnal Péter Gréafok csticsszinezései, SzTE, 2020



Tovabbi feltevések

A becslésnél feltettiik, hogy np > 1, igy hasznalhattuk, hogy az
1-nél nagyobb kvéciensii geometriai sorozat monoton nd, minden
eleme az utolséval felulrdl becsiilhetd.

A paramétereinket gy fogjuk megvalasztani, hogy
~v(np)7/6 < n/6 teljesiiljon.

Hajnal Péter Grafok cslicsszinezései, SzTE, 2020



A végso kovetkeztetés

A fenti valasztasok utan a Markov-egyenlotlenségbdl adddik, hogy

)

P (59 > g) <P(¢< > 3Eé<,) <

w|

n 2
Pléss3) >3
Ezek utan felirhatjuk a

P(Ach (6 25)) >0

megallapitdst, mivel a A két oldalan allé események valdszinlisége
kiildn-kiildn legaldbb 2.

Hajnal Péter Gréafok cslicsszinezései, SzTE, 2020



A keresett graf létezik!

Ebbol kovetkezik, hogy létezik olyan G graf, amelynek n csiicsa
van, és amelyre teljesiil a kovetkez6 két allitas:

o A G-ben Iév8 -ndl nem hosszabb korok szama 75-nél
kevesebb, azaz alkalmas n/2 csics elhagydsaval egy olyan Gg
grafot kapunk, amely derékbdsége legaldbb ~.

o Gp minden szinosztélya legfeljebb t méretii. igy
xX(Go) = [V(Go)|/t = 7.

Azaz Gy a tételt igazolja.
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A paraméter valasztdsok konzisztencidja

Csak az van hatra, hogy a p, t paramétereket ugy kell
megvalasztanunk, hogy az ezekre tett igéreteink igazak legyenek:

0<1—et'°g”_pt(t2_l) <} n 1 T <
37 P> ) V(np) = n,

és emellett n > 2t7.

Egy lehetséges valasztds: p legyen olyan, hogy y(np)” = n. Azaz a
harmadik feltétel igazsaga , definidlja” p-t.

Ekkor np = (n/~)'/7, azaz a mésodik feltétel automatikusan igaz
(n-et nagyon nagynak viélasztjuk).

1
p=—(n/y)"7 =c(y)n” 1,
ahol c(7y) csak a ~-tdl fiiggd konstans.
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Paraméterek valasztdsa (folytatds)

Az elsé feltételben szerepld kitevo

tlogn—c(y)n (1_%) t(t—1)/2.

Ennek negativ, kis abszolat értékii szamnak kell lenni.

Ezt a 1
t = 3(logn)n' "~

vélasztas (nagy n mellett) teljesiti.

n > 2t7 nyilvan teljesil.
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Koszonom a figyelmet! |




