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Bevezetés

Emlékezteto

Legyen G egy graf, E(G) a G élhalmaza, V/(G) grafunk
cstcshalmaza. Legyen F C E(G). Ekkor

V(F) = {x € V : x illeszkedik egy F-beli élre}.

e V(F) egy v elemérél azt mondjuk, hogy F lefedi a v csicsot.

Emlékeztetd: Parositas
M pérositas, ha |V (M)| = 2|M| vagyis M nem-hurok élek
végpont-diszjunkt halmaza.

e Egy M pdrositds dltal lefedett v csticsrdl azt mondjuk, hogy
parositott.

e Legyen V(M) = V(G) — V(M) az M 3ltal nem
pi'rosftott//\/l—pérosftatlan csticsok halmaza.

V(M| = [V(G)| — [V(M)| = [V(G)| - 2|M]|
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Bevezetés (folytatds), példak

Emlékezteto: Teljes parositds
Ha az M pérositas és V(M) = V(G), akkor teljes pdrositdsrol
beszéliink.

e Természetesen csak paros pontszamu grafoknal lehetséges, hogy
létezzen teljes pérositas.

Egy graf egy élhalmazzal (sdrgaval kiemelt élek), ami nem pdrositds
(pirossal jelzett a cstics, ahol két eleme dsszefut). Majd egy parositas,
ami nem teljes parositas (sdrgdval jeleztiik a parositott csdcsokat). Végiil
egy teljes parositas.
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Optimalizalds, algoritmusok

v(G) a G-beli pérositasok kozott a legnagyobb méret.

e Ekkor 2v(G) a legtdbb cstics, amit pérositani tudunk.
|V(G)| —2v(G) a legkevesebb cstics, ami kimarad egy parositasbdl.

e A fenti fogalmak természetes mddon vezetnek a kovetkezo
algoritmikus problémakhoz:
Parositasi problémak: Adott egy G graf.

(1) Keressiink egy M maximdlis elemszamui/optimalis parositést.

(2) Hatdrozzuk meg v(G) értékét.
(3) Dontsiik el, van-e G-ben teljes parositds.
(4) Keressiink minél nagyobb elemszamu pérositast.
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A mohé algoritmus, bevezetés

e Az algoritmus moh¢ jelzGje onnan ered, hogy nem vonjuk vissza
soha a kordbbi dontésiinket, vagyis ha egy élt egyszer
bevalasztottunk a pdrositdsba, mar nem vessziik ki késobb.

e Azzal, hogy kordbbi dontésiinket nem birdljuk feliil egy nagyon
hatékony, egyszerii eljarast kapunk. Sajnos nincs garancia, hogy az
output optimalis.

e Egy M pérositas kiszamitdsat elemi dontésekre bontjuk: minden
élre el kell dontentink, hogy bevélasztjuk-e a parositasba vagy nem.
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Mohé algoritmus

Mohé algoritmus nagy parositds keresésére

(Inicializdlds) Kiindul egy M pérositdsbdl

AMIG létezik e € E(G) — M él tigy, hogy M U {e} is parositas
(Mohé novelés/bdvités) M-et lecseréljiik M U {e}-re.
(Elakadas) Az aktudlis parositas az output

//Ekkor minden M-en kiviili él 6sszefut valamelyik M-beli éllel

o Megjegyezziik, hogy nincs ciklizalasi veszély: barmely javitas
garantaltan noveli a parositas élszamat, ezért az algoritmus
sziikségszeriien leall.

e Elakadas esetén tudjuk, hogy parositasunk egy specidlis médon,
a moh6 médon nem javithaté. Ez nem jelenti azt, hogy ettdl eltérd
médon nem tudunk nagyobb parositashoz jutni.
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Példa

Grafunknak négy ugyanannyi csicsot (legyen ez n, az dbrdn n = 4)
tartalmazé , emelete” van. Két szomszédos emelet kozott minden élt
behlztunk, tovabbi élek nincsenek. A sarga élek egy teljes parositast
alkotnak a két kozépsé szint kozott. Ha a mohd algoritmus ezeket
vélasztja ki elészor, akkor elakad: n élt tartalmaz outputja. A zold élek
egy teljes parositast alkotnak (2n darab él).
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Analizis

e Megemlitiink egy, a fenti algoritmussal kapcsolatos alaptételt. Ez
azt garantdlja, hogy a nagyon egyszerii algoritmus outputja nem
olyan rossz.

Legyen vmons(G) a mohd algoritmus egy tetszleges futdsanak
mérete. Legyen v(G) a legnagyobb parositas mérete. Ekkor

v(G)
2

< Vmohé(G) < V(G)

A masodik egyenl6tlenség nyilvanvalé abbdl, hogy a mohd
algoritmus egy parositast szamol ki.
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Analizis: indoklas

e Legyen M ons @ mohd algoritmus outputja.

o L = V(Myohs) @ mohé algoritmus otputja altal pérositott
pontok halmaza.

e Nyilvanvald, hogy L lefogd ponthalmaz és |L| = 2Umons(G).

. fgy L mérete minden parositas méretét fellilrél becsli, specidlisan
v(G) < |L| = 2vmons(G).
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Javitgatdsos algoritmusok: Bevezetés

o A kovetkezOkben ezeket az algoritmikus problémdkra ajanlunk
megoldasi mddszereket kiillonbozé megkozelitések segitségével.

e A javitgatdsos kombinatorikus médszerek mind egy-egy javitasi
(nagyobbitdsi) mddszeren alapulnak.

e Egy kiinduld parositast javitunk, amig tudjuk.

o Az eljarads végén egy nem javithatd parositashoz jutunk, ami az
output.

e A tovdbbiakban mindig egy G graf és egy M pdérositds lesz
szamunkra adott.
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A javité ut fogalma

Definicié

Legyen G graf M parositas G-ben, P : vy, €1, v1, ..., €k, vk egy ut.
P Ut javitd ut M-re nézve, ha vy és v, nem pdrositottak, k
paratlan és a paros sokadik élek elemei M-nek.

(Y US

A sédrga parositasra nézve a zold Ut javitd Gt. A masodik abran a javitott
parositds lathatd.

Hajnal Péter Javitgatasos parositasi algoritmusok, SzTE, 2021



Az alapkérdés Mohé algoritmus Javité utas algoritmusok Edmonds-algoritmus Parositasi struktdra-tételek +

A javitas

A P javité ut segitségével kapott
M’ = (M\E(P)) U (E(P)\M) = MAE(P) élhalmaz parositas.

e Azaz M’-be P mentén pontosan azon P-beli éleket rakjuk,
melyek eredetileg nem voltak M-ben, P-n kiviil a parositds nem
valtozik.

e Konnyen lathatd, hogy igy mindig eggyel nagyobb élszamd
parositast kapunk. Ezt nevezziik M javitd utas javitdsanak.
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Az algoritmikus séma

o Ezzel sémat kaptunk nagy parositasokat kereso algoritmusokra,
amiket javitd utas algoritmusoknak neveziink. Ezek altaldnos
vazlata:

Javité utas algoritmusok sémaja

Adott egy G graf és benne egy M parositas

AMIG taldlunk M-re vonatkozd javité utat

(Javité utas novelés) M-et lecseréljiik MAE(P)-re.

(Elakadas) Az aktudlis parositas az output
// Ekkor nem létezik M-re vonatkozé javité (dt.
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Megjegyzések

e |tt sincs ciklizalasi veszély, mert barmely javitds garantaltan
noveli a parositds élszamat, ezért az algoritmus sziikségszerlien
leall.

e Az 1 hosszu javitd Ut menti javitds a mohd javitds.

e Azaz a javité utas algoritmusok a mohd algoritmus kiterjesztései.

e A mohd algoritmus elkaddsara korabban lattunk példat.

e Konnyii ellendrizni, hogy azon futva a javitd utas algoritmusok
megtalaljdk a teljes parositdst. Ez nem véletlen.
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Berge-tétel

Tétel (Berge-tétel)

G graf, M parositds. Ha M nem optimalis, akkor létezik ra javité
at.

Vagyis elakadds esetén az aktudlis parositas optimalis.

» Kovetkezmény”
A tovédbbiakban a feladatunk: Adott (G, M) esetén keressiink a G
grafban az M parositasra vonatkozé javité utat.

e A javitdé utak hatékony keresése nem egyszerdi!

o Keresésiinknek olyanak kell lenni, ha sikertelen, akkor ne is
legyen javité at. (Teljesség.)

e Egy grafban az utak teljes sokasdga hatalmas lehet. fgy ennek
végignézése altaldban tdl sokdig tart.

o A kovetkezokben a javitd Ut keresésre mutatunk egy mohd

véltozatot.
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Javité Ut kezdemény, definicid, példa

Definicié
P javitd Gt kezdemény, ha P : vy, e1, v1, ..., €k, vk Ut, és
vo € V(M), valamint a péros indexii élek elemei M-nek.

v Uy v

Egy ot hosszl javité ut kezdemény, ami nem javité dt, mert vs parositott.
A masodik abran egy négy hosszl javité (it kezdemény, ami nem lehet
javité at, hiszen hossza paros.
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Az alapok

e Javité Ut kezdeményeket keresiink és ezeket parhuzamosan
noveljuk annak reményében, hogy javitd Uttd terjesztjuk ki Oket.

o Keresésiink megvaldsitdsa egy cimkézés lesz: A csticsokra
cimkéket helyeziink, aminek jelentése: oda vezetd javité Gt
kezdeményt talaltunk.

e Ezen cimkék egy kicsit tobb informaciét tartalmaznak mint az
odavezeto javitd Ut kezdemény megtaldldsanak ténye. Ha a
megtaldlt javité Ot kezdeménye paros hosszi akkor a cstics kiilsd
cimkét kap, ha pedig paratlan hosszl, akkor belsd cimkét kap.
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Alapok (folytatas)

e Legyen C a cimkézett csticsok halmaza és K a kiils6, B a bels6
cimkézett pontok halmaza. Nyilvan C = KUB.

e A mohésdg abban nyilvanul meg, hogy a cimkehalmaz
folyamatosan boviil, és nincs feliilirds. Azaz, ha azt tapasztaljuk,
hogy mar cimkézett pontba egy eddig nem latott javitd ut
kezdemény halad, akkor ezt elvetjiik (, késén vettiik észre”). Az
eredeti javité Ut kezdemény (amire a cimkézést kordbban
alapitottuk) lesz az amit folytatni prébalunk.

e Kiindulé cimkehalmazt valasztunk (ezek pontok lesznek, amikbe
egy 0 hosszi javité Ut kezdeményt talaltunk, azaz V(M) egy
részhalmaza). Ezek elemei a keresés , gyokerei”. Halmazukat R-rel
jeloljik. Ezek nyilvan kiilsé pontok.
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Mohd javité Ut keresés

Mohé javité ut keresé algoritmus

(Inicializalds) Kiindulunk V(M) egy R részhalmazabdl.

// Kezdetben K =R, B=10, C = K.

AMIG taldlunk k € K csticsot és s cimkézetlen szomszédjat

Ha s nem pdrositott cstics, akkor
(Sikeres keresés) a k-ba vezetd javitd Ut kezdemény s-be
meghosszabbitva egy javitd utat kapunk.

Ha s parositott cstics, akkor

(Mohé cimkendvelés) legyen s’ az M-beli parja. K « KU {s},
B+ BU{s}, C+ CuU/{s,s'}.

(Elakadds) Ha a fenti ciklusbdl nem 'sikeres kereséssel’ jottiink ki,
akkor 'sikertelen kereséssel’ allunk le.

// Sikertelen keresés esetén minden kiilsé pont Gsszes szomszédja
cimkézett.
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A kereso erdo

e A cimkenovelések minden cimkekiosztasdhoz egy ,, felelés”
rendelhetd: az s csilcs k miatt kapja cimkéjét, s’ pedig s miatt. A
megfelel6 élek mentén terjed ki a cimke.

° fgy a cimketerjedést/keresést gyokeres erdd irja le. A gyokerek az
inicializalas soran kivalasztott R pontjai.

o A cimkék tovabbi terjedése dupla dghajtdsokkal torténik.

o A kettO hosszi agak belsé pontjai kapjak a belsoé cimkét. A
végso pontjai a kiilsé cimkét kapott pontok, ahonnan a
keresés/cimkekiosztas tovabbléphet.

o A keres6 erdé minden pontjdhoz tartozik egy gyokér és egy Ut
ami Osszekoti oket. Ez a gyokérbdl indulva egy javité at
kezdemény.
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A kereso erdo képen
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A sérga élek alkotjak parositdsunkat. A zold csticsok azok a parositatlan
csticsok, amelyek kiinduldskor kiilsé cimkét kaptak (R elemei). A piros
csucsok azok a parositatlan csticsok, amelyek kiinduldskor nem lettek
megcimkézve (V(M) — R, a célcsticsok, amiket szeretnénk keresésiinkkel
elérni). A zdld nyilak a dupla dghajtasok (a kiilsé cimke terjedése).
Kozben a kék nyil mutatja a kiosztott belsé cimkét.

Hajnal Péter Javitgatdsos parositasi algoritmusok, SzTE, 2021



Az alapkérdés Mohé algoritmus Javité utas algoritmusok Edmonds-algoritmus Pdrositasi struktira-tételek +

Egy fontos észrevétel

e Kezdetben a cimkezett pontok nem parositott csticsok és mind
kilsé cimkét kap, majd egyszerre két parositott cstics kap cimkét,
egyik kilsét, masik belsot. Ennek két kovetkezményét emeljik ki.

Eszrevétel

(1) s-et dgy valasztottuk, hogy ne legyen cimkezett. Ilgy
automatikusan teljesiil, hogy s’ se cimkézett. Azaz korabbi
igéretiink (nincs Ujracimkézés) teljesiil.

(2) A cimkézés minden cimkekiterjesztése utan |K| — |B| = |R].
Valéban: A kezdetben ez teljesiilt, majd mindig eggyel
noveltiik |K|-t és |B|-t is, azaz kiilonbségiik azonos marad.
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Egy fontos példa

e El6fordulhat, hogy a keresés belsé pontként ér el egy x pontot és
ekkor a keresés x-nek az x’ parja felé megy, és x mds szomszédja
felé nem. Egy masik javité ut kezdemény viszont kiilsé pontként

érné el x-et.

Az abran egy ilyen rossz fazisban elért javité Ut kezdeményt emel ki a
piros ut. Ezt be is fejezhetnénk javité uttd, ha megtalaltuk volna. Azaz a
mohd javitd Gt keresés nem teljes.
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Tétel

e Egy specidlis grafosztdlyra azonban a mohé javitd Gt keresés
mukodik.

Tétel (Harold Kuhn, Kénig Dénes—Egervary Jend/Magyar

mddszer)

Ha G paros graf (A alsé és F felsé szinosztalyokkal), M parositas.
Legyen R = AN V(M). Ekkor ha a mohd javité it keresd
algoritmus sikertelen kereséssel ér véget, akkor M optimalis, azaz
nincs rd vonatkozé javité (t.
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Moh¢ javitéd Ut keresés: pdros grafok esete

e Kezdetben K C A, BC F.

o Cimkekiosztasnal kiilsé cimkét egy belsé cimkéjli pont
szomszédja kap és belsé cimkét egy kiils6 cimkéjii pont szomszédja
kap.

° fgy a fenti tulajdonsag 6roklédik. Mindig (igy az algoritmus
végénis) K C A BCF.

e Azaz a kiils6 és alsé kategoridk ugyanazok. Hasonldan a belso és
fels6 kategdridk ugyanazok.
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Mohé javité Gt keresés: kezdeti megjegyzések

o Feltevésiink szerint sikertelen kereséssel allunk le. Igy a kiilso
pontok szomszédai mind cimkézettek.

X szomszédsaga:
N(X) = {s € V, s szomszédos valamely X-belivel}.

e Tehat az algoritmus végén N(K) C C.

e A tétel nagyon fontos, két bizonyitast is kozliink ra.
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|. bizonyitds: Jelolések

Legyen S C A. Legyen €(S) = |S| — |[N(S)|. Azaz S elemszdmdnak
tobblete szomszédainak szamahoz képest (ami persze lehet negativ

is).

da(P) = |A| — |P| (nem parositott pontok szama A-ban).
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|. bizonyitds: Eszrevétel

Legyen S egy tetszbleges alsé pontokat tartalmazé halmaz, P egy
parositas. Ekkor

da(P) > €(S).

e Tetszbleges P pérositds esetén S-beli csticsok parjai N(S)-bdl
keriilnek ki. gy legaldbb |S| — |N(S)| = €(S) cstics parositatlan
marad A-ban (mar csak S-et figyelembe véve is). Ezek utdn az
észrevételbeli egyeblGtlenség nyilvanvald.

e Persze az észrevétel csak akkor nem semmitmondd, ha €(S) > 0.

Hajnal Péter Javitgatdsos parositasi algoritmusok, SzTE, 2021



Az alapkérdés Mohé algoritmus Javité utas algoritmusok Edmonds-algoritmus Parositasi struktdra-tételek +

|. bizonyitas

Kovetkezmény

Legyen S alsé pontok egy halmaza, amelyre €(S) > 0. Ekkor
G-ben nincs teljes parositas.

e A fenti tulajdonsidgt S halmazokat hasznos kiilon névvel ellatni.

Definicié

Alsé pontok egy S halmaza Kénig-akadaly, ha €(S) > 0, azaz S
szomszédainak szama kisebb mint elemeinek szama.
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|. bizonyitas

Kovetkezmény

Legyen S alsé pontok egy halmaza és P egy parositas. Ha
€(S) = da(P), akkor P egy optimilis parositas.

A fenti esetben azt mondjuk, hogy S egy bizonyitd
alsé-Konig-halmaz P optimalitdsara.
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|. bizonyitas

e Térjiink vissza a G paros grafunkhoz, amelyben az M parositdssal
a magyar mddszert futtatva sikertelen keresést folytattunk.

e Tudjuk, hogy ledllaskor N(K) C C. Péros grafban azt is tudjuk,
hogy K C A, igy N(K) C F. Azaz N(K) C CNF = B.

o |lgazabdl belsé cimkét csak tgy kaphat egy cslics, hogy egy mar
kiilsé cimkéjii cstics szomszédja. Azaz N(K) = B.

e Tehat

e(K) = |K| = IN(K)| = [K| = [B] = [R| = |[AN V(M)] = da(M).

e Azaz K egy bizonyitd alsé-Kdénig-halmaz M optimalitasara.
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Il. bizonyitas

Emlékezteto
Egy L cstcshalmaz lefogé ponthalmaz, ha minden él legaldbb egy
L-beli pontra illeszkedik.

Egy a fogalmat megvilagitd , mese”: Legyen a graf egy mizeum
tervrajza, amiben képek vannak a folyosékon (éleken). Ezeket
orokkel oriztetjuk, akik csticspontokban ulhetnek, ahol az ott
osszefutd osszes folyosét ellenérzik. Minél kevesebb 6rrel akarjuk
az Osszes élt/folyosét ellendrizni.
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Il. bizonyitas

Ha L lefogd ponthalmaz, és P parositas: |L| > |P|.

A, mese” szerepkiosztdsat hasznalé magyarazat: P Ossze nem futd
folyosérendszer, igy mindegyik eleme kiilon 6rt kovetel. Azaz
tetszéleges j6 Grelhelyezésben legalabb |P| darab 6r szerepel.
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Il. bizonyitas

Kovetkezmény

Legyen L egy lefogd ponthalmaz és M egy pdrositas. Ha |L| = |P|,
akkor P a lehet6 legnagyobb parositds G-ben és L a lehetd
legkisebb lefogd ponthalmaz G-ben.

A kovetkezményben szerepl6 L, P par esetén azt mondjuk, hogy L
egy bizonyitd lefogé ponthalmaz P optimalitasira és P egy
bizonyité parositds L optimalitdsara.
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[l. bizonyitas

e Most térjiink vissza G péros grafunkhoz benne egy M
parositassal, ahol a magyar mddszer sikertelen kereséssel allt le.

o Az M-beli élek két csoportra, cimkézett és cimkézetlen élekre
oszthatd. (A cimkézett élek mindkét végpontja, a cimkézetteknek
egyik végpontja sem cimkézett.)

e Jeloljiik a cimkézett fels6 végpontok halmazat Lc-vel, a
cimkézetlen als6 végpontok halmazat L-vel.

o Vegyiik észre, hogy Lc = B. Legyen L = L¢c U L. Ekkor

|L| = |M|, hiszen minden M-beli él egy csticcsal jarul hozza L-hez,
amit ezek a hozzajarulasok adnak ki.
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Il. bizonyitas

L lefogé ponthalmaz G-ben.

e Valdban: Legyen e = af egy tetszbleges él (a € A, f € F).
e (1) Ha f cimkézett, akkor f € B ésigy f € Lc.

e (2) Ha f nem cimkézett, akkor a sem cimkézett (hiszen, ha a
cimkézett, azaz kiilsé pont lenne, akkor szomszédja nem lehetne
cimkézetlen a cimkekiosztas elakaddsanal). Specidlisan a ¢ Cy.
Azaz a pdrositott alsé pont cimkézetlen M-beli élen: a € L¢.

e Tehdt L = Lc U L valdban lefogé ponthalmaz.

o Az észrevétel azt adja, hogy az L, M par olyan, hogy L bizonyitja
M optimalitasat (természetesen M is bizonyitja L optimalitdsat).
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Végsd megjegyzések

e Mindkét bizonyitas tobbet allit mint az M optimalitasa.

e Az is adddott, hogy M optimalitasara van bizonyitd lefogd
ponthalmaz és bizonyitd alsé-Koénig-halmaz.

e Ezek konstruktiv médon addédnak a magyar médszer
, melléktermékeként” .

e Az is adddott, hogy a masodik bizonyitasban kiolvasott L lefogd
halmaz optimadlis. Azaz a magyar mddszer alkalmazhaté a
legkisebb méretii lefogd ponthalmaz meghatarozasara paros
grafokban.
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Az altalanos eset: A kiindulas

e Az el6z6 tétel paros grafokra miikodik csak. A kovetkezd részben
az altalanos esetben vizsgaljuk a problémat, azaz nem
sziikségszerlien paros grafokban keresiink javité utat egy adott
parositasra nézve.

e A magyar médszerben az alsd parositatlan pontokbdl inditottuk a
keresésiinket. Altaldban nincs ilyen fogalmunk, mint , alsé pontok” .

e Most kiinduldsnak K = V(M), B = ) cimkézést valasztjuk.

e Azaz az 0Osszes parositatlan pontot 0 hosszi javitd at
kezdeményeknek tekintjiik és alkalmazzuk a mohé cimkenovel6
eljarast elakadasig.

e Ez biztosan elakad, hiszen a novelés mohdén torténik és
kezdetben minden lehetséges javité Gt végpont , lehetséges javitd
Ut kezdépont” cimkét kap.
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Edmonds-algoritmus: Kezdeti forma

(Inicializ4l4s) Legyen R = V(M). Kezdetben K = R, B = 0),
C=K=R.

(Cimkendvelés) Mohé cimkendvelés elakadésig

// Ekkor a kiilsé csicsok mindegyik szomszédja cimkézett.
Kialakul egy F kereso6 erd6. A keresé erdd mindegyik komponense
egy-egy R-beli pontban gyokerezett.

Ha K-n beliil nincs él, akkor (Sikertelen keresés)

Ha e = kk' € E, ahol k, k' € K:

// Legyen r és r’ azon R-beli elemek, amelyekbdl
indulé/amelyekben gyokerezd keresések megcimkézik k-t és k'-t.
Ha r # r’, akkor (Sikeres keresés) a k-ba vezetd javité ut
kezdemény utdn e-n keresztiil k-ba [épve, majd bejdrva az ehhez
vezetd javité Ut kezdeményt forditva r és r’ kozotti javité utat
taldltunk.

Ha r = r/, akkor (Edmonds-eset) x // Késébb targyaljuk.
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Edmonds-eset: Fogalmak

e Legyen P az r-bol k-ba vezet6 javitd Gt kezdemény, ami a
cimkézéséért felel. Hasonléan legyen P’ az r(= r')-bél k’-be vezetd
javité Ut kezdemény, ami a cimkézéséért felel.

o Legyen a. az eldgazds pontja, azaz az utolsé cslics, amig a két
it kozosen halad.

ae-ben a keresd erdd szétdgazik vagy P és P’ koziil valamelyik 4t
ledll (azaz ae € {k, k’}). Mindkét esetben a. egy kiilsé pont a
felépitett keres6 erddben.

P-n a.-t8l k-ig, illetve P'-n a.-t8l k’-ig dupla dghajtasokkal ért el a
keresés. Azaz az odavezet6 két Ut mindegyike paros hosszud, amit e
egy paratlan korré, C, fliz ossze.
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Edmonds-eset: Eszrevétel

C. Osszes pontjaba vezet paros hosszl javité (it kezdemény is.

Definicié

G-ben a C, kor zsugoritdsa (a kor ponthalmazat egy pontba
hdzzuk 6ssze) a G grafhoz vezet. Formalisan:

V(G) = V(G)\V(Ce)U{c} (c egy j pont, ami a kor dsszes
cstcsat reprezentalja). E(G) = E(G)\{Ce-n beliili élek}. /(G)
természetes médon definidlt.

M=MnNE(G).

F: a Ce-n kiviili dupla dghajtasokkal felépliilé keresé erdd.
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Példa

Edmonds-algoritmus P3arositdsi struktira-tételek +

Az els6 dbra a keresést és az e élt mutatja. A masodik dbra a C kort és
annak a pontjat mutatja. A harmadik dbrdn a zsugoritas utani helyzet

lathatd. Végil azt mutatjuk meg, hogy a cimkézés, hogyan terjed a
zsugoritds utdn.
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Lemma

(i) M parosités G-ben
(i) F kereséerds M-ra
(iii) c kiils8 pont F-ben.

o Legyen C egy kor G-ben és M egy parositds. M egy e = xy élét
C tiiskéjének nevezziik, ha x és y koziil az egyik C-re, a masik C-n
kiviilre esik. Zsugoritdsndl a C, koriink olyan, hogy 1 vagy 0
M-beli tiiskéje van.

e Konnyen lathatd, hogy két vagy tobb tiiskés korok zsugoritdsa
utdn a megmaradt M-beli élek nam alkotnak parositast.

o A C, kor tliskéinek szama attdl fligg, hogy a. gyokér-e vagy nem.
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Az Edmonds-eset

Edmonds-eset

(Kor keresés) A megfeleld e él megtaldlasa utan hatdrozzuk meg a
C. kort.

(Zsugoritas) Zsugoritsuk ezt. _ N

(Az informdcidk dtmentése) A zsugoritds egy G grafhoz, M
parositashoz és az erre vonatkozd F kereso erdohoz vezet.
(Iteracié) Ezzel térjiink vissza a (Cimkendvelés) Iépéshez

e A zsugoritott kort reprezentald cslics kiilsé pont.
o A korre estek eredetileg belsd cimkét kapott csticsok is.

e Tehat a zsugoritas egy cimke feliilirds. Itt lépuink ki a kordbbi
mohd keresés kereteibdl.
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Hol is tartunk?

e Hogyan néz ki az eddig leirt 1épések végrehajtasa?
e Az algoritmusunk , generikus futdsa” soran egy
(G, M) = (Go, Mo) — (Gl, Ml) — ... (Gg, Mg)

zsugoritas sorozatot hajt végre, majd sikeres vagy sikertelen
kereséssel ledll.

o A sikeres keresés esete sem vildgos. A lathatd javitéd Gt egy My-re

vonatkozd javité ut Gy-ben. Nekiink egy M-re vonatkozé javité t
kell G-ben.
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Hogyan tovabb?

Hianyzé Tétel
Legyen P javitd Ut My-re Gp-ben. Ekkor létezik javitd at M-re
G-ben.

Hidnyzé Lemma

Legyen P javité it M-ra G-ben. Ekkor létezik javité it M-re
G-ben.

Hianyzdé Tétel
Ha az Edmonds-algoritmus , Sikertelen kereséssel” all le, akkor M
optimalis, azaz nem létezik rd vonatkozd javité (t.

Igazabdl a hianyzé lemma konstruktiv bizonyitdsa sziikséges.
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Az Edmonds-algoritmus vége

Az Edmonds-algoritmus vége

(Sikeres keresés lezardsa) Ha sikeres kereséssel léptiink ki az
algoritmus f6 vazabdl, akkor a fenti lemma /-szeres alkalmazdsaval
vetitsik ezt vissza az eredeti grafba.

Az igy kapott P javitd Ut lesz algoritmusunk outputja.

(Sikertelen keresés lezarasa) Ha sikertelen keresés tortént az
l-szeresen zsugoritott grafban, akkor az output: " Nincs javité ut”.

v
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A hidnyz6 tétel: Definiciék

Definicié
Legyen R C V(G). Ekkor

B(R) = a(G - R) - R,

ahol ¢; a pdratlan pontszamu komponensek szamat adja meg egy
grafra. Ez az R ponthalmaz Berge—Tutte-paramétere.

e Azaz a ponthalmaz (§-értéke megadja milyen tobblettel
rendelkeznek a ponthalmaz elhagyasdval keletkezé paratlan
pontszdmu komponensek szdma az elhagyott pontokkal szemben.
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A hidnyzé tétel: Eszrevétel

A paraméter azért fontos, mert tetszOleges P parositasra és R
cstcshalmazra teljestilnek a kovetkezok.

e G — R minden pdratlan pontszamu komponensében lesz legaldbb
egy cslics, amit P a komponensen belul nem péarosithat.

e Ezek lehetnek még P altal parositva, de parjuk csak R-bdl
keriilhet ki.

e Ha a fenti 3 tobblet pozitiv, akkor legaldabb annyi parositalan
csucsunk lesz.

e Altaldban tetszéleges R C V/(G) és P parositas esetén
B(R) < 4(P),

ahol ¢ a parositdshoz a pérositatlan csiicsok szamat rendeli.
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A hidnyzé tétel: Az észrevétel kovetkezményei

e Ez az Osszefiiggés két nagyon fontos észrevételhez vezet.

Definicié

T C V(G) cstcshalmazt Tutte-akadalynak nevezziik, ha 8(T) > 0.

Ha G-ben van Tutte-akadaly, akkor nem lehet teljes parositdsa.

Eszrevétel: Berge-parok, Berge-bizonyiték
Ha R C V(G) és P parositas olyan, hogy

akkor P optimdlis parositas.
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A hianyzé tétel: Emlékezteto, jelolések

e Az algoritmus futdsa soran egy
(G, M) = (Go, Mo) — (Gl, Ml) A (Gg, /\/Ig)

zsugoritds-sorozat torténik.

e Gj-ben egy M;-re vonatkozé keres6 erd6 épiil fel, amelyben B; a
bels6 és K; a kulso cstiicsok halmaza.

e Megjegyezziik, hogy Kjy1 csticshalmaz van egy cstics, ami nem
szerepel Gj-ben: az éppen zsugoritott kort reprezentdld cslics egy
(j cstcs. Bjy1 azonban Gj-ben is , ott van”. Példaul B, mindegyik
G; grafnak egy cstcshalmaza.
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A hianyzé tétel: A lényeg

Sikertelen keresés esetén mindegyik Gj-ben By, M; egy Berge-par.

A tétel nyilvanvaldéan adja, hogy M; optimilis G;-ben, azaz i =0
esetén kapjuk az Edmonds-algoritmus korrektségéhez sziikséges
allitast.

A bizonyitandé egy éllitds-sorozat. Ezt i=¢,0—1,0—2,...,2,1,0
sorrendben igazoljuk teljes indukciéval.
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A hidnyzé tétel: Elindul az indukcié

o / = { esetén azt kell észrevenniink, hogy Gy — By-ben K, elemei
izolalt csticsok.

e Valdban: Koztiik nem mehet él mert vagy sikeres lenne a keresés
vagy tovabbi zsugoritds torténne.

e Ky cslicsaibdl csak By-hez vezet él, hiszen a cimkekiterjesztés
elakaddsig tortént.

e igy specidlisan c1(G; — By) > |Ky|, tovabba

B(Be) = c1(Gr — Be) — |Be| > |Ke| — |Be| = 6(My).
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A hidnyzé tétel: Az indukcids lépés

e Az indukcids |épéshez azt kell észrevenni, hogy a Gj+1 — G;
ugrasban az osszezsugorodott kor, ¢j;1 a Kjy1 kiilsé ponthalmaz
egy eleme, azaz egy Gji1 — By-beli cslics egy paratlan korré

. fajodik fel”.

e Ez csak egyetlen komponensre hat. Azaz G; — By komponensei
egy kivételével megegyeznek Gj11 — By komponenseivel egy
kivételével.

e G; — By kivételes koponense Gj1 — By kivételes (a ¢, csticsot
tartalmazd) komponensébdl keletkezik.

e Az j komponens pontszamanak paritdsa megegyezik a
felfijodott komponens pontszdménak paritasival (egy cstcsot
helyettesitettiink paratlan sokkal). Specidlisan

C1(G,' — Bg) = Cl(Gi+1 — Bg).
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A hidnyz6 tétel: Az indukcids [épés (folytatas)

e Azaz By a G; grafban felvett 5 paramétere (az indukcids feltevést
hasznalva)

a(Gi — By) — B = a(Giy1 — Be) — [Be| = 6(Mj41).
e A bizonyitas befejezéséhez azt kell észrevenni, hogy
d(M;) = |V(G;)| — 2|M;| az algoritmus futdsa sordn nem valtozik.

e Valdban, egy 2k + 1 hossz( kor zsugoritdsa a cslicsok szamat
2k-val, a parositott élek szamat k-val csokkenti. Azaz
d(Mit1) = 0(M;).
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Kovetkezmények

Tétel (Tutte-tétel, 1947)

Egy grafban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha nem
tartalmaz Tutte-akadalyt.

Tétel (Berge-formula, 1958)

Legyen G egy tetszOleges graf. Ekkor

max{B(T): T C V(G)} = min{6(P): P parositds}.

A Tutte-tétel ekvivalencidjanak egyik irdnya, illetve a
Berge-fomuldban az egyik oldal nem-kisebb volta nyilvanval4, nem
kivan a fogalmak ismereténél és , jézan paraszti észnél” tobbet.
Ezen , fél allitasok” felismerése és indokldsa teszteli a hallgaté
megértésének mélységét.
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Petersen tétele

o A Tutte-tétel szokdsos alkalmazdasa a kovetkezo tétel.

e Petersen tételét tobb mint egy félévszazaddal a parositasok
elméletének kialalkuldsa el6tt kozolte. Bizonyitdsa nem alapult
korabbi grafelméleti vizsgélatokon.

Tétel (Petersen-tétel, 1891)

Egy kétszeresen élosszefliggd, 3-regularis grafban van teljes
parositas.
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Az aldbbiakban egy tetszéleges G graf V(G) ponthalmazanak csak
G-t6l fliggd harom diszjunkt halmazra vald felosztasat irjuk le. A
hdrom osztély jelentésége a késobbiekbdl lesz vilagos.

Definicid

Legyen
D = {x € V(G) : G-ben van x-et elkeriil6 optimalis parositds},

A = N(Dg) = D¢ szomszédainak halmaza,

Cec = V(G) = (DG UAc;).
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Legyen G egy graf egy M optimdlis/maximalis elemszamu
parositassal. Futassuk az Edmonds-algoritmust, amely sikertelen
kereséssel all le: Egy — esetleg G-bol tobbszoros zsugoritassal
kapott — grafban az aktudlis kiilsé pontok K halmazdban nincs él,
tovdbba K-bdl nem vezet él cimkézetlen csticsokhoz (azaz

Viktuglis — (K U B)-hez, ahol B az aktudlis belsé pontok halmaza).

Tétel
A fenti definidlt K és B halmazokra teljeslilnek a kovetkezok.

a) Azon pontok halmaza G-ben, amelyek a zsugoritasok soran K
egy elemére képzddnek éppen Dg.

b) Azon pontok halmaza G-ben, amelyek az egész algoritmus
soran belsé pontok maradnak (azaz B elemei) éppen Ag.

c) Azon pontok halmaza G-ben, amelyek az egész algoritmus
soran cimkézetlenek maradnak éppen Cg.

Azaz specidlisan az a)-c) pontokban leirt, ldtszélag az
Edmonds-algoritmus futdsatdl (amelyben sok nem-determinisztikus
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A tétel bizonyitdsa az Edmonds-algoritmus ismeretén és a
helyességének bizonyitdsan alapul. Nem végezziik el, az érdeklodd
hallgaté megprébdlhatja az igazolast.

A fenti tétel konnyli kovetkezménye az aldbbi.

Tétel (Gallai—Edmonds-struktiratétel)

a) G|p, komponensei faktor-kri- tikusak, azaz nincs benniik
teljes parositds, de barmelyik pontjuk elhagydsa utdan mar lesz
benntik.

b) Legyen S az a paros segédgraf, amely egyik szinosztalyanak
elemei Ag pontjai, masik szinosztdlyanak elemei G|p,
komponensei; élei a D¢ és Ag kozti élek (természetes
illezkedéssel: xy él (x € D¢, y € Ag) esetén a két végpont y,
illetve x komponense G|p.-ben. Ekkor az S paros grafra
minden ) C X C Ag esetén ennek szomszédsiga tobb elemii
mint [X|.

c) Glc, egy teljes parositassal rendelkezé graf.
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Végiil a struktiratétel egy egyszer(i kovetkezményét adjuk.

Tétel

Legyen G egy pont-tranzitiv Osszefiiggd graf (azaz Aut(G), G
automorfizmus csoportja tranzitiven hat V(G)-n, azaz minden
u,v € V(G) esetén taldlhaté olyan automorfizmusa G-nek, amely
u-t v-be viszi). Ekkor G-ben van teljes pdrositas vagy majdnem
teljes parositds (azaz olyan parositds, amely egyetlen csticsot hagy
parositatlan).
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Pont-tranzitivitds esetén két lehetéség van. Vagy Dg = V(G)
(ekkor Ag = Cg = 0) vagy Dg = 0 (ekkor Ag = 0, Cc = V(G)).
A Gallai—Edmonds-struktiratétel mindkét esetben adja az allitast.
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A Gallai—Edmonds-struktiratétel egy grafot haromféle osszetevore
bont: faktor-kritikus grafok, elemi paros graf, teljes parositassal
rendelkez6 graf. Az allitas bizonyos értelemben megfordithaté: Ha
faktor-kritikus grafok egy csalddjat elemi pdros graf szerint
osszekotiink egy A csticshalmazzal, amely csiicsait egymas kozt és
egy P teljes parositdssal rendelkezd graf pontjaival kotiink ossze,
akkor egy olyan G grafhoz jutunk, amely
Gallai—Edmonds-felbontdsa visszaadja a kiindulé (tetszélegesen
valasztott) OsszetevOket.

Fontos az dsszetevék mély megértése. Az aldbbi (bizonyitds nélkiil
kozolt) tétel ezen irdnyba tett els6 lépés.
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Definicié

Legyen H egy graf. H egy fulragasztdssal torténd bovitése alatt azt
értjik, hogy f1,..., f;_1 0j pontot adunk grafunkhoz. Tovabba
V/(H)-bdl kijldloliink fy, f; csicsokat (amik egybe is eshetnek) és
grafunkhoz hozzaadjuk az 4j fofi, fifa, ..., fr_1f; éleket. Azaz egy
utat vagy egy kort ragasztunk H-hoz. ¢ a fiil hossza.

| A\

Tétel

G akkor és csak akkor faktor-kritikus, ha megkaphaté az egy pontu
grafbdl partalan hosszi fiilek ragasztdsaval.
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