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Bevezetés

Az el6adds a BSc Kombinatorika kurzus folytatasa.

Sokszor vissza kell utalnunk, fel kell idézniink ott elhangzott
fogalmakat, osszefuiggéseket. Az ilyen , emlékeztetok” rendszeresen
megszakitjdk az el6adast.

Idézziink fel néhany fontos grafelméleti fogalmat.

Grdfnak nevezziik azokat a (V/, E, I) harmasokat, ahol V és E
tetszoleges diszjunkt halmazok, | C V x E illeszkedési relacié. A
V halmazt a graf csicshalmazanak, E-t élhalmaznak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a v csics illeszkedik az e élre, ha (v,e) € I. Az
illeszekdési relacié olyan, hogy minden élre egy vagy két csiics
illeszkedik.
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Bevezetés (folytatas)

Definicio: Egyszer( graf

Az egyetlen cslicsra illeszedo éleket hurokéleknek nevezziik. Ha e;
és e, olyanok, hogy ugyanazon cstics(ok)ra illeszkednek, Sket
parhuzomos éleknek nevezziik. Az olyan grafokat, amelyek nem
tartalmaznak hurokélt és parhuzamos éleket, egyszerii grafoknak

hivjuk.

Definicié: Fokszam

Egy cslics fokszaman, fokan a cslcsra illeszked6 élek szamat
értjuk, Ugy szamolva, hogy minden hurokél kétszer illeszkedik
egyetlen pontra.
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Fokszamsorozatok

Definicio: Fokszamsorozat

A di,...,d, szdmsorozatot a G graf fokszdmsorozatanak
nevezziik, ha G fokainak nemcsokkend sorozata. Specidlisan
n=|V|], di >...> d, teljesiil.

o Alternativ jelolésként dy = dnmax, illetve d, = dnmin jeloléseket is
hasznaljuk.

o Megjegyzezziik, hogy a fokszadmsorozatbdl a graf élszama is

kiolvashaté az .,
> di=2|E|
i=1

osszefuiggés alapjan.
e Ugyanez az Osszefliggés mas formaban

atlagfzd/n*aE’/n
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Az alapkérdés

Alapkérdés

Adott (d;)!_; szamsorozat. Van-e olyan G graf, amely
fokszdmsorozata az adott sorozat?

e Ha igen a valasz, akkor abban az esetben azt mondjuk, hogy a
sorozatot realizalja a G graf.

e Természetesen egy realizalhatd sorozat elemei mindig
természetes szamok. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a
realizdlhatdsag szempontjabdl vizsgilandé sorozat természetes
szamokat tartalmaz.
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Egy észrevétel

Amennyiben G-re semmilyen kikotést nem tesziink, az alap dontési
kérdésre a vélasz egyszerii.

A (d;)"_, szdmsorozat pontosan akkor realizdlhaté, ha > ; d;
paros.

Az egyszerii bizonyitds (ami egy gyakorlé feladat) a hurokélek
lehetségét erbsen kihasznadlja.
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Tovabbi kérdések

e Természetesen adddik a kérdés, hogy mi a helyzet, ha
hurokéleket nem engediink meg.

e Vagy altalaban: Mikor realizalhaté természetes szamok egy adott
sorozata egy specialis feltételekkel rendelkezé graffal? A
kovetkezokben ilyen kérdéseket vizsgalunk.

e Amennyiben a kérdésre igenl6 a valasz szinesithetjik
problémankat:
(1) Kérhetjiik egy realizalé graf megadasat.

(2) Kérhetjiik az dsszes realizal6 graf felsorolasat.
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Hurokél nélkuli grafokkal torténo realizacid

A (d;)"_, csokkend szdmsorozat pontosan akkor realizalhaté
hurokél nélkili graffal, ha
e > ! . dj paros, és

o di =dnax < da+dz--- +dp.
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Hurokél nélkuli grafokkal torténd realizacid, a bizonyitds

n

o El6szor tegyiik fel, hogy (d;)7_; realizalhaté hurokél nélkiil.
Ekkor az 1. feltételrdl lattuk, hogy teljesiil.

o A 2. feltételhez tekintsiik a realizdlé graf di-hez tartozé csiicsat,
erre d; élre illeszkedik.

o Mdsrészt az Osszes tobbi cstics Osszesen
di+---+di—1+diq1+ ...+ dp élre illeszkedik.

o A hurokélek kizdrdsa miatt az elobbi csticson atmené élek mind
illeszkednek egy masik cslicsra is, tehat legfeljebb
di+---+di—1+diq1+ ...+ dy van beldlik.

° fgy n feltételt kaptunk: fokszamsorozatunk mindegyik eleme
legfeljebb annyi mint a tobbi fok osszege.

e Ezek koziil csak az nem nyilvanvald, amikor a kivett csics foka a
maximalis. Ez éppen a 2. feltétel.
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Hurokél nélkuli grafokkal torténd realizacid, a bizonyitds

e A masik irdnyt >.7 ; d; szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.
El6szor tekintsiik az elfajuld esteket.

e Ha d; <1, akkor az &llitas konnyen l4thaté (fokszdmsorozatunk
egy parositassal realizdlhatd).

e Ha n =1, akkor a 2. feltételbdl d; = 0 adddik (az iires Gsszeg
értéke 0).

e Ha n =2, akkor a 2. feltételbdl di = d» adddik, igy a két cslics
kozott di darab parhuzamos élt tartalmazd graf realizélja a
sorozatot.

e A tovédbbiakban igy feltessziik, hogy n > 3 és di > 2 (egyben

dr > 1).

e A > " | di =0 esetet ismét realizdlja az n pontd, lres élhalmazi
graf.

o Legyen m:= Y7, d;. Tegyiik fel, hogy > 7 ; di < m esetén két
feltételiink garantdlja a hurokél nélkiili realizaciét.
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Hurokél nélkuli grafokkal torténd realizacid, a bizonyitds

e Vizsgdljuk a
d—1,db—1,d5,...,d,

sorozatot.
e Ez nem szikségszeriien csokkend. Maximalis eleme d; — 1 vagy

ds (amikor is di = d» = d3). Mindkét esetben a két feltételiink
teljestl a sorozatra.

° fgy alkalmazhaté az indukcids feltevés: az Uj sorozat realizalhaté
hurokél nélkiili graffal.

e Ennek két kiilonbozé csiicsa di — 1 és d» — 1 fokd. Ezeket egy

plusz éllel osszekotve olyan grafhoz jutunk, amely a bizonyitandét
adja.
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Hurokél nélkuli grafokkal torténd realizacid, egy
megjegyzés

Az indukcids bizonyitasbdl konnyen kiolvashaté egy rekurziv
algoritmus, amely az adott feltételeknek elegettevé sorozathoz egy
megfeleld realizdlé grafot konstrudl.
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Egyszerii grafokkal torténd realizacié

Most attériink a jéval nehezebb kérdésre, amikor is a realizalé
grafot az egyszerli grafok kozott keressiik.

Ha a (d;)"_; csokkend szamsorozat realizalhaté egyszerii graffal,

akkor van olyan realizalé egyszer(i graf, amely csicsai vi, ..., vy,
ahol d; = d(v;), és a v; cslics szomszédai pontosan a
V2, V3, ..., V4 +1 csucsok. (A realizdlhatésagi feltétel miatt

di < n—1 garantalt).
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A Lemma egy kovetkezménye

V. Havel (1955) és S. Hakimi (1962) tétele

(dj)_; akkor és csak akkor realizalhaté egyszerii graffal, ha

d2_]-7d3_17"‘7dd1+1_17dd1+27"'7dn

o A kovetkezmény egyik iranya nyilvanvald.

o A kovetkezmény masik irdnya egyszeriien adédik az el6bbi
lemmabdl, hiszen ha vessziik azt a (d;)7_;-t realizalé gréfot,
amelyben v; a dj tovabbi legkisebb indexii csiiccsal szomszédos,
akkor a vy csticsot elhagyva olyan grafot kapunk, amely éppen a
fenti fokszdmsorozatot realizélja.
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A Lemma bizonyitasa

e Legyen G olyan realizal6 graf, amelyre d(v;) = d; és v
szomszédainak indexosszege minimalis. Azt allitjuk, hogy ez a graf
olyan, amilyet a lemma &llit.

e Indirekt dton tegyiik fel, hogy nem, azaz létezik i < j lgy, hogy
v1 szomszédos vj-vel, de nem szomszédos v;-vel.

e vj-nek egy szomszédja ismert (vi), dj — 1 masikrél még nem
tudunk semmit. vj-nek van d; ,tisztdzatlan” szomszédja (ezekrdl
tudjuk, hogy vi-t6l kiilonbozéek).

o A csokkend sorrend miatt d; — 1 < d; — 1 < d;. Ez csak lgy
lehet, ha van egy olyan x # v csiics, amely vj-vel szomszédos, de
v;-vel nem.

o Képezziik G-bél a G grafot gy, hogy a (vj, v1) és (v, x) éleket
elhagyjuk G-bél, majd hozzavessziik a (vj, x) és (v;, v1) éleket.
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Egyszerii grafokkal torténd realizacid, a lemma bizonyitasa

N

i<j

Figure: A szaggatott vonalak élek HIANYAT jelslik. Ez az informacié
garantdlja hogy a “switch” utan is egyszer(i grafot kapunk.

e lgy a graf egyszerli maradt és fokszamsorozata sem valtozott,
viszont G-ben v; szomszédainak indexosszege csokkent.

e Ez ellentmond G vélasztisanak.
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Egy megjegyzés

e Vegyiik észre, hogy igy a kovetkezmény dltal rekurziv algoritmust
(Havel—Hakimi-algoritmus) kaptunk EGY realizal6 graf
megkeresésére.

e A bizonyitds egy gyors algoritmust is ad EGY realizalé egyszer
graf konstrukcidjara.

e Az Osszes realizalé graf hatékony listazasa egy tavolrdl sem
trividlis kérdés.
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Fa, alapdefinicidk

Most fakkal torténd realizacidkat vizsgaljuk.

Fak
Fa, aghajtas operacid.

Kovetkezmény (Fék élszamdra vonatkozé alaptétel)

Minden fara
|E| = |V|—1.

Azaz egy n ponti fanak n — 1 éle van.

Trivialitds
Egy legaldbb két pontd faban nem lehet izoldlt csiics.
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Sziikséges és elégséges feltételek

Tegyiik fel, hogy n > 2. Ekkor a (d;)"_; sorozat pontosan akkor
realizalhaté faval, ha 27:1 di =2n — 2 és dpin > 0 teljesil.
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Bizonyitas

o Az elégségesség bizonyitdsa n szerinti teljes indukcidval torténik.

e Ha n =2, akkor a feltételek miatt di = d» = 1. Ezt egyetlen
graffal ralizalhatjuk a kétpontd, egy élt tartalmazé fagraffal.

e Tegyiik fel, hogy n — 1 cslicsra igaz az allitas, és n > 3.

e Ekkor egyszer(i szamolassal 1 < djtag = % < 2 addédik, és
persze di = dmax = dstlag = dmin = d, teljesul.

e Ebbdl d, =1, és di > 2 adddnak, hiszen a fokszamok egészek.
° fgy adi—1,do,...,dy—1 szdmsorozat is teljesiti a tételbeli
feltételeket, tehat az indukcids feltevés szerint faval realizalhatd.
e Ebbol a fabdl megkaphaté az eredeti fokszamsorozathoz tartozé
fagraf egy, a di-hez tartozd csicsbdl torténd aghajtdssal (az j
cstics/levél tartozik a d, = 1 fokszdmhoz).
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Fakkal torténo realizacid, algoritmus

e A bizonyitds most is ad egy egyszerii/gyors eljardst egy realizal6
fa konstrukcidjara.

30 3,
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Fakkal torténo osszes realizacio

o Az Osszes realizalé fa felsorolasahoz kivalasztunk egy 1 foku
csticsot (a bizonyitdsban u). Ez tetszdleges lehet, 6nkényesen
vélaszthatjuk.

e A lehetséges szomszédai (v) a legalabb 2 fokd pontok (|V/| > 3).

e Itt az Osszes v-t vessziik és képzeletben osszekotjiik u-t és v-t.
Ezzel az u csics kornyezete kialakult. V' — {u}-n tetszblegesen
kialakithatunk egy fat csak arra kell vigydznunk, hogy u-ban az (j
rész az elSirt foknal 1-gyel kevesebb legyen (az uv él igy médositja
a fokot a kivant értékre).

e Azaz egy (] realizacids problémank lesz eggyel kevesebb csiiccsal,
azaz eggyel rovidebb fokszdmsorozatra. Ezt az otletet iterdljuk,
amig 2 hosszu fokszamsorozathoz nem jutunk.

e A kiinduld sorozat Osszes realizalé fajat megkapjuk. Valdban:
Egy fa-realizicié, hogyan maradhatna le a listarél? Sét, a kialakuld
listdn nem lehet ismétlédés (miért?).
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Fakkal torténo osszes realizacid, algoritmus

Algoritmus

Adott: Egy (d;)!_, sorozat amelyre teljesiil, hogy
Yoiidi=2n—2és dpj, > 0.

e Ha n = 1,2, akkor egyetlen egy fokszamsorozat jon széba,
amelyet az egyetlen V csicshalmazi fa realizal.

e n > 2 esetén rogzitsiink egy tetszlleges u € V csticsot, amelyre
d(u) =1.

e Az Gsszes v € V cslicsra, amelyre d(v) > 2 vegyiik V — {u}

halmazon a
div)—1, x=v

modositott fokszam elGirdst.

e Rekurziv médon a kapott sorozat 0sszes realizacidjat listazzuk.
e A lista Osszes fdjara a v-bol u-ba torténé aghajtassal kapott
grafot az eredeti sorozat listdjara rakjuk.
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Fakkal torténo osszes realizacid, példa

A rekurzid esetei egy nagy faban foglalhatok ssze. Sok csticsban a
feladat ugyanazt a fokszdmsorozatot tartalmazza csak mds és mas
csticshalmazra. Az elburjanzé feladattomeg fajanak egy toredékét

a kovetkezo dbra tartalmazza:
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Fakkal torténo osszes realizacid, szamok

e Konnyli 6sszeszamolni, hogy 180 darab realizalé fa van.

e Ez annak koszonhetd, hogy egy konkrét csticshalmazon
vizsgaljuk a problémat.

e Fa-izomorfiatipusbdl csak ot kiilonbozo realizalja az adott
fokszamsorozatot.
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Fakkal torténo osszes realizacid, osszeszamlalas

A fenti rekurziv algoritmus konnyen atalakithaté egy tétel
indukcids bizonyitdsava, amely megadja, hogy adott csticsokhoz
rendelt fokszamokat hany fa realizalja (feltéve, hogy a sorozat
realizdlhatd). A nehézség, hogy meg kell sejteni a helyes valaszt.

Tétel

Legyen (d;)?_, egy faval realizlhaté fokszdmsorozat. Ekkor azon
fak szama a {vi, v, ..., v,} csldcshalmazon, amelyekre d(v;) = d;
(i=1,...,n):
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Fakkal torténo osszes realizacid, osszeszamlalas

A tételt egy kicsit mas formaban bizonyitjuk. A kiindulé
fokszdmsorozatban megengediink 0-kat is. A mddositott tétel
ugyanaz mint az eredeti forma:

Legyen (d;)?_, € N" (n > 2) olyan, melyre teljesiil a

id;:2(n—1)

egyenldség, ekkor ezen fokszdmsorozatot realizalé fak szama:

n di
(n—2)! Hﬁ‘
i=1 "
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Fakkal torténo osszes realizacid, emlékezteto

e Ha valamely j indexre d; = 0, akkor a fokszdmsorozat nem
realizdlhaté faval, hiszen legalabb egy legalabb két pontbdl allé fa
cslicsainak fokszama minimum 1. llyen esetben a formula értéke is
0.

e Tegyiik fel, hogy 1 < di < dpb <--- < d, és a realizald fa csicsai
{vi}f_, ahol d(v;) = d;.

e Tudjuk, hogy
1< -1
- Zd,’ = 2n <2,
n n

igy di = 1, azaz a v; cstics minden realizalé faban levél.

e A realizalé fakat n — 1 diszjunkt csoportba oszthatjuk aszerint,
hogy a v1 csticsnak melyik masik cslics a szomszédja. Ha
realizéljuk a dy, d3,...,di—1,di — 1,dit1,. .., d, fokszamsorozatot
faval, akkor megkapjuk az eredeti fokszamsorozat egy realizacidéjat,
amelyben v; szomszédja v;.
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Fakkal torténo osszes realizacid, bizonyitds

Ezt felhaszndlva teljes indukcidval igazoljuk a formula helyességét.
Az allitds n = 2 esetén nilvanvaldan igaz. Tegylik fel, hogy allitas
teljesul n — 1 cslcs esetén.

° — d; di —1 L
o9 (1) =5 (11 51 -
(n—13) (Hdl)Zd—l):(n—ﬂ!' %.
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Adott csticshalmazon 1évo fak szama, Cayley tétele

Tétel (Cayley)

A {vi,va,...,v,} halmazon n"~2 fa adhaté meg.

Egy alternativ forma:

Tétel (Cayley)

Azaz az n csicsi teljes graf (K,,) feszitéfainak szama n"—2.
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Cayley-tétel bizonyitdsa

A fokszamok eloszldsa szerint csoportositva a megszamolandé
fakat a szdmukra a kovetkezd osszefliggés adddik

n

1 n—2)!
D I T B 1%d)

d1,da,...,dn€N\{0} i=1 d +dy +-+dy =n—2
d1+d2+~~-+d,,:2(n—1)

ahol di” =d; — 1.
Vegylik észre, hogy az egyenléség jobb oldala a multinomialis tétel
specialis esete, igy

nodor
dy +dy +-+dy =n—2 iz ;!

- - _
> 1%””d)lld1 1% 1% = (14 41)"2=p""2
i=1Y

di +dy +-tdy =n—2
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Koszonom a figyelmet! |




