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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Folyamok: Emlékeztetd

Az Algoritmusok és bonyolultsaguk targyban szerepelt a folyamok
elmélete (ott megtaldlhatdk a szitkséges definicidk). A kdvetkezd
tétel a folyamok alaptétele.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Folyamok: Emlékeztetd

Az Algoritmusok és bonyolultsaguk targyban szerepelt a folyamok
elmélete (ott megtaldlhatdk a szitkséges definicidk). A kdvetkezd
tétel a folyamok alaptétele.

Legyen H egy halézat és f egy folyam benne. Ekkor a kovetkezok
ekvivalensek:

(i) f egy maximalis értékii folyam a H hal6zatban.
(i) A H hélézatban nincs f-re vonatkozé javité (t.

(iii) A H halézatban van olyan forrds/nyel6 vagas, amely
kapacitdsa megegyzik f értékével.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Folyamok alatét

Kovetkezmény: maximalis-folyam-minimalis-vagas tétel, MFMC
tétel

Legyen H : (8, c,s, t) egy halézat. Ekkor

max{é(f) : f folyam H-ban} =

min{c(V) : V forrds/nyel6 vigas H-ban}.

[m] = = =

DA



Folyamok alatétele: K

Kovetkezmény: maximalis-folyam-minimalis-vagas tétel, MFMC
tétel

Legyen H : (8, c,s, t) egy halézat. Ekkor
max{é(f) : f folyam H-ban} =

min{c(V) : V forrds/nyelé vigds H-ban}

Az alaptétel egy masik kovetkezménye a
Ford—Fulkerson-algoritmus.

[m] = = =

DA
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Folyamok alatétele: Kovetkezmények

Legyen H : (E, c,s, t) egy halézat. Ekkor

max{é(f) : f folyam H-ban} =
min{c(V) : V forrds/nyel6 vagds H-ban}.

Az alaptétel egy masik kovetkezménye a
Ford—Fulkerson-algoritmus.

Ha a # hélézatban minden él kapacitdsa egész (c : E(Z) — 7),
akkor van olyan optimalis folyam is, amelyben minden élen egész
anyagmennyiség folyik.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Legyen 8 egy irdnyitott graf s/t forrds/nyeld csiiccsal.

«0O0>» «F»r» «=» « » Q>
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Uniform haldézatok

Legyen 8 egy irdnyitott graf s/t forras/nyeld csticcsal. Ha minden
él kapacitdsat 1-nek vessziik, akkor kapunk egy 7—[3 hédlézatot.

Legyen 8 egy tetszbleges irdnyitott graf két kitlintetett s, t
csticesal. Legyen Hz a kovetkezd haldzat: (G,c=1,s,t).

(i)
max{é(f) : f folyam Hz-ban} =
max{k : Py, Ps,..., P é-diszjunkt st-utak G-ben}
(i)
min{c(V) : V forrds/nyelé vigds Hz-ban} =

min{|S|: S C E(G) forras—nyel6 szeparal6 élhalmaz}.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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A MFMC tétel és a feladat egy tiszta grafelméleti tételt ad:

«0O0>» «F»r» «=» « » Q>
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Menger elso tétele

A MFMC tétel és a feladat egy tiszta grafelméleti tételt ad:

(Menger tétele)

Legyen 8 egy tetszbleges iranyitott graf két kitiintetett s, t
csuccsal. Ekkor

max{k : Pi, Py, ..., Py é-diszjunkt st utak G-ben} =
min{|S|: S C E(G) egy forrds/nyelé szepardlé élhalmaz}.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Menger tételei iranyitott grafokra

(Menger tételei)

Legyen 8 egy tetszbleges irdnyitott graf két kitlintetett s, t csiccsal. Ekkor
(i)
max{k : P1, P2, ..., Pk él-diszjunkt St utak E—ben} =
min{|S| : SeetE(G) forrds/nyeld szepardlé élhalmaz}.
(ii)

max{k : Pi1, P, ..., Py bels-csics-diszjunkt St utak 8—ben} =

min{|U|: U C V(é) — {s, t} forras—nyel6 szeparal6 csticshalmaz}

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Menger tételei iranyitatlan grafokra

Menger tételei iranyitatlan grafokra
Legyen G egy tetszOleges irdnyitatlan graf két kitlintetett s, t csiccsal.
Ekkor

(i)
max{k : P1, P2, ..., Pk él-diszjunkt st utak G-ben} =
min{|S|: S C E(G) forrds/nyel6 szeparald élhalmaz}.
(ii)
max{k : Pi,Pa,..., Pk belsé-cstics-diszjunkt st utak G-ben} =
min{|U| : U C V(G) — {s, t} forrds/nyel6 szeparilé csticshalmaz}.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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akkor a tétel érdektelen.

A belcs6-cstics-diszjunkt utak esetében ha létezik St vagy st él,

«O>» «F»r «=» 4 > Q>
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Egy megjegyzés

A belcso-cstics-diszjunkt utak esetében ha létezik St vagy st él,
akkor a tétel érdektelen.

Megfelel6 szeparalé U halmaz nem létezik, a P; utak ugyanazon
egy €l Ut (belsd cstics nélkiil) lehetnek.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Egy megjegyzés

A belcso-cstics-diszjunkt utak esetében ha létezik St vagy st él,
akkor a tétel érdektelen.

Megfelel6 szeparalé U halmaz nem létezik, a P; utak ugyanazon
egy €l Ut (belsd cstics nélkiil) lehetnek.

Azaz mindkét optimalizalasi feladat optimuma oco. Ekkor érdemes
az s és t kozotti élek hidnyat feltenni.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefiiggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

k-szoros élosszefliggoség

Definicié

Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan élosszefiiggd
(roviden kélof), ha tetszOleges k-nal kisebb elemszamii élhalmazat
elhagyva a kapott graf osszefliggé lesz.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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k-szoros élosszefliggoség

Definicié

Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan élosszefiiggd
(roviden kélof), ha tetszOleges k-nal kisebb elemszamii élhalmazat
elhagyva a kapott graf osszefliggé lesz.

Minden F C E(G) élhalmazra |F| < k esetén G — F Osszefiiggd.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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k-szoros élosszefliggoség

Definicié

Legyen k egy pozitiv egész. G graf k-szorosan élosszefiiggd
(roviden kélof), ha tetszOleges k-nal kisebb elemszamii élhalmazat
elhagyva a kapott graf osszefliggd lesz.

Minden F C E(G) élhalmazra |F| < k esetén G — F Gsszefliggd.

A feltételnek teljestilni kell F = () esetén is, azaz alapgrafunk
osszefiiggd. Az Osszefliggoségnek meg kell maradnia, ha valddi, de
nem , nagy” élelhagyds torténik.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefiiggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

k-szoros (cstcs)osszefliggdség

Definicié

Egy G graf k-szorosan (pont)éosszefiiggs (roviden kof), ha
tetszoleges k-nal kisebb elemszami csticshalmazat elhagyva a
kapott graf osszefiiggd és |V(G)| > k.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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k-szoros (cstcs)osszefliggdség

Definicié

Egy G graf k-szorosan (pont)éosszefiiggs (roviden kof), ha
tetszoleges k-nal kisebb elemszami csticshalmazat elhagyva a
kapott graf osszefiiggd és |V(G)| > k.

Minden U C V/(G) csticshalmazra |U| < k esetén G — U
osszefiiggd, tovabba | V| > k.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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k-szoros (cstcs)osszefliggdség

Definicié

Egy G graf k-szorosan (pont)éosszefiiggs (roviden kof), ha
tetszoleges k-nal kisebb elemszami csticshalmazat elhagyva a
kapott graf osszefiiggd és |V(G)| > k.

Minden U C V/(G) csticshalmazra |U| < k esetén G — U
osszefiiggd, tovabba | V| > k.

A pontszamra adott technikai feltétel szerepe, hogy a graf
elegendden nagy legyen: a definiciéban szerepld ,, nem til nagy”
ponthalmaz elhagyasa utédn is legaldbb két pont maradjon.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefiiggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Példak

A fak nem kétszeresen élosszefliggbek, ha van élik.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Példak

A fak nem kétszeresen élosszefliggdek, ha van éliik.

A korok kétszeresen Osszefiiggbek (amennyiben legaldbb harom
cstcsuk van), és igy kétszeresen élosszefiiggbek is, de nem
haromszorosan osszefliggbek.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Példak

A fak nem kétszeresen élosszefliggdek, ha van éliik.

A korok kétszeresen Osszefiiggbek (amennyiben legaldbb harom
cstcsuk van), és igy kétszeresen élosszefiiggbek is, de nem
haromszorosan osszefliggbek.

A k + 1 ponttt grafok koziil csak a teljes graf k-osszefiiggo.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Osszefliggések

A kovetkezd diagram a kiilonbozé osszefiiggdségi fogalmak
viszonyait foglalja 0ssze. Azon grafosztilyok kozott, amelyek
tartalmazdsa nem vezethet6 le a diagrambdl nincs is tartalmazas.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Osszefliggések

A kovetkezd diagram a kiilonbozé osszefiiggdségi fogalmak
viszonyait foglalja 0ssze. Azon grafosztilyok kozott, amelyek
tartalmazdsa nem vezethet6 le a diagrambdl nincs is tartalmazas.

lof <« 20f <« 3of « ... « kof <«
¢ | | |
Lélof <« 2élof <« 3élof <« ... <« kélof «

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Osszefliggések

A kovetkezd diagram a kiilonbozé osszefiiggdségi fogalmak
viszonyait foglalja 0ssze. Azon grafosztilyok kozott, amelyek
tartalmazdsa nem vezethet6 le a diagrambdl nincs is tartalmazas.

lof <« 20f <« 3of « ... « kof <«
¢ | | |
Lélof <« 2élof <« 3élof <« ... <« kélof «

A vizszintes sorokban levé kapcsolatok a definicidk alapjan
nyilvdnvaldak.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Osszefliggések

A kovetkezd diagram a kiilonbozé osszefiiggdségi fogalmak
viszonyait foglalja 0ssze. Azon grafosztilyok kozott, amelyek
tartalmazdsa nem vezethet6 le a diagrambdl nincs is tartalmazas.

lof <« 20f <« 3of « ... « kof <«
¢ | | |
1élof « 2élof « 3élof <« ... <« kélof <«

A vizszintes sorokban levé kapcsolatok a definicidk alapjan
nyilvanvaldak. A fuggéleges nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit
nehezebbek.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Osszefliggések

Lovasz leemelése

A kovetkezd diagram a kiilonbozé osszefiiggdségi fogalmak
viszonyait foglalja 0ssze. Azon grafosztilyok kozott, amelyek
tartalmazdsa nem vezethet6 le a diagrambdl nincs is tartalmazas.

lof <« 20f <« 3of « ... « kof <«
¢ | | |
1élof « 2élof « 3élof <« ... <« kélof <«

A vizszintes sorokban levé kapcsolatok a definicidk alapjan

nyilvanvaldak. A fuggéleges nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit
nehezebbek. A csillagozott ekvivalencia csak korldzottan igaz.

1-szeresen Osszefliggdségben a legaldbb két pontisag is feltétel,
osszefuiggségnél nem.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Osszefliggések

Lovasz leemelése

A kovetkezd diagram a kiilonbozé osszefiiggdségi fogalmak
viszonyait foglalja 0ssze. Azon grafosztilyok kozott, amelyek
tartalmazdsa nem vezethet6 le a diagrambdl nincs is tartalmazas.

lof <« 20f <« 3of « ... « kof <«
¢ | | |
1élof « 2élof « 3élof <« ... <« kélof <«

A vizszintes sorokban levé kapcsolatok a definicidk alapjan
nyilvanvaldak. A fuggéleges nyilakkal jelolt kapcsolatok egy kicsit
nehezebbek. A csillagozott ekvivalencia csak korldzottan igaz.
1-szeresen Osszefliggdségben a legaldbb két pontisag is feltétel,
osszefuggdségnél nem. A tobbi fuggdleges inplikacié az alabbi
lemm3abdl kovetkezik.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foki Gsszefiiggés Minimélis grafok Lovész leemelése

Lemma

Lemma

Legyen e egy G graf tetszOleges éle és v egy tetszbleges pontja.

Legyen k > 2.

(a) Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen
élosszefliggd.

(b) Ha G k-szorosan Gsszefliggd, akkor G — v (k — 1)-szeresen
osszefiiggo.

(c) Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G — v-nek tetszéleges
szdmU komponense lehet.

(d) Ha G k-szorosan Gsszefiiggd, akkor G — e (k — 1)-szeresen
osszefuggo.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Magasabbfokt osszefliggoség jellemzése

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Magasabbfokt osszefliggoség jellemzése

(i) Egy G graf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha
tetszoleges két pontja kozott létezik k darab paronként
éldiszjunkt at.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Magasabbfokt osszefliggoség jellemzése

(i) Egy G graf akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha
tetszoleges két pontja kozott létezik k darab paronként
éldiszjunkt at.

(i) Egy G graf akkor és csak akkor k-szorosan Gsszefiiggd, ha
tetszOleges két pontja kozott Iétezik k darab ut, amelyek belsé
pontjainak halmaza paronként diszjunktak (Utjaink
pontfiiggetlenek), tovabba |V(G)| > k.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Biz

A két dllitas egy-egy irdnya egyszerii: a megfelel6 utak létezése
garantdlja a megfelel6 Osszefliggbséget.

[m]

=

DA
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Bizonyitds: Trivialis irany

A két allitas egy-egy iranya egyszeril: a megfelelé utak létezése
garantalja a megfelel6 osszefliggdséget.

Valéban: Tegyiik fel, hogy a grafunk megfelel6 ritkitdsa utdn nem
Osszefliggd grafot kapunk, azaz két maradék pont kozott — x és y
— nem lesz ut.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitds: Trivialis irany

A két allitas egy-egy irdnya egyszerii: a megfelel6 utak létezése
garantalja a megfelel6 osszefliggdséget.

Valéban: Tegyiik fel, hogy a grafunk megfelel6 ritkitdsa utdn nem
Osszefliggd grafot kapunk, azaz két maradék pont kozott — x és y
— nem lesz ut.

A feltételt x és y-ra alkalmazva a garantdlt Gtrendszer mindegyikét
megszlintette a ritkitds. Az utak fliggetlensége miatt ez nem lehet.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Legyen G egy graf, x,y € V tetszbleges két cstics és k adott.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (i)

Legyen G egy graf, x,y € V tetszéleges két csiics és k adott.

Tegylik fel, hogy G k-szorosan élosszefiiggd, és alkalmazzuk a
Menger-tételt.

k <min{|L| : L C E(G),G — L-ben nincs xy ut} =
=max{/: Py,..., P, éldiszjunkt xy utak}

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (i)

Legyen G egy graf, x,y € V tetszéleges két csiics és k adott.

Tegylik fel, hogy G k-szorosan élosszefiiggd, és alkalmazzuk a
Menger-tételt.

k <min{|L| : L C E(G),G — L-ben nincs xy ut} =
=max{/: Py,..., P, éldiszjunkt xy utak}

Tehat létezik k darab éldiszjunkt xy Gt G-ben.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Tegyiik fel, hogy G k-szorosan Gsszefiiggd.

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



Biz

Tegyiik fel, hogy G k-szorosan Gsszefiiggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p.

[m]

=

DA
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Ha p > k, akkor teljesiil az allitas.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Lovasz leemelése

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Ha p > k, akkor teljesil az allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P
k — p-szeresen 0Osszefliggd.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Ha p > k, akkor teljesil az allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P
k — p-szeresen 0Osszefliggd.

Belatjuk, hogy létezik kK — p pontfuggetlen xy G4t G — P-ben.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Ha p > k, akkor teljesil az allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P
k — p-szeresen 0Osszefliggd.

Belatjuk, hogy létezik kK — p pontfuggetlen xy G4t G — P-ben.

Alkalmazzuk a Menger tételének irdnyitatalan, pontfiiggetlen
véltozatat (G — P-ben x és y nem Gsszekotott):

k—p<min{|U|: UC V(G)\{x,y}, G— P — U-ban nincs xy 0t} =
=max{/: Pi1,...P; pontfiiggetlen xy utak G — P-ben}

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Ha p > k, akkor teljesiil az allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P
k — p-szeresen 0Osszefliggd.

Belatjuk, hogy létezik kK — p pontfuggetlen xy G4t G — P-ben.

Alkalmazzuk a Menger tételének irdnyitatalan, pontfiiggetlen
véltozatat (G — P-ben x és y nem Gsszekotott):

k—p<min{|U|: UC V(G)\{x,y}, G— P — U-ban nincs xy 0t} =
=max{/: Pi1,...P; pontfiiggetlen xy utak G — P-ben}

Ezért létezik k — p darab pontfiiggetlen xy G4t G — P-ben.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Bizonyitas: Nem-trividlis irdny (ii)

Tegylik fel, hogy G k-szorosan Osszefliggd.

Legyen az xy élek halmaza P, P elemszdma p. A P-beli élek
pontfiiggetlen xy utak.

Ha p > k, akkor teljesiil az allitas. Ha p < k — 1, akkor G — P
k — p-szeresen 0Osszefliggd.

Belatjuk, hogy létezik kK — p pontfuggetlen xy G4t G — P-ben.

Alkalmazzuk a Menger tételének irdnyitatalan, pontfiiggetlen
véltozatat (G — P-ben x és y nem Gsszekotott):

k—p<min{|U|: UC V(G)\{x,y}, G— P — U-ban nincs xy 0t} =
=max{/: Pi1,...P; pontfiiggetlen xy utak G — P-ben}

Ezért létezik k — p darab pontfliggetlen xy Uit G — P-ben. Ha
ehhez hozzavessziik P elemeit mint 1-hosszi xy utakat, akkor k
darab pontfiiggetlen xy utat kapunk G-ben.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefiiggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Osszefuggoségi paraméterek

Definicié
A G graf osszefliggdségi paraméterei:

(G) max{k : G k-szorosan élosszefiiggd}, ha G Osszefiiggd
K =
¢ 0, ha G nem Osszefliggd

() max{k : G k-szorosan osszefiiggd}, ha G Osszefiiggd
K =
0, ha G nem Osszefliggd

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Minden G gréfra teljesiilnek a kovetkezok:

ke(G) = min max{k: Pi,...Px éldiszjunkt xy utak} =

x,y€E(G)
= min min |E(V)| = min |[E(V)|,
x,y€EE(G) V xy vagés V végas

ahol V={S, T}, SUT=V(G), SNT=0,5T#0.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Algoritmikus megjegyzések

ke(G) és k(G) is hatékonyan kiszamolhaté folyam-algoritmussal.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Algoritmikus megjegyzések

ke(G) és k(G) is hatékonyan kiszamolhaté folyam-algoritmussal.

max |E(V)| kiszdmitasa , nehéz", N'P-teljes probléma.
V vagas

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Szunet

YL

S
‘4 nm)
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

minimalis k-szorosan élosszefuiggd grafok

Definicié

Legyen G graf, k pozitiv egész. G-t minimalis k-szorosan
élosszefliggdnek nevezziik, ha
(i) k-szorosan élosszefiiggd, tovabba

(i) barmely e élre G — e mar nem k-szorosan élosszefliggd.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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minimalis k-szorosan élosszefuiggd grafok

Definicié

Legyen G graf, k pozitiv egész. G-t minimalis k-szorosan
élosszefliggdnek nevezziik, ha
(i) k-szorosan élosszefiiggd, tovabba

(i) barmely e élre G — e mar nem k-szorosan élosszefliggd.

k = 1-re a minimalis k-szorosan élosszefliggd grafok a fak.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

minimalis k-szorosan élosszefuiggd grafok

Definicié

Legyen G graf, k pozitiv egész. G-t minimalis k-szorosan
élosszefliggdnek nevezziik, ha

(i) k-szorosan élosszefiiggd, tovabba

(ii) barmely e élre G — e mdr nem k-szorosan élosszefliggd.

k = 1-re a minimalis k-szorosan élosszefliggd grafok a fak.

Ha G minimélis k-szorosan élossszefiiggd, akkor nincs benne
hurokél.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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minimalis k-szorosan élosszefuiggd grafok

Definicié

Legyen G graf, k pozitiv egész. G-t minimalis k-szorosan
élosszefliggdnek nevezziik, ha
(i) k-szorosan élosszefiiggd, tovabba

(ii) barmely e élre G — e mdr nem k-szorosan élosszefliggd.

k = 1-re a minimalis k-szorosan élosszefliggd grafok a fak.

Ha G minimélis k-szorosan élossszefiiggd, akkor nincs benne
hurokél.

Ha G k-szorosan élosszefiiggd és legaldbb két csicsa van, akkor
minden cslics foka legaldbb k.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Egy ponthalmaz hatdra: A definicié

U C V(G) hatéra:

OU={xy € E(G): xeUésy¢ U, vagy x¢ Uésy e U}

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Egy ponthalmaz hatdra: Kép

(&

oUu

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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oU = 9U, ahol U = V(G)\ U.



~Egy ponhaimaz et Kep
oU = 9U, ahol U = V(G)\ U.

d(x) = [0{x}].

Ha G-ben nincs hurokél, akkor barmely x € V(G)-re

o 5

DA



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Egy ponthalmaz hatdra: Kép

oU = dU, ahol U= V(G)\ U.

Ha G-ben nincs hurokél, akkor barmely x € V(G)-re
d(x) = |0{x}|.

G akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd, ha V(G) barmely
valédi, nem-iires részhalmazanak hatdra legaldbb k darab élt
tartalmaz.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Mader tétele

Mader tétele

Legyen k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf,
|V(G)| > 2. Ekkor a kdvetkezdk teljesiilnek:

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Mader tétele

Mader tétele

Legyen k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf,
|V(G)| > 2. Ekkor a kdvetkezdk teljesiilnek:

(i) Van G-ben k-fokd cstcs.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Mader tétele

Mader tétele

Legyen k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf,
|V(G)| > 2. Ekkor a kdvetkezdk teljesiilnek:

(i) Van G-ben k-fokd cstcs.
(i)™ G-ben legaldbb két darab k-fokd csics van.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Mader tétele

Mader tétele

Legyen k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf,
|V(G)| > 2. Ekkor a kdvetkezdk teljesiilnek:

(i) Van G-ben k-fokd cstcs.
()" G-ben legaldbb két darab k-fokii csiics van.

Definicié

| A

k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf. A

P C V(G) halmazt pontos halmaznak nevezziik, ha a hatdra k
elemi.

A\

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Mader tétele

Mader tétele
Legyen k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf,
|V(G)| > 2. Ekkor a kdvetkezdk teljesiilnek:
(i) Van G-ben k-fokd cstcs.
()" G-ben legaldbb két darab k-fokii csiics van.

Definicié

k pozitiv egész, G minimalis k-szorosan élosszefliggd graf. A
P C V(G) halmazt pontos halmaznak nevezziik, ha a hatdra k
elem.

A tétel i) éllitdsa ekvivalens azzal, hogy G-ben van egyelemii
pontos halmaz.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Eszrevétel

Ha tetszéleges e = xy € E(G)-re G — e nem k-szorosan
élosszefiiggd, akkor létezik olyan C C V/(G) céfolé halmaz, amelyre
|06_eC| < k. Ekkor C pontos G-ben és elvilasztja x-t és y-t.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Ha tetszbleges e = xy € E(G)-re G — e nem k-szorosan
élosszefiiggd, akkor létezik olyan C C V/(G) céfolé halmaz, amelyre
|06_eC| < k. Ekkor C pontos G-ben és elvilasztja x-t és y-t.

V(G)

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Mader tételének bizonyitdsa (i): Esetek

Legyen M minimélis pontos halmaz G-ben, azaz olyan pontos
halmaz, amelynek semelyik valédi részhalmaza sem pontos. Azt
allitjuk, hogy M egyelemi.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Mader tételének bizonyitdsa (i): Esetek

Legyen M minimélis pontos halmaz G-ben, azaz olyan pontos
halmaz, amelynek semelyik valédi részhalmaza sem pontos. Azt
allitjuk, hogy M egyelemi.

VG)

1.eset

2.eset

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



1. eset: M-en beliil nem halad él.

«0O0>» «F»r» «=» « » Q>



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Mader tételének bizonyitdsa (i): 1. eset

1. eset: M-en beliil nem halad él.

Ekkor a kovetkez6 egyenl6ség teljesiil:

k=|oM| = |o{m}|= ) d(m)

meM meM

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Mader tételének bizonyitdsa (i): 1. eset

1. eset: M-en beliil nem halad él.

Ekkor a kovetkez6 egyenl6ség teljesiil:

k=|oM| = |o{m}|= ) d(m)

meM meM

Tudjuk, hogy G-ben minden cstics foka legaldbb k, ezért M csak
egyelemii lehet.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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M-en beliil halad legalabb egy é€l.

it
N

«0O0>» «Fr «=» « Q>



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Mader tételének bizonyitdsa (i): 2. eset

M-en beliil halad legaldbb egy él.

Legyen ez az él xy. Tudjuk, hogy G-ben nem lehet hurokél, igy x
és y két kulonbozé cslcs.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Mader tételének bizonyitdsa (i): 2. eset

M-en beliil halad legalabb egy él.

Legyen ez az él xy. Tudjuk, hogy G-ben nem lehet hurokél, igy x
és y két kulonbozé cslcs.

M pontos, tehat M # V(G).

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Mader tételének bizonyitdsa (i): 2. eset

M-en beliil halad legalabb egy él.

Legyen ez az él xy. Tudjuk, hogy G-ben nem lehet hurokél, igy x
és y két kulonbozé cslcs.

M pontos, tehat M # V(G).
Legyen z € V(G) \ M.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Mader tételének bizonyitdsa (i): 2. eset

M-en beliil halad legalabb egy él.

Legyen ez az él xy. Tudjuk, hogy G-ben nem lehet hurokél, igy x
és y két kulonbozé cslcs.

M pontos, tehat M # V(G).
Legyen z € V(G) \ M.

Az észrevételek miatt van olyan C C V/(G) pontos halmaz, ami
elvdlasztja x-t és y-t. Feltehetd, hogy z ¢ C; ha eleme lenne akkor
C helyett vehetnénk C-t.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Szubmodularis egyenlotlenség

Lemma (Szubmodularis egyenlétlenség)

Ha H graf és A, B C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd
egyenl6tlenség:

10(A N B)| + (AU B)| < |9A| + |88

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Szubmodularis egyenlotlenség

Lemma (Szubmodularis egyenlétlenség)

Ha H graf és A, B C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd
egyenl6tlenség:

10(A N B)| + (AU B)| < |9A| + |88

A lemma bizonyitdsa egyszerii.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Szubmodularis egyenlotlenség

Lemma (Szubmodularis egyenlétlenség)

Ha H graf és A, B C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd
egyenl6tlenség:

10(A N B)| + (AU B)| < |9A| + |88

A lemma bizonyitdsa egyszerii. Minden élre megnézziik, hogy
hanyszor szamolja a bal, illetve jobb oldal.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Szubmodularis egyenlotlenség

Lemma (Szubmodularis egyenlétlenség)

Ha H graf és A, B C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd
egyenl6tlenség:

10(A N B)| + (AU B)| < |9A| + |88

A lemma bizonyitdsa egyszerii. Minden élre megnézziik, hogy
hanyszor szimolja a bal, illetve jobb oldal. Azt tapasztaljuk, hogy a
jobb oldal mindig legaldbb annyiszor megszamolja, mint a bal oldal.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Szubmodularis egyenlotlenség

Lemma (Szubmodularis egyenlétlenség)

Ha H graf és A, B C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd
egyenl6tlenség:

10(A N B)| + (AU B)| < |9A| + |88

A lemma bizonyitdsa egyszerii. Minden élre megnézziik, hogy
hanyszor szimolja a bal, illetve jobb oldal. Azt tapasztaljuk, hogy a
jobb oldal mindig legaldbb annyiszor megszamolja, mint a bal oldal.

A részleteket az érdeklodo hallgatéra bizzuk.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

«0O)>» «F»r 4

= DA



Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztdsaink alapjdgn MN C # 0, MU C # V(G).

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



A bi

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k<[o(MNC)|+|0(MUC)| < |OM| + |0C| = 2k

o 5

DA



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k < [0(MNC)|+|0(MU C)| < |oM| + |0C| = 2k

Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k < [0(MNC)|+|0(MU C)| < |oM| + |0C| = 2k

Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Az x és y csticsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valédi pontos részhalmaza M-nek.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k<|]oMNC)|+|0(MUC)| < |OM|+ |0C| = 2k
Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Az x és y csticsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valédi pontos részhalmaza M-nek.

Ez ellentmond M minimalitdsdnak, a masodik eset nem lehetséges.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k<|]oMNC)|+|0(MUC)| < |OM|+ |0C| = 2k
Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Az x és y csticsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valédi pontos részhalmaza M-nek.

Ez ellentmond M minimalitdsdnak, a masodik eset nem lehetséges.

(ii) Legyen P pontos halmaz G-ben.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k<|]oMNC)|+|0(MUC)| < |OM|+ |0C| = 2k
Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Az x és y csticsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valédi pontos részhalmaza M-nek.

Ez ellentmond M minimalitdsdnak, a masodik eset nem lehetséges.

(ii) Legyen P pontos halmaz G-ben. Ekkor P is pontos.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k<|]oMNC)|+|0(MUC)| < |OM|+ |0C| = 2k
Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Az x és y csticsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valédi pontos részhalmaza M-nek.

Ez ellentmond M minimalitdsdnak, a masodik eset nem lehetséges.

(ii) Legyen P pontos halmaz G-ben. Ekkor P is pontos. P-nek és
P-nek van egy-egy tartalmazasra nézve minimalis pontos
részhalmza, legyenek ezek My és Ms.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Alkalmazzuk a lemmat M-re és C-re.

Vilasztasaink alapjan MN C # 0, MU C # V(G).

k+k < [0(MNC)|+|0(MU C)| < |oM| + |0C| = 2k

Az egyenlbtlenség elsd és utolsé tagja egyenld, ezért Osszes
becslésiink éles, specidlisan [0(M N C)| = k.

Az x és y csticsok koziil valamelyik nem eleme C-nek, ezért M N C
valédi pontos részhalmaza M-nek.

Ez ellentmond M minimalitdsdnak, a masodik eset nem lehetséges.

(ii) Legyen P pontos halmaz G-ben. Ekkor P is pontos. P-nek és
P-nek van egy-egy tartalmazdsra nézve minimalis pontos
részhalmza, legyenek ezek M; és M,. Ez két kiilonbozé egyelemii
pontos halmaz G-ben.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Példa

Legyen m > 2 egész. Ha egy T faban minden él helyére m darab
parhuzamos élt teszlink, akkor egy minimalis m-szeresen
élosszefliggd grafot kapunk.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Példa

Legyen m > 2 egész. Ha egy T faban minden él helyére m darab
parhuzamos élt teszlink, akkor egy minimalis m-szeresen
élosszefliggd grafot kapunk.

Specidlisan, ha T egy legaldbb egy hossz( (t, akkor pontosan két
olyan cstcsunk lesz, amelynek foka m.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovasz leemelése

Példa

Legyen m > 2 egész. Ha egy T faban minden él helyére m darab
parhuzamos élt teszlink, akkor egy minimalis m-szeresen
élosszefliggd grafot kapunk.

Specidlisan, ha T egy legaldbb egy hossz( (t, akkor pontosan két
olyan cstcsunk lesz, amelynek foka m.

Az aldbbi dbra az m = 3 esetet szemlélteti.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Példa

Legyen m > 2 egész. Ha egy T faban minden él helyére m darab
parhuzamos élt teszlink, akkor egy minimalis m-szeresen
élosszefliggd grafot kapunk.

Specidlisan, ha T egy legaldbb egy hossz( (t, akkor pontosan két
olyan cstcsunk lesz, amelynek foka m.

Az aldbbi dbra az m = 3 esetet szemlélteti.

S 42

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Szunet

YL

S
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Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Lovdsz leemelési lemmadja

Lovasz leemelési lemmadja

Legyen G grif, u € V(G), Go = G — u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gg kozotti élek szdma paros és pozitiv, valamint u-ra teljesiil
a kovetkezo feltétel:

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Lovdsz leemelési lemmadja

Lovasz leemelési lemmadja

Legyen G grif, u € V(G), Go = G — u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gg kozotti élek szdma paros és pozitiv, valamint u-ra teljesiil
a kovetkezo feltétel:

(L) Ha U nemtrivialis részhalmaza V/(Gp)-nek, akkor |0gU| > k.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Lovdsz leemelési lemmadja

Lovasz leemelési lemmadja

Legyen G grif, u € V(G), Go = G — u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gg kozotti élek szdma paros és pozitiv, valamint u-ra teljesiil
a kovetkezo feltétel:

(L) Ha U nemtrivialis részhalmaza V/(Gp)-nek, akkor |0gU| > k.
Ekkor az wu-ra illeszkedd élek kozott taldlhatd olyan e = ux és

f =uy él, hogy a G = G — e — f+xy gréf is rendelkezzen az (L)
tulajdonsaggal.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

Lovasz leemelési lemmaja képen

- N\

G
%
GO
T
Yy

Figure: Az abran a piros éleket cseréljik. Ha x és y kozott mar halad él,
akkor egy (j, a mar meglévé xy élekkel parhuzamos élt vesziink fel.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

G graf, k paros pozitiv egész, két operacio

Elhozzaadas: G két pontjat egy Uj éllel dsszekétjitk: G — GT.
‘ N

N7

k/2 darab él 6sszecsipése: G-bdl kivesziink k/2 élt, felosztjuk
eteket Uj pontokkal, majd a k/2 0j pontot azonositjuk: G — G.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.

it
N

«O0>» «F»r» «=»r « P NEa



Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.
G esetén ez nyilvanvald.

it
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

Eszrevétel

Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.

G esetén ez nyilvanvald. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V(G)
tetszbleges valddi, nem-lres részhalmazanak hatdra legaldbb k
elemi.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.

G™T esetén ez nyilvanvald. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V(G)
tetszbleges valddi, nem-lres részhalmazanak hatdra legaldbb k
elemi. Ezt elég az 0j pontot nem tartalmazé halmazokra
megnézni. Ez egyszer(i feladat.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.

G™T esetén ez nyilvanvald. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V(G)
tetszbleges valddi, nem-lres részhalmazanak hatdra legaldbb k
elemi. Ezt elég az 0j pontot nem tartalmazé halmazokra
megnézni. Ez egyszer(i feladat.

Eszrevétel
Legyen Gp, az a graf, aminek egy pontja van és nincs éle.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.

G™T esetén ez nyilvanvald. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V(G)
tetszbleges valddi, nem-lres részhalmazanak hatdra legaldbb k
elemi. Ezt elég az 0j pontot nem tartalmazé halmazokra
megnézni. Ez egyszer(i feladat.

Eszrevétel
Legyen Gp, az a graf, aminek egy pontja van és nincs éle.

Tegyiik fel, hogy G felépithet6 az alabbi médon:
G0—>G1—)...*>G/:G,

ahol minden i =0,...,/ — 1-re a G; — Gj;+1 mivelet vagy
élhozzdadas, vagy k/2 darab él osszecsipése.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Eszrevétel

Ha G k-szorosan élosszefiiggd, akkor G és G is az.

G™T esetén ez nyilvanvald. G esetén azt kell ellendrizni, hogy V(G)
tetszbleges valddi, nem-lres részhalmazanak hatdra legaldbb k
elemi. Ezt elég az 0j pontot nem tartalmazé halmazokra
megnézni. Ez egyszer(i feladat.

Eszrevétel

Legyen Gp, az a graf, aminek egy pontja van és nincs éle.

Tegyiik fel, hogy G felépithet6 az alabbi médon:
G0—>G1—)...*>G/:G,

ahol minden i =0,...,/ — 1-re a G; — Gj;+1 mivelet vagy
élhozzdadas, vagy k/2 darab él osszecsipése.

Ekkor G k-szorosan élosszefliggd.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

A leemelési lemma alkalmazasa: 2/-szeresen élosszefliggo
grafok novekedése

Célunk a fenti észrevétel megforditdsanak igazolasa.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A leemelési lemma alkalmazasa: 2/-szeresen élosszefliggo
grafok novekedése

Célunk a fenti észrevétel megforditdsanak igazolasa.

Ha k pozitiv paros szam, és G k-szorosan élosszefliggd graf, akkor
G felépithetd Gop-bdl (lasd fent) az el6z6 két operacid segitségével.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az Osszes egyponti graf trividlisan felépitheto.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az Osszes egyponti graf trividlisan felépitheto.

Legyen G egy legalabb két csiicsot tartalmazé k-szorosan
Osszefliggd graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb |E(G)| — 1 élszamd
grafok felépithetbek.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az Osszes egyponti graf trividlisan felépitheto.

Legyen G egy legalabb két csiicsot tartalmazé k-szorosan
Osszefliggd graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb |E(G)| — 1 élszamd
grafok felépithetbek.

G nem minimdlis k-szorosan élosszefiiggd.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az osszes egypontl graf trividlisan felépitheto.

Legyen G egy legalabb két csiicsot tartalmazé k-szorosan
Osszefliggd graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb |E(G)| — 1 élszamd
grafok felépithetbek.

G nem minimdlis k-szorosan élosszefiiggd. Ekkor G-nek van olyan
e éle, hogy G — e k-szorosan élosszefliggd.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az osszes egypontl graf trividlisan felépitheto.

Legyen G egy legalabb két csiicsot tartalmazé k-szorosan
Osszefliggd graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb |E(G)| — 1 élszamd
grafok felépithetbek.

G nem minimdlis k-szorosan élosszefiiggd. Ekkor G-nek van olyan
e éle, hogy G — e k-szorosan élosszefliggd.

|E(G —e)| = |E(G)| — 1 és az indukciés feltevés miatt G — e
felépitheto.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az osszes egypontl graf trividlisan felépitheto.

Legyen G egy legalabb két csiicsot tartalmazé k-szorosan
Osszefliggd graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb |E(G)| — 1 élszamd
grafok felépithetbek.

G nem minimdlis k-szorosan élosszefiiggd. Ekkor G-nek van olyan
e éle, hogy G — e k-szorosan élosszefliggd.

|E(G —e)| = |E(G)| — 1 és az indukcids feltevés miatt G — e
felépitheto. fgy az e él hozzd /vissza-adasaval kapott G gréfot is
felépithetjiik Go-bdl.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitasa

Legyen G és k adott. Az élszam szerinti teljes indukciéval
bizonyitjuk az allitast.

Gp és az osszes egypontl graf trividlisan felépitheto.
Legyen G egy legalabb két csiicsot tartalmazé k-szorosan

Osszefliggd graf. Tegyiik fel, hogy a legfeljebb |E(G)| — 1 élszamd
grafok felépithetbek.

G nem minimdlis k-szorosan élosszefiiggd. Ekkor G-nek van olyan
e éle, hogy G — e k-szorosan élosszefliggd.

|E(G —e)| = |E(G)| — 1 és az indukcids feltevés miatt G — e
felépitheto. fgy az e él hozzd /vissza-adasaval kapott G gréfot is
felépithetjiik Go-bdl.

A tovébbiakban: G minimalis k-szorosan élosszefiiggd, |V(G)| > 2.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Ebben az esetben a G-nek van egy u csiicsa, aminek a fokszama k.

[m]

=

DA



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

Az alkalmazas bizonyitdsa: A befejezés

Ebben az esetben a G-nek van egy u csiicsa, aminek a fokszama k.

Errdl a csics-rél a Lovasz-lemma k/2-szoros alkalmazasaval
emeljik le az éleket, majd toroljik wu-t.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitdsa: A befejezés

Ebben az esetben a G-nek van egy u csiicsa, aminek a fokszama k.

Errdl a csics-rél a Lovasz-lemma k/2-szoros alkalmazasaval
emeljik le az éleket, majd toroljik wu-t.

fgy a lemma miatt egy H k-szorosan élosszefiiggd grafot kapunk,
aminek kevesebb éle van, mint G-nek.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitdsa: A befejezés

Ebben az esetben a G-nek van egy u csiicsa, aminek a fokszama k.

Errdl a csics-rél a Lovasz-lemma k/2-szoros alkalmazasaval
emeljiik le az éleket, majd toroljik wu-t.

fgy a lemma miatt egy H k-szorosan élosszefiiggd grafot kapunk,
aminek kevesebb éle van, mint G-nek. Tehat H felépitheto.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Az alkalmazas bizonyitdsa: A befejezés

Ebben az esetben a G-nek van egy u csiicsa, aminek a fokszama k.

Errdl a csics-rél a Lovasz-lemma k/2-szoros alkalmazasaval
emeljiik le az éleket, majd toroljik wu-t.

fgy a lemma miatt egy H k-szorosan élosszefiiggd grafot kapunk,
aminek kevesebb éle van, mint G-nek. Tehat H felépitheto.

Ha a H graf E(H) \ E(G) halmazbeli éleit egy u pontba
Osszecsipjlik, akkor a G grafot kapjuk.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



bizonyitjuk:

A Lovasz-lemma kovetkezd, az eredetinél kissé erésebb valtozatat

[m]

=

DA
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Az élesitett leemelési lemma

A Lovasz-lemma kovetkez0O, az eredetinél kissé erdsebb valtozatat
bizonyitjuk:

Legyen G grif, u € V(G), Go = G — u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gg kozotti élek szdama paros és pozitiv, valamint Gg-ra teljesiil

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Az élesitett leemelési lemma

Lovasz leemelése

A Lovasz-lemma kovetkez0O, az eredetinél kissé erdsebb valtozatat
bizonyitjuk:

Lemma™

Legyen G grif, u € V(G), Go = G — u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gg kozotti élek szdama paros és pozitiv, valamint Gg-ra teljesiil
(L) Ha U nemtrividlis részhalmaza V/(Gp)-nek, akkor [0gU| > k.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Az élesitett leemelési lemma

A Lovasz-lemma kovetkez0O, az eredetinél kissé erdsebb valtozatat
bizonyitjuk:

Lemma™

Legyen G grif, u € V(G), Go = G — u, k > 2 egész. Tegyiik fel az
u és Gg kozotti élek szdama paros és pozitiv, valamint Gg-ra teljesiil
(L) Ha U nemtrividlis részhalmaza V/(Gp)-nek, akkor [0gU| > k.
Ekkor barmely e = ux élhez van olyan f = uy él, hogy a

G = G — e — f+xy gréf is rendelkezzen az (L) tulajdonsiggal.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Legyen G, u, k és e = ux adott.

= DA



Legyen G, u, k és e = ux adott.
Probéljuk az f = uy élt.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



Legyen G, u, k és e = ux adott.

Prébaljuk az f = uy élt. Legyen G = G — e — f+xy.

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



_
Legyen G, u, k és e = ux adott.

Prébaljuk az f = uy élt. Legyen G=G—e— f4xy. Tegyiik fel,
hogy G nem (L) tulajdonsdgu.

[m] = = =

DA
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A bizonyitds kezdete

Legyen G, u, k és e = ux adott.

Prébéljuk az f = uy élt. Legyen G=G—e— f4+xy. Tegyiik fel,
hogy G nem (L) tulajdonsagui. Ekkor létezik Cr C V/(Gp) céfold
halmaz, amelyre [0z Cy| < k.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds kezdete

Legyen G, u, k és e = ux adott.

Prébéljuk az f = uy élt. Legyen G=G—e— f4+xy. Tegyiik fel,
hogy G nem (L) tulajdonsagui. Ekkor létezik Cr C V/(Gp) céfold
halmaz, amelyre [0z Cy| < k.

Ha Cr elvdgja x-t és y-t, akkor |0z Cr| = |06 C¢| > k, ami
ellentmondas.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Feltehetd, hogy u & Cr.

«0>» «Fr «=)» « » o



Feltehet6, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor Cr nem lenne cafold.

it
N

«O0>» «F»r» «=»r « P NEa



Feltehet6, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor Cr nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

it
N

«O0>» «F»r» «=»r « P NEa



_
Feltehet6, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor Cr nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > |8§Cf‘ = |06 Cr| — 2, ezért |06 Cr| < k+ 1.

[m] = = =

DA
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > ]85C,c| = |0¢ Cr| — 2, ezért |06 Cr| < k + 1. Jeloljiik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > \85C,c| = |aGCf| — 2, ezért |6GCf| < k+ 1. Jeloljik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Legyen az u — Gy élek szdma d, az u — C¢ élek szdma d, az
u— Cr élek szdma d» és a Cr — Cr élek szdma ds.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > \85C,c| = |aGCf| — 2, ezért |(9Gcf| < k+ 1. Jeloljik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Legyen az u — Gy élek szdma d, az u — C¢ élek szdma d, az
u— Cr élek szdma d» és a Cr — Cr élek szdma ds.

A G graf (L) tulajdonsagl, ezért d» + d3 = |0 Cr| > k,

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > \85C,c| = |aGCf| — 2, ezért |(9Gcf| < k+ 1. Jeloljik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Legyen az u — Gy élek szdma d, az u — C¢ élek szdma d, az
u— Cr élek szdma d» és a Cr — Cr élek szdma ds.

A G graf (L) tulajdonsagu, ezért do + d3 = |0 Cr| > k, valamint
di+ds = |06Crl < k+ 1.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > ‘aGCH = |0¢ Cr| — 2, ezért |06 Cr| < k + 1. Jeloljiik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Legyen az u — Go élek szdma d, az u — Cr élek szama di, az
u— Cr élek szdma d» és a Cr — Cr élek szdma ds.

A G graf (L) tulajdonsdgy, ezért d + d3 = |0 Cr| > k, valamint

di+ ds = |0cCr| < k+ 1. di + do = d péros, azaz d; = ds
mod 2,

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > ‘aGCH = |0¢ Cr| — 2, ezért |06 Cr| < k + 1. Jeloljiik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Legyen az u — Gy élek szdma d, az u — C¢ élek szdma d, az
u— Cr élek szdma d» és a Cr — Cr élek szdma ds.

A G graf (L) tulajdonsagu, ezért do + d3 = |0 Cr| > k, valamint
di+ ds = |0cCr| < k+ 1. di + do = d péros, azaz d; = ds
mod 2, ezért

di < db. (1)

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Feltehetd, hogy u & Cr. Ha Cr elvagja x-t és y-t vagy x,y & Cr
akkor C¢ nem lenne céfold. Igy x,y € Cr.

Ekkor k > [0z Cr| = |06 Cr| — 2, ezért |06 Cr| < k + 1. Jeloljiik
V(Go) \ Ce-t a—rel.

Legyen az u — Go élek szdma d, az u — Cr élek szama di, az
u— Cr élek szdma d» és a Cr — Cr élek szdma ds.

A G graf (L) tulajdonsdgy, ezért d + d3 = |0 Cr| > k, valamint

di+ ds = |0cCr| < k+ 1. di + do = d péros, azaz d; = ds
mod 2, ezért

di < d. (1)
Azaz az u-bdl induld éleknek maximum fele haladhat a Cr cafold

halmazhoz.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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[teralas

Mas élekre is ismételjik meg az eljarast.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A cafolé halmazok rendszere

Vagy taldlunk megfeleld uy élt, vagy kapunk cafolé halmazok egy
C halmazat, amelyre | J C tartalmazza u szomszédsagit.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A cafolé halmazok rendszere

Vagy taldlunk megfeleld uy élt, vagy kapunk cafolé halmazok egy
C halmazat, amelyre | J. C tartalmazza u szomszédsagat.

Ritkitsuk ki a C halmazrendszert tgy, hogy ezen tulajdonsag
teljesiiljon, de benne minimalis szdmu cafolé halmaz legyen.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A cafolé halmazok rendszere

Lovasz leemelése

Vagy taldlunk megfeleld uy élt, vagy kapunk cafolé halmazok egy
C halmazat, amelyre | J. C tartalmazza u szomszédsagat.

Ritkitsuk ki a C halmazrendszert tgy, hogy ezen tulajdonsag
teljesiiljon, de benne minimalis szdmu cafolé halmaz legyen.

Legyen Cy az igy kapott rendszer. (1) alapjdn nem lehet, hogy Co
csak két cafolé halmazbdl alljon:

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A cafolé halmazok rendszere

Lovasz leemelése

Vagy taldlunk megfeleld uy élt, vagy kapunk cafolé halmazok egy
C halmazat, amelyre | J. C tartalmazza u szomszédsagat.

Ritkitsuk ki a C halmazrendszert tgy, hogy ezen tulajdonsag
teljesiiljon, de benne minimalis szdmu cafolé halmaz legyen.

Legyen Cy az igy kapott rendszer. (1) alapjdn nem lehet, hogy Co
csak két cafolé halmazbdl alljon: Ekkor u-bdl induld éleknek
maximdlisan a fele haladhatna a két halmaz mindegyikéhez tgy,
hogy az ux él mindkettoben szerepel és a két halmaz mégis lefedé
u szomszédsagat. Ez pedig nyilvdn nem lehet.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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Lemma

Ha H graf, és A, B, C C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd egyenlétlenség:

|D(ANBNC)|+]0(ANBNC)|+|8(AN BN C)|+|0(An BN C)|
<|0A| + |0B| + |0C]|

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Lemma

Ha H graf, és A, B, C C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd egyenlétlenség:

|D(ANBNC)|+]0(ANBNC)|+|8(AN BN C)|+|0(An BN C)|
<|0A| + |0B| + |0C]|

A lemma bizonyitdsa (mint a szubmodularis egyenlétlenség bizonyitasa)
egyszer(i szamol3s.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020



Menger Magasabb foku osszefliggés Minimdlis grafok Lovész leemelése

Lemma

Ha H graf, és A, B, C C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd egyenlétlenség:

|D(ANBNC)|+]0(ANBNC)|+|8(AN BN C)|+|0(An BN C)|
<|0A| + |0B| + |0C]|

A lemma bizonyitdsa (mint a szubmodularis egyenlétlenség bizonyitasa)
egyszer(i szamolds. Minden élre ellenérizni kell, hogy a bal, illetve jobb oldal
hanyszor szamolja meg.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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Lemma

Lovasz leemelése

Ha H graf, és A, B, C C V/(H), akkor teljesiil a kdvetkezd egyenlétlenség:

|D(ANBNC)|+]0(ANBNC)|+|8(AN BN C)|+|0(An BN C)|
<|0A| + |0B| + |0C]|

A lemma bizonyitdsa (mint a szubmodularis egyenlétlenség bizonyitasa)
egyszer(i szamolds. Minden élre ellenérizni kell, hogy a bal, illetve jobb oldal
hanyszor szamolja meg. A jobb oldalhoz minden él legalabb annyi
hozzajarulast ad mint bal oldalhoz.

Hajnal Péter Grafok magasabb foki osszefiiggésége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Legyen (1, Gy, C3 € Cp. Alkalmazzuk a lemmat ezekre, azzal a plusz
észrevétellel, hogy az ux él a bal oldalon egyszer, mig a jobb oldalon

haromszor van szamolva:

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Legyen (1, Co, Gz € Cp. Alkalmazzuk a lemmat ezekre, azzal a plusz
észrevétellel, hogy az ux él a bal oldalon egyszer, mig a jobb oldalon

haromszor van szamolva:
(G NGNG)+]0(GNGNG) +10(GNGN G+

‘8(?1(7?2(7 C3)’ S’({?Cl’ + ’8C2’ + |8C3‘
<(k+1)+(k+1)+(k+1)—2
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A bizonyitds vége

Legyen (1, Co, Gz € Cp. Alkalmazzuk a lemmat ezekre, azzal a plusz
észrevétellel, hogy az ux él a bal oldalon egyszer, mig a jobb oldalon
hdromszor van szamolva:

(N GNG)+]0(GNGNG)| +[0(Cn GN G+
|8(aﬁ?20 C3)’ S’(?Cﬂ + ’8C2’ + |8C3‘
<(k+1)+(k+1)+(k+1)—2

A kiinduld négy tagl Osszegben szereplé haromtagl metszethalmazok
mindegyike nem lires (az elsének eleme x, a tobbi iiressége abbdl ered, hogy
Co minimalis). igy az (L) tulajdonsdg miatt a négy tagl Osszeg mindegyik
tagja legalabb k. (jsszefoglalva 4k < 3k + 1, azaz rendezés utan k < 1.

Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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A bizonyitds vége

Legyen (1, Co, Gz € Cp. Alkalmazzuk a lemmat ezekre, azzal a plusz
észrevétellel, hogy az ux él a bal oldalon egyszer, mig a jobb oldalon
hdromszor van szamolva:

(N GNG)+]0(GNGNG)| +[0(Cn GN G+
|8(aﬁ?20 C3)’ S’ﬁCﬂ + ’8C2’ + |8C3‘
<(k+1)+(k+1)+(k+1)—2

A kiinduld négy tagl Osszegben szereplé haromtagl metszethalmazok
mindegyike nem lires (az elsének eleme x, a tobbi iiressége abbdl ered, hogy
Co minimalis). igy az (L) tulajdonsdg miatt a négy tagl Osszeg mindegyik
tagja legalabb k. OSszefoglalva 4k < 3k + 1, azaz rendezés utan k < 1.

Ez ellentmondds, mert feltettiik, hogy k > 2. Azaz valamelyik uy él kielégiti

a lemma &llitasat.
Hajnal Péter Grafok magasabb fokd osszefiiggdsége, SzTE, 2020
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