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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Ramsey-paraméter

Definicié

Legyen Ramsey(G) = max{a(G),w(G)}, a G graf
Ramsey-paramétere.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-paraméter

Definicié

Legyen Ramsey(G) = max{a(G),w(G)}, a G graf
Ramsey-paramétere.

A Ramsey-paraméter kissé mas leirdsa: egy ponthalmazt
homogénnek neveziink, ha fiiggetlen vagy klikk. A
Ramsey-paraméter értéke a legnagyobb homogén halmaz mérete.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-paraméter

Definicié

Legyen Ramsey(G) = max{a(G),w(G)}, a G graf
Ramsey-paramétere.

A Ramsey-paraméter kissé mas leirdsa: egy ponthalmazt
homogénnek neveziink, ha fiiggetlen vagy klikk. A
Ramsey-paraméter értéke a legnagyobb homogén halmaz mérete.

Egy tovabbi nyelvezet: A graf éleit szinezziik zoldre, a nem
szomszédos csticsokat is kossiik Ossze egy piros éllel. fgy aVv
csticshalmazon definidlt teljes graf éleinek egy 2-szinezésével
azonositottuk G-t. Egy homogén csiicshalmaz egy olyan halmaz,
amelyen belil minden él egyforma szinii, idegen széval
monokromatikus.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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meg G-ben.

Az alabbi egyszerii algoritmus egy nagy homogén halmazt hataroz

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Ramsey-algoritmus

Az aldbbi egyszerli algoritmus egy nagy homogén halmazt hataroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.
(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =0, T = V(G)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem. T = N # () esetén azt mondjuk x egy F-elem.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem. T = N # () esetén azt mondjuk x egy F-elem.

F = {x € KF : x egy F-elem},

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem. T = N # () esetén azt mondjuk x egy F-elem.

F ={x € KF : x egy F-elem}, K = {x € KF : x egy K-elem}.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem. T = N # () esetén azt mondjuk x egy F-elem.

F ={x € KF : x egy F-elem}, K = {x € KF : x egy K-elem}.
// FN K ={z}, ahol z az utolsénak kivélasztott elem. F
fuggetlen csticshalmaz, K klikk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem. T = N # () esetén azt mondjuk x egy F-elem.

F ={x € KF : x egy F-elem}, K = {x € KF : x egy K-elem}.
// FN K ={z}, ahol z az utolsénak kivélasztott elem. F
fuggetlen csticshalmaz, K klikk.

Tisztitas, output« K és F kozil a nagyobb.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus

Az alabbi egyszeril algoritmus egy nagy homogén halmazt hatdroz
meg G-ben.

(Ramsey-algoritmus)

Input: Egy G egyszer(i graf, output: egy H homogén halmaz.
Inicializalas: KF =), T = V(G) // KF kivélasztott pontok egy
halmaza. T a tulél6 csticsok halmaza

Amig T # () Kivalasztasi lépés: Legyen x € T tetszbleges eddig
talélé csics. KF < KF U {x}. N:=N7(x)={s€ T :xs € E},
N:=Nr(x)={se€T:xs¢ E} =T — {x} — N7(x)

T < N és N koziil a nagyobb. // T = N # ) esetén azt mondjuk
x egy K-elem. T = N # () esetén azt mondjuk x egy F-elem.

F ={x € KF : x egy F-elem}, K = {x € KF : x egy K-elem}.
// FN K ={z}, ahol z az utolsénak kivélasztott elem. F
fuggetlen csticshalmaz, K klikk.

Tisztitas, output< K és F koziil a nagyobb. // H homogén.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Az Ramsey-algoritmus analizise

Lemma

Legyen G egy tetszOleges n pontu graf. Legyen k a
Ramsey-algoritmus &ltal kivalasztott csticsok szama. Legyen ¢ az
output homogén halmaz mérete. Ekkor

1
k > log, n, > 5 log, n.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Nyilvan ¢ > k1

2

Igy elég az elsd egyenl6tlenséget igazolni.

it
a

it

.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Bizonyitas

Nyilvan ¢ > % fgy elég az els6 egyenl6tlenséget igazolni.

Legyen T; az i-edik cslics kivalasztdsa el6tt a T halmaz, mig
legyen T;y1 a kivdlasztds utdn update-elt T halmaz.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Nyilvan ¢ > % fgy elég az els6 egyenl6tlenséget igazolni.

Legyen T; az i-edik cslics kivalasztdsa el6tt a T halmaz, mig
legyen T;y1 a kivdlasztds utdn update-elt T halmaz.

Konnyen lathatd, ha | T;| > 2%, akkor | Tit1| > 251

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Nyilvan ¢ > % fgy elég az els6 egyenl6tlenséget igazolni.

Legyen T; az i-edik cslics kivalasztdsa el6tt a T halmaz, mig
legyen T;y1 a kivdlasztds utdn update-elt T halmaz.

Konnyen lathatd, ha | T;| > 2%, akkor | Tit1| > 251

Ebbol az allitas kiolvashaté.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Kovetkezmény

Kovetkezmény

Az el6z6 lemma jeloléseit hasznalva, ha n = 4€, akkor k > 2e és
? > e.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Kovetkezmény

Kovetkezmény

Az el6z6 lemma jeloléseit hasznalva, ha n = 4€, akkor k > 2e és
? > e.

Kovetkezmény

Egy 4% pontd grafban mindig van k elemii homogén halmaz.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Ramsey-szamok

Definicié

Legyen R(k) az a minimélis csicsszam, hogy minden ilyen csticsu
grafban legyen k elemii homogén halmaz.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-szamok

Definicié

Legyen R(k) az a minimélis csicsszam, hogy minden ilyen csticsu
grafban legyen k elemii homogén halmaz.

A fenti 4llitasok alapjan R(k) jéI definidlt és R(k) < 4%. A fels6
becslés egy exponencidlis fliggvény, amely alapja 4, ezt mind a mai
napig nem sikeriilt megjavitani.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-szamok

Definicié

Legyen R(k) az a minimélis csicsszam, hogy minden ilyen csticsu
grafban legyen k elemii homogén halmaz.

A fenti 4llitasok alapjan R(k) jéI definidlt és R(k) < 4%. A fels6
becslés egy exponencidlis fliggvény, amely alapja 4, ezt mind a mai
napig nem sikerilt megjavitani.

Megemlitjiik a legjobb alsé becslést is (ami szintén exponenciélis),
a valészintiségszamitasi mddszer egyik elsé alkalmazisa Erdos Pal
altal.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-szamok

Definicié

Legyen R(k) az a minimalis cstcsszam, hogy minden ilyen cstcst
grafban legyen k elemii homogén halmaz.

A fenti 4llitasok alapjan R(k) jéI definidlt és R(k) < 4%. A fels6
becslés egy exponencidlis fuggvény, amely alapja 4, ezt mind a mai
napig nem sikeriilt megjavitani.

Megemlitjiik a legjobb alsé becslést is (ami szintén exponenciélis),
a valészintiségszamitasi mddszer egyik elsé alkalmazisa Erdos Pal
altal.

Tétel (Ramsey (1930) és Erdds tételei)

V2" < R(K) < 4*.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Ramsey-szamok pontos értékei

Az érdekes értékek k > 3 esetén vevédnek fel (k = 1,2 esetén

minden egy-, illetve kételem({ halmaz homogén, azaz nyilvan
R(1) =1és R(2) =2).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-szamok pontos értékei

Siirliség

Az érdekes értékek k > 3 esetén vevédnek fel (k = 1,2 esetén

minden egy-, illetve kételem( halmaz homogén, azaz nyilvan
R(1) =1és R(2) =2).

Csupan néhany Ramsey-szam ismert: R(3) =6, R(4) = 18.
R(5)-rél annyi ismert, hogy 43 < R(5) < 49.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-szamok pontos értékei

Az érdekes értékek k > 3 esetén vevédnek fel (k = 1,2 esetén

minden egy-, illetve kételem( halmaz homogén, azaz nyilvan
R(1) =1és R(2) =2).

Csupan néhany Ramsey-szam ismert: R(3) =6, R(4) = 18.
R(5)-rél annyi ismert, hogy 43 < R(5) < 49.

A k = 10 esetén ismereteink hidnya még latvanyosabb. Jelen
pillanatban csak azt tudjuk, hogy 798 < R(10) < 23 556.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

R(3) alsé becslése, konstrukcié

R(3) > 5.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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R(3) alsé becslése, konstrukcié

R(3) > 5.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

R(4) als6 becslése, konstrukcid

R(4) > 17.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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R(4) als6 becslése, konstrukcid

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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R(4) als6 becslése, konstrukcid

A csicsok halmaza Z17 = {0,1,2,3,...,16}. ij pontosan akkor
piros, ha i —j € {—8,—4,—-2,—1,1,2 4,8}, ahol a ,,szdmtan” a
modulo 17 (Z17-beli aritmetika).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ezzel javitottdk a Ramsey-szamok fenti becslését.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos Pal és Szekeres Gyorgy javitdsa Ramsey
algoritmusan

Ezzel javitottdk a Ramsey-szamok fenti becslését.

Algoritmusuk képes barmilyen R csticshalmaz esetén parhuzamosan
kiszdmolni egy F(R) figgetlen ponthalmazt és egy K(R) klikket.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos Pal és Szekeres Gyorgy javitdsa Ramsey
algoritmusan

Ezzel javitottdk a Ramsey-szamok fenti becslését.

Algoritmusuk képes barmilyen R csticshalmaz esetén parhuzamosan
kiszdmolni egy F(R) figgetlen ponthalmazt és egy K(R) klikket.

G-n futva az algoritmus F(V/(G)) fliggetlen halmazt és K(V(G))
klikket szamol ki.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos Pal és Szekeres Gyorgy javitdsa Ramsey
algoritmusan

Ezzel javitottdk a Ramsey-szamok fenti becslését.

Algoritmusuk képes barmilyen R csticshalmaz esetén parhuzamosan
kiszdmolni egy F(R) figgetlen ponthalmazt és egy K(R) klikket.

G-n futva az algoritmus F(V/(G)) fliggetlen halmazt és K(V(G))
klikket szamol ki.

Szemben a koradbbi algoritmusokkal ez nem , dobdlja el” a
csucsokat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemii része.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemii része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemii része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy € E}.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemii része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen

N={y e V(G)—{x}:xy € E}. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy ¢ E}.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemii része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen
N={y e V(G)—{x}:xy € E}. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy ¢ E}.

// NON = V(G) — {x}

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemi része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen

N={y e V(G)—{x}:xy € E}. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy & E}.

// NON = V(G) — {x}

Hivjuk meg rekurziven az algoritmust G|y és G|y grafokra F(N),

illetve K(N) a G|n-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk F(N),

illetve K(N) a G|-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemi része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen

N={y e V(G)—{x}:xy € E}. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy & E}.

// NON = V(G) — {x}

Hivjuk meg rekurziven az algoritmust G|y és G|y grafokra F(N),

illetve K(N) a G|n-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk F(N),

illetve K(N) a G|-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk.
Output:

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemi része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen

N={y e V(G)—{x}:xy € E}. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy & E}.

// NON = V(G) — {x}

Hivjuk meg rekurziven az algoritmust G|y és G|y grafokra F(N),

illetve K(N) a G|n-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk F(N),

illetve K(N) a G|-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk.
Output: F(V(G)) legyen F(N) és {x} U F(N) kéziil a nagyobb.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Erd6s—Szekeres-algoritmus

Input: Egy G egyszerli graf, output: egy F(V) fiiggetlen halmaz
és egy K(V) klikk.

Rekurzié alapesete: Ha |V/| < 2, akkor a két halmazunk legyen
V és egy egyelemi része.

Rekurzié: Kulonben x egy tetszoleges cslics. Legyen

N={y e V(G)—{x}:xy € E}. Legyen
N={yeV(G)—{x}:xy & E}.

// NON = V(G) — {x}

Hivjuk meg rekurziven az algoritmust G|y és G|y grafokra F(N),

illetve K(N) a G|n-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk F(N),

illetve K(N) a G|-ben taldlt fiiggetlen halmaz és klikk.
Output: F(V(G)) legyen F(N) és {x} U F(N) koziil a nagyobb.
K(V(G)) legyen {x} U K(N) és K(N) koziil a nagyobb.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Az Erdés—Szekeres-algoritmus analizise

Ha |V| > (k+é_2) = (k+g_2), akkor az algoritmus egy legalabb k

k—1 -1
elemi fluggetlen halmazt vagy egy legalabb ¢ elemi klikket talal.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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k + f-re vonatkozé indukcidt alkalmazunk.

«0O)>» «F»r 4

= DA



k + f-re vonatkozé indukcidt alkalmazunk.

Ha k vagy ¢ értéke legfeljebb 2, akkor az allitas nyilvanvalé.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



_
k + f-re vonatkozé indukcidt alkalmazunk.

Ha k vagy ¢ értéke legfeljebb 2, akkor az allitas nyilvanvalé.
Feltessziik, hogy k,¢ > 3.

o 5

DA



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Bizonyitas

k + ¢-re vonatkozé indukcidt alkalmazunk.

Ha k vagy / értéke legfeljebb 2, akkor az allitds nyilvanvalé.
Feltessziik, hogy k,¢ > 3.

Tudjuk, hogy |V| > (¥}41%) és |N| +|N| = |V| - 1.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Bizonyitas

k + ¢-re vonatkozé indukcidt alkalmazunk.

Ha k vagy / értéke legfeljebb 2, akkor az allitds nyilvanvalé.
Feltessziik, hogy k,¢ > 3.

Tudjuk, hogy |V| > (¥}41%) és |N| +|N| = |V| - 1.
Ekkor

R S B

5]

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitas

k + ¢-re vonatkozé indukcidt alkalmazunk.

Ha k vagy / értéke legfeljebb 2, akkor az allitds nyilvanvalé.
Feltessziik, hogy k,¢ > 3.

Tudjuk, hogy |V| > (¥}41%) és |N| +|N| = |V| - 1.

Ekkor
R S B

A ) YY)
gy

\/V|><(k(;i);f;2>—1 vagy IN\>(k+(iii)_2)—1-

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Bizonyitds (folytatas)

Ha [N| > ((IE;i)lJ)rﬁz) akkor a rekurziv hivés utdn (az indukciés

feltévés alapjan) F(N) legaldbb k — 1 elemii vagy K(N) legalabb ¢
elemd.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Ha [N| > ( kkl);)rglz) akkor a rekurziv hivas utdn (az indukcids

feltévés alapjan) F(N) legaldbb k — 1 elemii vagy K(N) legalabb ¢

elemi.

igy F(V(G)) legaldbb k elemii, hiszen F(N) U {x} is szerepel az
osszevetésben, amellyel meghataroztuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Ha [N| > ( kkl);)rglz) akkor a rekurziv hivas utdn (az indukcids
feltévés alapjan) F(N) legaldbb k — 1 elemii vagy K(N) legalabb ¢

elemi.

igy F(V(G)) legaldbb k elemii, hiszen F(N) U {x} is szerepel az
Osszevetésben, amellyel meghatdroztuk. K(V(G)) legaldbb ¢
elemdi.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Ha [N| > ( kkl);)rglz) akkor a rekurziv hivés utdn (az indukciés
feltévés alapjan) F(N) legaldbb k — 1 elemii vagy K(N) legalabb ¢

elemi.

igy F(V(G)) legaldbb k elemii, hiszen F(N) U {x} is szerepel az
Osszevetésben, amellyel meghatdroztuk. K(V(G)) legaldbb ¢
elemdi.

Az [N| > (FTE2D)72) eset hasonléan térgyalhatd.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Ha [N| > ( (k1) %), akkor a rekurziv hivas utén (az indukcids

(k=1)-1 /) 21
feltévés aIapJan) F(N) legalabb k — 1 elemii vagy K(N) legaldbb ¢
elemd.

igy F(V(G)) legaldbb k elemii, hiszen F(N) U {x} is szerepel az
Osszevetésben, amellyel meghatdroztuk. K(V(G)) legaldbb ¢
elemdi.

Az [N| > (FTE2D)72) eset hasonléan térgyalhatd.

Ez befejezi az allitasunk indoklasat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Aszimmetrikus Ramsey-szamok

Definicié

Legyen R(k, () az a minimalis |V/| érték, amely esetén biztosak
lehetlink abban, hogy tetszéleges egyszerii graf V-n tartalmaz k
elemi fliggetlen halmazt vagy ¢ elemi klikket.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Aszimmetrikus Ramsey-szamok

Definicié

Legyen R(k, () az a minimalis |V/| érték, amely esetén biztosak
lehetlink abban, hogy tetszéleges egyszerii graf V-n tartalmaz k
elemi fliggetlen halmazt vagy ¢ elemi klikket.

Konnyii feladatok

(0) R(k,¢) = R(4, k),
(i) R(1,0) =1,
(i) R(2,6) = L.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A bizonyitas Iényegét a kovetkez6é lemma foglalja Ossze.

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erd6s—Szekeres-egyenlotlenség

A bizonyitds lényegét a kovetkez6 lemma foglalja Gssze.

Lemma: Erdés—Szekeres-egyenlGtlenség

R(k,0) < R(k —1,0) + R(k, ¢ —1).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos Pal oroksége

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos Pal oroksége

e Az extremadlis kombinatorika és Ramsey-elmélet Erdos Pal
hosszl kutatdi életének meghatdrozé témai.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos Pal oroksége

e Az extremadlis kombinatorika és Ramsey-elmélet Erdos Pal
hosszl kutatéi életének meghatdrozd témai.

e Erdds Pal eredményei a témakorok kialakitdsaban,
arculatdnak alakitdsiban meghatdrozé szerepet jatszanak.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos Pal oroksége

e Az extremadlis kombinatorika és Ramsey-elmélet Erdos Pal
hosszl kutatéi életének meghatdrozd témai.
e Erdds Pal eredményei a témakorok kialakitdsaban,
arculatdnak alakitdsiban meghatdrozé szerepet jatszanak.
e Egy Erdés mese a Ramsey-szamok problémajanak

’ nehézségét mutatja meg:

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos Pal oroksége

e Az extremadlis kombinatorika és Ramsey-elmélet Erdos Pal
hosszl kutatéi életének meghatdrozd témai.

e Erdds Pal eredményei a témakorok kialakitdsaban,
arculatdnak alakitdsiban meghatdrozé szerepet jatszanak.

e Egy Erdés mese a Ramsey-szamok problémajanak
nehézségét mutatja meg: Ha az Grbdl egy idegen
szupercivilizacié érkezne a Foldre és azt mondana, hogy az
emberiséget akkor kiméli meg, ha meghatdrozza R(5)
értékét, akkor a politikusoknak és gazdasdgi szakembereknek
a matematikusokat és szamitastudomannyal foglalkozdkat
kellene tdmogatunk, hogy az Osszes szuperszamitégép erejét
és tudasukat osszerakva megoldjik a problémat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos Pal oroksége

e Az extremadlis kombinatorika és Ramsey-elmélet Erdos Pal
hosszl kutatéi életének meghatdrozd témai.

e Erdds Pal eredményei a témakorok kialakitdsaban,
arculatdnak alakitdsiban meghatdrozé szerepet jatszanak.

e Egy Erdés mese a Ramsey-szamok problémajanak
nehézségét mutatja meg: Ha az Grbdl egy idegen
szupercivilizacié érkezne a Foldre és azt mondana, hogy az
emberiséget akkor kiméli meg, ha meghatdrozza R(5)
értékét, akkor a politikusoknak és gazdasdgi szakembereknek
a matematikusokat és szamitastudomannyal foglalkozdkat
kellene tdmogatunk, hogy az osszes szuperszamitdgép erejét
és tudasukat osszerakva megoldjik a problémat.

e Amennyiben a lények R(6) meghatarozasihoz kétik az
erOszak elkeruléset, akkor ugyanezt a tdmogatast a
katondknak és a fegyverkezéssel foglalkozéknak kellene
nyujtaniuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A fenti allitast 2-szinezésre mondtuk ki, de kimondhaté és
egyszerlen bizonyithaté c-szinezésre is.

it
N
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete

A fenti allitast 2-szinezésre mondtuk ki, de kimondhatd és
egyszerten bizonyithaté c-szinezésre is.

Ennek megfelel8en (j Ramsey-szdmokat vezethetiink be: R.(k), ha
c elemii a palettdval dolgozunk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete

A fenti allitast 2-szinezésre mondtuk ki, de kimondhatd és
egyszerten bizonyithaté c-szinezésre is.

Ennek megfelel8en (j Ramsey-szdmokat vezethetiink be: R.(k), ha
c elemii a palettdval dolgozunk.

Ahogy az Erdés—Szekeres bizonyitasban tettiik mds
Ramsey-szamoknadl is megbonthatjuk a szinek szimmetridjat és
ennek megfeleléen altalanositott aszimmetrikus Ramsey-szamokat
vezethetiink be: Rc(ki, ko, ..., k).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.
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Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.
(1):
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_
Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(D): A harom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék.

o 5
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitas

Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(I): A hdrom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék. k
elem{i monokromatikus halmazt kerestink.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitas

Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(I): A hdrom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék. k
elemii monokromatikus halmazt keresiink. Piros/kék szinekre
alkalmazzuk a két-szinli Ramsey-tételt.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitas

Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(I): A hdrom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék. k
elemii monokromatikus halmazt keresiink. Piros/kék szinekre
alkalmazzuk a két-szinli Ramsey-tételt.

Piros szinben talalt monokromatikus halmaz egyszin.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitas

Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(I): A hdrom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék. k
elemii monokromatikus halmazt keresiink. Piros/kék szinekre
alkalmazzuk a két-szinli Ramsey-tételt.

Piros szinben talalt monokromatikus halmaz egyszinl. A kék
monokromatikus halmaz, azonban az eredeti szindrnyalatokat is
latva két szinii.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitas

Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(I): A hdrom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék. k
elemii monokromatikus halmazt keresiink. Piros/kék szinekre
alkalmazzuk a két-szinli Ramsey-tételt.

Piros szinben talalt monokromatikus halmaz egyszinl. A kék
monokromatikus halmaz, azonban az eredeti szindrnyalatokat is
latva két szinli. Ha azonban a csak kéket 1at6 a Ramsey-tételt tgy
alkalmazza, hogy mérete R(k) legyen, akkor biztos lehet (az altala
nem latott) k-elemi{i monokromatikus halmaz létezésében.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitas

Csak a ¢ = 3 esetet targyaljuk.

(I): A hdrom szinre gondoljunk mint piros, vildgoskék, sotétkék. k
elemii monokromatikus halmazt keresiink. Piros/kék szinekre
alkalmazzuk a két-szinli Ramsey-tételt.

Piros szinben talalt monokromatikus halmaz egyszinl. A kék
monokromatikus halmaz, azonban az eredeti szindrnyalatokat is
latva két szinli. Ha azonban a csak kéket 1at6 a Ramsey-tételt tgy
alkalmazza, hogy mérete R(k) legyen, akkor biztos lehet (az altala
nem latott) k-elemi{i monokromatikus halmaz létezésében.

Az &ltaldnos eset (3 szin helyett k) a paletta méret szerinti
indukcidval, a fenti otleten alapulva egyszerii.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitasara.

«0O)>» «F»r 4

= DA



rendezett csticshalmaz.

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsara. Legyen |V| = c¥ egy

o 5

DA



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitds Il

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsira. Legyen |V| = c* egy
rendezett csticshalmaz. Vegyuk ki az els6 vy csticsot. Ezt a
vélasztast éljék tul azok a csutcsok, amelyekhez v;-gyel olyan szinii
éllel van osszekotve, amely a v; koriili élek kozott a leggyakoribb.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitds Il

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsira. Legyen |V| = c* egy
rendezett csticshalmaz. Vegyuk ki az els6 vy csticsot. Ezt a
vélasztast éljék tul azok a csutcsok, amelyekhez v;-gyel olyan szinii
éllel van osszekotve, amely a v; koriili élek kozott a leggyakoribb.
A tulélo cstcsokkal ismételjik ezt, amig van tulél6 csiics.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitds Il

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsira. Legyen |V| = c* egy
rendezett csticshalmaz. Vegyuk ki az els6 vy csticsot. Ezt a
vélasztast éljék tul azok a csutcsok, amelyekhez v;-gyel olyan szinii
éllel van osszekotve, amely a v; koriili élek kozott a leggyakoribb.
A tulélo cstcsokkal ismételjik ezt, amig van tulél6 csiics.

Legaldbb ck kivalasztasi |épés lesz.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitds Il

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsira. Legyen |V| = c* egy
rendezett csticshalmaz. Vegyuk ki az els6 vy csticsot. Ezt a
vélasztast éljék tul azok a csutcsok, amelyekhez v;-gyel olyan szinii
éllel van osszekotve, amely a v; koriili élek kozott a leggyakoribb.
A tulélo cstcsokkal ismételjik ezt, amig van tulél6 csiics.

Legaldbb ck kivalasztasi |épés lesz. A kivalasztott csiicsok kozott
legaldbb k olyan lesz, ami koriil az algoritmus ugyanazt a szint
taldlja legnépszeriibbnek.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitds Il

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsira. Legyen |V| = c* egy
rendezett csticshalmaz. Vegyuk ki az els6 vy csticsot. Ezt a
vélasztast éljék tul azok a csutcsok, amelyekhez v;-gyel olyan szinii
éllel van osszekotve, amely a v; koriili élek kozott a leggyakoribb.
A tulélo cstcsokkal ismételjik ezt, amig van tulél6 csiics.

Legaldbb ck kivalasztasi |épés lesz. A kivalasztott csiicsok kozott
legaldbb k olyan lesz, ami koriil az algoritmus ugyanazt a szint
taldlja legnépszeriibbnek.

Re(k) < c°k.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tobb szin esete: Bizonyitds Il

(11): Emlékezziink Ramsey bizonyitdsira. Legyen |V| = c* egy
rendezett csticshalmaz. Vegyuk ki az els6 vy csticsot. Ezt a
vélasztast éljék tul azok a csutcsok, amelyekhez v;-gyel olyan szinii
éllel van osszekotve, amely a v; koriili élek kozott a leggyakoribb.
A tulélo cstcsokkal ismételjik ezt, amig van tulél6 csiics.

Legaldbb ck kivalasztasi |épés lesz. A kivalasztott csiicsok kozott
legaldbb k olyan lesz, ami koriil az algoritmus ugyanazt a szint
taldlja legnépszeriibbnek.

Tétel

R(k) < ck.

v

Re(ki, ko, ... ko) < clthet the

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemi
részhalmazait szinezte. Ez kiterjeszthetd r-elemii részek
szinezésére: c : (‘r/) — {piros, kék}.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemi
részhalmazait szinezte. Ez kiterjeszthetd r-elemii részek
szinezésére: c : (‘r/) — {piros, kék}.

Persze ekkor egy M C V monokromatikus halmaztél azt koveteljik
meg, hogy minden k-elemi része azonos szinii legyen. Azaz M
monokromatikus, ha c](M) konstans fliggvény.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemi
részhalmazait szinezte. Ez kiterjeszthetd r-elemii részek
szinezésére: c : (‘r/) — {piros, kék}.

Persze ekkor egy M C V monokromatikus halmaztél azt koveteljik
meg, hogy minden k-elemi része azonos szinii legyen. Azaz M
monokromatikus, ha c](M) konstans fliggvény.

A megfeleld tétel most is igaz (azaz elég nagy halmaz esetén
sziikségszer(i a k elemii homogén halmaz jelenléte). Ennek
megfelelden bevezethet8k a R(7(k), illetve R(")(k, ¢)
Ramsey-szamok.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemi
részhalmazait szinezte. Ez kiterjeszthetd r-elemii részek
szinezésére: c : (‘r/) — {piros, kék}.

Persze ekkor egy M C V monokromatikus halmaztél azt koveteljik
meg, hogy minden k-elemi része azonos szinii legyen. Azaz M
monokromatikus, ha c](M) konstans fliggvény.

A megfeleld tétel most is igaz (azaz elég nagy halmaz esetén
sziikségszer(i a k elemii homogén halmaz jelenléte). Ennek
megfelelden bevezethet8k a R(7(k), illetve R(")(k, ¢)
Ramsey-szamok.

Megjegyzés: r = 1 is egy matematikailag értelmes allitasban.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemi
részhalmazait szinezte. Ez kiterjeszthetd r-elemii részek
szinezésére: ¢ : (V) — {piros, kék}.

Persze ekkor egy M C V monokromatikus halmaztél azt koveteljik

meg, hogy minden k-elemi része azonos szinii legyen. Azaz M
monokromatikus, ha c](M) konstans fliggvény.

A megfeleld tétel most is igaz (azaz elég nagy halmaz esetén
sziikségszer(i a k elemii homogén halmaz jelenléte). Ennek
megfelelden bevezethet8k a R(7(k), illetve R(")(k, ¢)
Ramsey-szamok.

Megjegyzés: r = 1 is egy matematikailag értelmes allitasban. Az
r =1 eset lényegében a skatulyaelv.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése

Az alap Ramsey-tétel egy teljes graf éleit, a csicsok kételemi
részhalmazait szinezte. Ez kiterjeszthetd r-elemii részek
szinezésére: c : (‘r/) — {piros, kék}.

Persze ekkor egy M C V monokromatikus halmaztél azt koveteljik
meg, hogy minden k-elemi része azonos szinii legyen. Azaz M
monokromatikus, ha c](M) konstans fliggvény.

A megfeleld tétel most is igaz (azaz elég nagy halmaz esetén
sziikségszer(i a k elemii homogén halmaz jelenléte). Ennek
megfelelden bevezethet8k a R(7(k), illetve R(")(k, ¢)
Ramsey-szamok.

Megjegyzés: r = 1 is egy matematikailag értelmes allitasban. Az
r =1 eset lényegében a skatulyaelv. A Ramsey-tétel felfoghaté
mint egy altaldnositott skatulyaelv.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Az r = 1,2 eseteket tudjuk.

«0O0>» «F»r» «=» « » Q>



Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet targyaljuk csak.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitas

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fiiggvény.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitds

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjlik:

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitds

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjiik: Bevezettiik az aszimmetrikus R(")(k, £) szdmokat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitds

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjiik: Bevezettiik az aszimmetrikus R(")(k, £) szdmokat.

Az Erdés—Szekeres-Lemma megfeleléjét kimondjuk:

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitas

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjiik: Bevezettiik az aszimmetrikus R(")(k, £) szdmokat.

Az Erdés—Szekeres-Lemma megfeleléjét kimondjuk:

R®)(k,0) < R(R®(k —1,0), R®(k,0 — 1)) + 1.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitds

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjiik: Bevezettiik az aszimmetrikus R(")(k, £) szdmokat.

Az Erdés—Szekeres-Lemma megfeleléjét kimondjuk:

R®)(k,0) < R(R®(k —1,0), R®(k,0 — 1)) + 1.

A teljes bizonyitas egy indukcids bizonyitds R()(k, () végességére.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitds

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjiik: Bevezettiik az aszimmetrikus R(")(k, £) szdmokat.

Az Erdés—Szekeres-Lemma megfeleléjét kimondjuk:

R®)(k,0) < R(R®(k —1,0), R®(k,0 — 1)) + 1.

A teljes bizonyitas egy indukcids bizonyitds R()(k, () végességére.

R()(k, £) végessége s-re vonatkozé indukciéval formalizalhatd.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése 2 szinnel: Bizonyitds

Az r = 1,2 eseteket tudjuk. Az r = 3 esetet térgyaljuk csak.

Adott egy ,, nagy” V cslicshalmaz, amely minden harmasanak szint
ad egy c fliggvény. Erd6s—Szekeres-tétel gondolatmenetét
kovetjiik: Bevezettiik az aszimmetrikus R(")(k, £) szdmokat.

Az Erdés—Szekeres-Lemma megfeleléjét kimondjuk:

R®)(k,0) < R(R®(k —1,0), R®(k,0 — 1)) + 1.

A teljes bizonyitas egy indukcids bizonyitds R()(k, () végességére.

R()(k, £) végessége s-re vonatkozé indukcidval formalizélhats. A
fenti gondolatmenet az indukcids lépést mutatja.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése ¢ szinnel

A két tovabblépés osszegezhets. Vizsgdlhatjuk az r-elemi
részhalmazok c-szinezését. Elég nagy alaphalmaz esetén ekkor is
garantalt a k-elemii monokromatikus halmaz megléte. A megfeleld
Ramsey-szamok jeldlése R (k), illetve R (ki, ko, . . ., ke).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

r-esek szinezése ¢ szinnel

A két tovabblépés osszegezhets. Vizsgdlhatjuk az r-elemi
részhalmazok c-szinezését. Elég nagy alaphalmaz esetén ekkor is
garantalt a k-elemii monokromatikus halmaz megléte. A megfeleld
Ramsey-szamok jeldlése R (k), illetve R (ki, ko, . . ., ke).

A részletek kidolgozasat az érdeklédd hallgatd elvégezheti.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Szunet

YL

S
‘4 nm)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezo filozéfidt tamasztja ala:

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



nincs teljes rendezetlenség.

A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezé filozdfiat tdmasztja ala

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Ramsey-elmélet

Siirliség

A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezé filozdfiat tamasztja ala:
nincs teljes rendezetlenség.

Barhogy hiizunk is be éleket n csiics k6zé mindig lesz O(log n)

nagysagu fiiggetlen halmaz vagy klikk, azaz egy rendkiviil
rendezett rész.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Ramsey-elmélet

A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezé filozdfiat tamasztja ala:
nincs teljes rendezetlenség.

Barhogy hiizunk is be éleket n csiics k6zé mindig lesz O(log n)
nagysagu figgetlen halmaz vagy klikk, azaz egy rendkivil
rendezett rész.

Ezt akkor se tudjuk elkertlni, ha célunk a teljes kdosz kialakitdsa.
Bizonyos lokalis rend elkeriilhetetlen.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Ramsey-elmélet

A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezé filozdfiat tamasztja ala:
nincs teljes rendezetlenség.

Barhogy hiizunk is be éleket n csiics k6zé mindig lesz O(log n)
nagysagu figgetlen halmaz vagy klikk, azaz egy rendkivil
rendezett rész.

Ezt akkor se tudjuk elkertlni, ha célunk a teljes kdosz kialakitdsa.
Bizonyos lokalis rend elkeriilhetetlen.

A fenti filozéfia a matematika tobb tételében megjelenik. A
megfelelé tételek Ramsey-tipust tételek.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-elmélet

A grafelméleti Ramsey-tétel a kovetkezé filozdfiat tamasztja ala:
nincs teljes rendezetlenség.

Barhogy hiizunk is be éleket n csiics k6zé mindig lesz O(log n)
nagysagu figgetlen halmaz vagy klikk, azaz egy rendkivil
rendezett rész.

Ezt akkor se tudjuk elkertlni, ha célunk a teljes kdosz kialakitdsa.
Bizonyos lokalis rend elkeriilhetetlen.

A fenti filozéfia a matematika tobb tételében megjelenik. A
megfelelé tételek Ramsey-tipust tételek.

A sok Osszefliggés miatt egy elmélet alakult ki a filozdfia koré.
Ebbe a matematika legkiilonbozébb dgai adnak részeredményeket.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos—Szekeres-tétel

Legyen adva egy n eleml P ponthalmaz a sikon gy, hogy
pontjaink koziil semelyik hdrom sem esik egy egyenesre (P pontjai
altalanos helyzetiiek).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-tétel

Legyen adva egy n eleml P ponthalmaz a sikon gy, hogy
pontjaink koziil semelyik hdrom sem esik egy egyenesre (P pontjai
altalanos helyzetiiek).

P elemei koziil szeretnénk kivélasztani k-t gy, hogy ezek egy
konvex sokszog csticsait alkossak.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-tétel

Legyen adva egy n eleml P ponthalmaz a sikon gy, hogy
pontjaink koziil semelyik hdrom sem esik egy egyenesre (P pontjai
altalanos helyzetiiek).

P elemei koziil szeretnénk kivélasztani k-t gy, hogy ezek egy
konvex sokszog csticsait alkossak.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ha |P| elég nagy, akkor ez
garantaltan lehetséges.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-tétel

Legyen adva egy n eleml P ponthalmaz a sikon gy, hogy
pontjaink koziil semelyik hdrom sem esik egy egyenesre (P pontjai
altalanos helyzetiiek).

P elemei koziil szeretnénk kivalasztani k-t (gy, hogy ezek egy
konvex sokszog csticsait alkossak.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy ha |P| elég nagy, akkor ez
garantaltan lehetséges.

(Erdés Pal és Szekeres Gyorgy tétele)

Ha P R™)(5, k) darab altaldnos helyzetii pont halmaza, akkor
koziiliik ki lehet valasztani k pontot lgy, hogy ezek egy konvex
sokszog csticsait alkossak.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Egy elemi geometriai lemma

Siirliség

A bizonyitds a kovetkezd egyszerli geometriai lemman miulik. A
lemmat nem bizonyitjuk. Az érdeklodd hallgaté kozépiskolai
ismeretei alapjan konnyen beldthatja.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Egy elemi geometriai lemma

A bizonyitds a kovetkezd egyszerli geometriai lemman miulik. A
lemmat nem bizonyitjuk. Az érdeklodd hallgaté kozépiskolai
ismeretei alapjan konnyen beldthatja.

Lemma

(i) Ha adott a sikon &t altaldnos helyzetii pont, akkor
kivalaszthaté koziiliik négy lgy, hogy ezek konvex négyszoget
hatdrozzanak meg.

(i) Ha adott a sikon k &ltaldnos helyzetii pont gy, hogy koziiliik
tetszoleges négy konvex négyszoget hatdroz meg, akkor a k
pont konvex helyzetben van.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tétel bizonyitasa

Ezek utdn a P ponthalmaz négyeseit szinezziik ki két szinnel tgy,
hogy egy négyes akkor és csak akkor kapjon piros szint, ha a benne
szerepl6 pontnégyes nem egy konvex négyszog csticshalmaza.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tétel bizonyitasa

Ezek utdn a P ponthalmaz négyeseit szinezzik ki két szinnel dgy,
hogy egy négyes akkor és csak akkor kapjon piros szint, ha a benne
szerepl6 pontnégyes nem egy konvex négyszog csticshalmaza.

A lemma éppen azt mondja ki, hogy a ponthalmaznak ekkor nincs
piros monokromatikus otelemi részhalmaza.
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Tétel bizonyitasa

Ezek utdn a P ponthalmaz négyeseit szinezzik ki két szinnel dgy,
hogy egy négyes akkor és csak akkor kapjon piros szint, ha a benne
szerepl6 pontnégyes nem egy konvex négyszog csticshalmaza.

A lemma éppen azt mondja ki, hogy a ponthalmaznak ekkor nincs
piros monokromatikus otelemi részhalmaza.

|P| vélasztasa miatt ekkor van P-ben egy k elemii kék rész.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tétel bizonyitasa

Ezek utdn a P ponthalmaz négyeseit szinezzik ki két szinnel dgy,
hogy egy négyes akkor és csak akkor kapjon piros szint, ha a benne
szerepl6 pontnégyes nem egy konvex négyszog csticshalmaza.

A lemma éppen azt mondja ki, hogy a ponthalmaznak ekkor nincs
piros monokromatikus otelemi részhalmaza.

|P| vélasztasa miatt ekkor van P-ben egy k elemii kék rész.

Errdl Lemma (ii) azt allitja, hogy egy konvex k-szog csicshalmaza.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A tétel Klein Eszter egy kérdését valaszolta meg.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Happy end probléma

A tétel Klein Eszter egy kérdését vdlaszolta meg.

A bizonyitasban szereplo elemi geometriai megallapitast Klein
Eszter vette észre, aki ezek utdn feltette a kérdést: lgaz-e, hogy
elég nagy ponthalmaz esetén garantdltan taldlhatunk egy konvex
k-szoget alkoté csticshalmazt a ponthalmazunkban?

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Happy end probléma

A tétel Klein Eszter egy kérdését vdlaszolta meg.

A bizonyitasban szereplo elemi geometriai megallapitast Klein
Eszter vette észre, aki ezek utdn feltette a kérdést: lgaz-e, hogy
elég nagy ponthalmaz esetén garantdltan taldlhatunk egy konvex
k-szoget alkoté csticshalmazt a ponthalmazunkban?

A problémét ,, Happy end” problémanak nevezte el Erdos Pal, mert
taldn a kérdésfelvetés is szerepet jatszott abban, hogy késébb
Szekeres Gyorgy és Klein Eszter hdzassagot kotott.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Erdos—Szekeres-szamok

Siirliség

ESz(n) az a minimalis szam, amilyen szdmossagu altalanos
helyzetli ponthalmaz esetén garantéljuk egy konvex n-szog
cstcsainak halmazat a ponthalmazunkban.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-szamok

ESz(n) az a minimalis szam, amilyen szdmossagu altalanos
helyzetli ponthalmaz esetén garantéljuk egy konvex n-szog
cstcsainak halmazat a ponthalmazunkban.

A kovetkezd becslés Erdés Paltdl és Szekeres Gyorgyt6l szarmazik:

2k — 2
2k=2 1 1 < ESz(k) < <k_1>.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-szamok

ESz(n) az a minimalis szam, amilyen szdmossagu altalanos
helyzetli ponthalmaz esetén garantéljuk egy konvex n-szog
cstcsainak halmazat a ponthalmazunkban.

A kovetkezd becslés Erdés Paltdl és Szekeres Gyorgyt6l szarmazik:

2k — 2
2k=2 1 1 < ESz(k) < <k_1>.

(Szekeres Gyorgy)

lgaz-e, hogy tetszSleges k esetén ESz(k) = 2K—2 + 17

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-szamok

ESz(n) az a minimalis szam, amilyen szdmossagu altalanos
helyzetli ponthalmaz esetén garantéljuk egy konvex n-szog
cstcsainak halmazat a ponthalmazunkban.

A kovetkezd becslés Erdés Paltdl és Szekeres Gyorgyt6l szarmazik:

2k — 2
2k=2 1 1 < ESz(k) < <k_1>.

(Szekeres Gyorgy)

lgaz-e, hogy tetszSleges k esetén ESz(k) = 2K—2 + 17

A fenti sejtést/egyenléséget csak k < 6 esetén igazoltak (2006).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos—Szekeres-szamok

ESz(n) az a minimalis szam, amilyen szdmossagu altalanos
helyzetli ponthalmaz esetén garantéljuk egy konvex n-szog
cstcsainak halmazat a ponthalmazunkban.

A kovetkezd becslés Erdés Paltdl és Szekeres Gyorgyt6l szarmazik:

2k — 2
2k=2 1 1 < ESz(k) < <k_1>.

(Szekeres Gyorgy)

lgaz-e, hogy tetszSleges k esetén ESz(k) = 2K—2 + 17

A fenti sejtést/egyenléséget csak k < 6 esetén igazoltak (2006).

Tétel, Suk 2017

2k=2 11 < ESz(k) < 2k+o(k),

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Szunet
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Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Aritmetikai Ramsey-tipusu tételek

A kovetkezokben olyan problémakkal foglalkozunk, ahol adott egy
szamhalmaz, melynek elemeit kiszineztiik. Majd vesziink egy
egyenletet/egyenletrendszert, és azt vizsgéljuk, hogy megoldhaté-e
tgy, hogy a megolddas monokromatikus halmaz legyen.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Aritmetikai Ramsey-tipusu tételek

A kovetkezokben olyan problémakkal foglalkozunk, ahol adott egy
szamhalmaz, melynek elemeit kiszineztiik. Majd vesziink egy
egyenletet/egyenletrendszert, és azt vizsgéljuk, hogy megoldhaté-e
tgy, hogy a megolddas monokromatikus halmaz legyen.

Az elsé ilyen tételiink az aldbbiakban egy lemma lesz. Ehhez a
Fermat-sejtés vizsgalata vezetett el. Eszerint az x" 4+ y" = 2"
Diophantikus egyenletnek nincs nem trividlis megolddsa 2-nél
nagyobb egész n esetén. (Ezt a sejtést Wiles 1994-ben
bizonyitotta.)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Schur-tétel

Siirliség

Kovetkezokben az alatt, hogy egy allitas elég nagy s szamra
teljeslil, azt értjuk, hogy

Van olyan sp kiiszob, hogy minden s > sy esetén az allitds igaz.

A nyelvezetet értelemszeriien haszndljuk primekre, illetve
hasznalhatnank négyzetszamokra, vagy N egy tetszoleges végtelen
részhalmazabdl vett értékekre.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Schur-tétel

Kovetkezokben az alatt, hogy egy allitas elég nagy s szamra
teljeslil, azt értjuk, hogy

Van olyan sp kiiszob, hogy minden s > sy esetén az allitds igaz.

A nyelvezetet értelemszeriien haszndljuk primekre, illetve
hasznalhatnank négyzetszamokra, vagy N egy tetszoleges végtelen
részhalmazabdl vett értékekre.

(Schur-tétel)

Legyen adott n € NT. Elég nagy p primre az

xX"+y'=, 2"

egyenletnek létezik nem trividlis megoldasa, ahol x =, y jelentése:
X =y mod p, tovabba egy x, y, z megoldas akkor nem-trividlis, ha
x,y,z#p 0.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Schur-lemma

Természetesen a p-re vonatkozd kiiszobszam fligg n-t6l. Mielott
még a tételt bizonyitanank, sziikséglink van a kovetkez6
szamunkra kozponti lemmara.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Schur-lemma

Természetesen a p-re vonatkozd kiiszobszam fligg n-t6l. Mielott
még a tételt bizonyitanank, sziikséglink van a kovetkez6
szamunkra kozponti lemmara.

(Schur-lemma, 1916)

Legyen v elég nagy, és c € NT tetszbleges palettaméret. Vegyiink
egy tetszbleges ¢ : {1,2,...,v} =[v] = {1,2,...,c} szinezést.
Ekkor az

x+y=z,ahol x,y,z €[],

egyenletnek van monokromatikus megolddsa.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Definidljuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelmezett teljes graf
éleinek egy szinezését: Az ij él szine legyen ¢(|i — j|).
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Lemma bizonyitdsa

Definidljuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelmezett teljes graf
éleinek egy szinezését: Az ij él szine legyen o(|i — j|).

Ekkor Ramsey-tételébol adéddan, ha v elég nagy, lesz
monokromatikus harmas (azaz egy hdromszog, melynek minden éle
ugyanolyan szini).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Definidljuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelmezett teljes graf
éleinek egy szinezését: Az ij él szine legyen o(|i — j|).

Ekkor Ramsey-tételébol adéddan, ha v elég nagy, lesz
monokromatikus harmas (azaz egy hdromszog, melynek minden éle
ugyanolyan szinii). lgazabdl v = R.(3) egy j6 hatér.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Definidljuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelmezett teljes graf
éleinek egy szinezését: Az ij él szine legyen o(|i — j|).

Ekkor Ramsey-tételébdl adéddan, ha v elég nagy, lesz
monokromatikus harmas (azaz egy hdromszog, melynek minden éle
ugyanolyan szinii). lgazabdl v = R.(3) egy j6 hatér.

Legyen h,i,j egy monokromatikus haromszog cstcsai.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Definidljuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelmezett teljes graf
éleinek egy szinezését: Az ij él szine legyen o(|i — j|).

Ekkor Ramsey-tételébdl adéddan, ha v elég nagy, lesz
monokromatikus harmas (azaz egy hdromszog, melynek minden éle
ugyanolyan szinii). lgazabdl v = R.(3) egy j6 hatér.

Legyen h,i,j egy monokromatikus haromszog cstcsai. Feltehetd,
hogy h < i < j. Tudjuk, hogy

o(i—h)=p(—i)=e({—h).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Definidljuk az {0,1,2,...,v} halmazon értelmezett teljes graf
éleinek egy szinezését: Az ij él szine legyen o(|i — j|).

Ekkor Ramsey-tételébdl adéddan, ha v elég nagy, lesz
monokromatikus harmas (azaz egy hdromszog, melynek minden éle
ugyanolyan szinii). lgazabdl v = R.(3) egy j6 hatér.

Legyen h,i,j egy monokromatikus haromszog cstcsai. Feltehetd,
hogy h < i < j. Tudjuk, hogy

(i —h)=¢(—1i)=¢(—h).
Ekkoraz x=i—h, y =j— i, z=j — h egy megfelel6 megoldasa

az egyenletiinknek.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A teljesség kedvéért lassuk a tétel bizonyitdsat is.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tétel bizonyitasa

A teljesség kedvéért lassuk a tétel bizonyitdsat is.

Legyen p elég nagy prim, és tekintsiik a p elem(i test multiplikativ
csoportjdnak (F5-nek) a kovetkezd

H={x"|x eF,} = {g",g%,...}

részcsoportjat, azaz az n-edik hatvanyok 4ltal alkotott
részcsoportjat (g a [, ciklikus csoport egy generatora).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tétel bizonyitasa

A teljesség kedvéért lassuk a tétel bizonyitdsat is.

Legyen p elég nagy prim, és tekintsiik a p elem(i test multiplikativ
csoportjdnak (F5-nek) a kovetkezd

H={x"|x eF,} = {g",g%,...}

részcsoportjat, azaz az n-edik hatvanyok 4ltal alkotott
részcsoportjat (g a [, ciklikus csoport egy generatora).

Lathatd, hogy ennek a részcsoportnak az elemszama, |H| > p;l'
Ekkor F}, felbomlik H szerinti mellékosztalyokra.

Fy = miHUmyHU .. .UmyH

, ) ) F* _
A mellékosztalyok ¢ szdma / = |‘ ol — ’T—Hﬁ <n.

X

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tekintsuik IF;; =

[p—1]={1,2,.

..,p— 1}-nek, azt az n
szinezését, ahol m;H elemei az i-edik szint kapjdk.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tétel bizonyitasa (folytatas)

Tekintsiik F, = [p— 1] = {1,2,...,p — 1}-nek, azt az n
szinezését, ahol m;H elemei az i-edik szint kapjdk.

Ekkor a Schur-lemmat alkalmazvav =p—1,ésc=n
paraméterekkel adédik, hogy alkalmas szinre/mellékosztalya (m;H)
és ilyen szinben/ezen mellékosztdlyban alkalmas x, y és z elemre
(x,y,z € mjH) teljesiil, hogy x +y = z.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tétel bizonyitasa (folytatas)

Tekintsiik F, = [p— 1] = {1,2,...,p — 1}-nek, azt az n
szinezését, ahol m;H elemei az i-edik szint kapjdk.

Ekkor a Schur-lemmat alkalmazvav =p—1,ésc=n
paraméterekkel adédik, hogy alkalmas szinre/mellékosztalya (m;H)
és ilyen szinben/ezen mellékosztdlyban alkalmas x, y és z elemre
(x,y,z € mjH) teljesiil, hogy x +y = z.

Azaz x = mixp", y = miw", z = m;z" és
mixg" + miyo" =p miz".
mj-vel leosztva (m; # 0), adédik hogy
x0"+y"=p 2",

ahol xo”, yo", 20" € H, specidlisan xp", yo", zo" §ép 0.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tétel bizonyitasa (folytatas)

Tekintsiik F, = [p— 1] = {1,2,...,p — 1}-nek, azt az n
szinezését, ahol m;H elemei az i-edik szint kapjdk.

Ekkor a Schur-lemmat alkalmazvav =p—1,ésc=n
paraméterekkel adédik, hogy alkalmas szinre/mellékosztalya (m;H)
és ilyen szinben/ezen mellékosztdlyban alkalmas x, y és z elemre
(x,y,z € mjH) teljesiil, hogy x +y = z.

Azaz x = mixp", y = miw", z = m;z" és
mixg" + miyo" =p miz".
mj-vel leosztva (m; # 0), adédik hogy
x0" +y"=p 2",
ahol xo”, yo", 20" € H, specidlisan xp", yo", zo" §ép 0.

Ezzel a keresett nem trividlis megolddsokat megtaldltuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ahogy Ramsey-tétele elvezet a Ramsey-szamok definiciéjahoz a
Schur-lemman is alapul egy fontos definicid.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Schur-szamok

Ahogy Ramsey-tétele elvezet a Ramsey-szamok definiciéjdhoz a
Schur-lemman is alapul egy fontos definici.

Definicié

Legyen ¢ € N7 tetszdleges, ekkor az Sch(c) legyen az a minimdlis
v szam, amire [v] tetsz8leges ¢ szinezésében lesz monokromatikus
{x,y,z}, amelyre x +y = z, azaz a fenti lemmaban az , elég nagy
V" pontos hatdra. Sch(c) a ¢ paraméteri Schur-szam.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Tovabbi tételek

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szdmunkra az igazi
Schur-tétel lesz — tovabbi kutatdsokat inditott el. Az elért
eredmények koziil kiemelkedik az alabbi.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tovabbi tételek

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szdmunkra az igazi
Schur-tétel lesz — tovabbi kutatdsokat inditott el. Az elért
eredmények koziil kiemelkedik az aldbbi.

(van der Waerden tétele, 1927)

Elég nagy n-re, [n]-nek tetszéleges ¢ szinezésére lesz
monokromatikus k hosszl, nem konstans szamtani sorozat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tovabbi tételek

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szdmunkra az igazi
Schur-tétel lesz — tovabbi kutatdsokat inditott el. Az elért
eredmények koziil kiemelkedik az aldbbi.

(van der Waerden tétele, 1927)

Elég nagy n-re, [n]-nek tetszéleges ¢ szinezésére lesz
monokromatikus k hosszl, nem konstans szamtani sorozat.

Ismét fontos megemliteniink a tétellel kapcsolatos szamsorozatot,
ami leirja a tételben szerepl6 , elég nagy” fogalmat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Tovabbi tételek

A Schur-lemma — ami tovabbiakban szdmunkra az igazi
Schur-tétel lesz — tovabbi kutatdsokat inditott el. Az elért
eredmények koziil kiemelkedik az alabbi.

(van der Waerden tétele, 1927)

Elég nagy n-re, [n]-nek tetszéleges ¢ szinezésére lesz
monokromatikus k hosszl, nem konstans szamtani sorozat.

Ismét fontos megemliteniink a tétellel kapcsolatos szamsorozatot,
ami leirja a tételben szerepl6 , elég nagy” fogalmat.

Definicid

Azt a legkisebb n szdmot, amelyre a fenti tétel igaz W,(k)-val
jeloljuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Szlnet

YL

S
‘4 nm)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A pozicids jatékok legegyszeriibb alakja:

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Pozicids jatékok

A poziciés jatékok legegyszeriibb alakja: kétszemélyes jaték, ahol a
két jatékos felvaltva foglal el még szabad pozicidkat egy tablardl,
azzal a céllal, hogy elérjen valamilyen (nyerd) alakzatot.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Pozicids jatékok

A poziciés jatékok legegyszeriibb alakja: kétszemélyes jaték, ahol a
két jatékos felvaltva foglal el még szabad pozicidkat egy tablardl,
azzal a céllal, hogy elérjen valamilyen (nyerd) alakzatot.

Példa: Tic-Tac-Toe

A tabla egy 3 x 3-as tabldzat, a nyerd alakzatok a sorok, oszlopok
és a két 3lt6 poziciéharmasai.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Pozicids jatékok

A poziciés jatékok legegyszeriibb alakja: kétszemélyes jaték, ahol a
két jatékos felvaltva foglal el még szabad pozicidkat egy tablardl,
azzal a céllal, hogy elérjen valamilyen (nyerd) alakzatot.

Példa: Tic-Tac-Toe
A tabla egy 3 x 3-as tablazat, a nyer6 alakzatok a sorok, oszlopok
és a két alté pozicidharmasai.

Példa: Amoba

A tébla (a pozicidk halmaza) egy végtelen sik négyzetracs. A
nyerdalakzatok sorban, oszlopban vagy valamelyik atlés irdanyban
szomszédos ot mez0.

| \

N

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erd&s-Szekeres-algoritmus Altalanositésok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Altalanositott Tic-Tac-Toe tabla

Definicié

Ug = {poziciék halmaza} = {1,2,..., k}9.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe tabla

Definicié

Ug = {poziciék halmaza} = {1,2,..., k}9.

Azaz két paraméteriink is van: k a tdbla , szélessége”, d a tabla
dimenzidja.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe tabla

Definicié

Ug = {poziciék halmaza} = {1,2,..., k}9.

Azaz két paraméteriink is van: k a tdbla , szélessége”, d a tabla
dimenzidja.

Tehat egy pozicidt egy d dimenzids vektorral tudunk leirni,
melynek koordindtai 1-t6l, k-ig terjedé szdmok lehetnek.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe tabla

Definicié

Ug = {poziciék halmaza} = {1,2,..., k}9.

Azaz két paraméteriink is van: k a tdbla , szélessége”, d a tabla
dimenzidja.

Tehat egy pozicidt egy d dimenzids vektorral tudunk leirni,
melynek koordindtai 1-t6l, k-ig terjedé szdmok lehetnek.

Ez a megillapodas természetes. Példaul az eredeti Tic-tac-Toe
jaték poziciéi azonosithaték a (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),
(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3, 3) elemekkel.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe tabla

Definicié

Ug = {poziciék halmaza} = {1,2,..., k}9.

Azaz két paraméteriink is van: k a tdbla , szélessége”, d a tabla
dimenzidja.

Tehat egy pozicidt egy d dimenzids vektorral tudunk leirni,
melynek koordindtai 1-t6l, k-ig terjedé szdmok lehetnek.

Ez a megillapodas természetes. Példaul az eredeti Tic-tac-Toe
jaték poziciéi azonosithaték a (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),
(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3, 3) elemekkel.

A sakktdbla pozicidindl a szokds az al, a2,..., h7, h8 elemekkel

vald azonositds, habar hasznalhatnank itt is az 11,12,13,
14,...,86,87,88 szamjegyparokat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Altalanositott Tic-Tac-Toe nyero pozicidi

Definicié

Legyen e € {*,1,...,k}\{1,2,..., k}9, melyhez hozzarendeliink
egy Lo = {P1,P2,..., Py} egyenest ahol P; = Pj(e) azt a
poziciét jeldli, amelyet Ugy kapunk, hogy e-ben a csillagokat /-vel
helyettesitjuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe nyero pozicidi

Definicié

Legyen e € {*,1,...,k}\{1,2,..., k}9, melyhez hozzarendeliink
egy Lo = {P1, P2,..., Py} egyenest, ahol P; = P;(e) azt a
pozicidt jeldli, amelyet tgy kapunk, hogy e-ben a csillagokat /-vel
helyettesitjuk.

Azaz egyenesen pozicidk olyan halmazat értjik, melyhez van
indexeknek olyan nemiires S halmaza, hogy az S-en kiviili
koordinatdi fixek, beliil pedig minden koordinatdja ugyanazt az
értéket veszi fel.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe nyero pozicidi

Definicié

Legyen e € {*,1,...,k}\{1,2,..., k}9, melyhez hozzarendeliink
egy Lo = {P1, P2,..., Py} egyenest, ahol P; = P;(e) azt a
pozicidt jeldli, amelyet tgy kapunk, hogy e-ben a csillagokat /-vel
helyettesitjuk.

Azaz egyenesen pozicidk olyan halmazat értjik, melyhez van
indexeknek olyan nemiires S halmaza, hogy az S-en kiviili
koordinatdi fixek, beliil pedig minden koordinatdja ugyanazt az
értéket veszi fel. U,f minden egyenese k darab poziciét tartalmaz.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Altalanositott Tic-Tac-Toe nyero pozicidi

Definicié

Legyen e € {*,1,...,k}\{1,2,..., k}9, melyhez hozzarendeliink
egy Lo = {P1, P2,..., Py} egyenest, ahol P; = P;(e) azt a
pozicidt jeldli, amelyet tgy kapunk, hogy e-ben a csillagokat /-vel
helyettesitjuk.

Azaz egyenesen pozicidk olyan halmazat értjik, melyhez van
indexeknek olyan nemiires S halmaza, hogy az S-en kiviili
koordinatdi fixek, beliil pedig minden koordinatdja ugyanazt az
értéket veszi fel. U,f minden egyenese k darab poziciét tartalmaz.

Az Ug tablan (k + 1)? — k9 darab egyenes van.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Példa

A kovetkez6 abran k = 3, és d = 2 esetre lathatunk példat. Az
(1 %) egyenesen (zold szinii), olyan pontok vannak melyek elsé
koordindtaja 1, és S = {2}, ugyanis a méasodik koordinita mindig
annyi ahanyadik pontot vessziik, vagyis az (1 %) egyenesen az
(11), (12)és(13) pontok helyezkednek el. A (x %) egyenesen
(piros szini) az (1 1), (2 2) és (3 3) pontok vannak. Nyilvan a
masik atlé nem lesz mar egyenes. Ebben az esetben Gsszesen 7

darab egyenes van.
"
(13) (2]3) 3)

(11) 2 (31)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Altaldnositott egyenesek, alterek

Definicié

Az U,‘j tablan egy e-dimenzids alteret egy

a€ {x1,%2,...,%e 1,2,..., k}? vektorral irhatunk le, amelyben
minden indexelt csillag legalabb egyszer szerepel. Az ezzel leirt A,
altér elemeit gy kapjuk, hogy a *;-ket ugyanazzal az

{1,2,..., k}-beli elemmel helyettesitjiik (kiilonbozé i-kre
egymastdl fiiggetleniil). Azaz egy e-dimenzids altér k€ darab
poziciét foglal el. Az e = 1 esetén az 1-dimenzids altér egy
egyenes.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Hales—Jewett-tétel (1963)

Hales—Jewett-tétel (1963)

Minden k-ra (minden tdblaszélességre), minden c-re (minden
paletta méretre) elég nagy d (dimenzié) esetén az U¢ tabla
pozicidit tetszélegesen c-szinezve lesz monokromatikus egyenes.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Hales—Jewett-tétel (1963)

Hales—Jewett-tétel (1963)

Minden k-ra (minden tdblaszélességre), minden c-re (minden
paletta méretre) elég nagy d (dimenzié) esetén az U¢ tabla
pozicidit tetszblegesen c-szinezve lesz monokromatikus egyenes.

Ezt dgy is értelmezhetjiik, hogy a fenti tablan elég nagy dimenzié
esetén, ha c jatékos osztozik a pozicidkon/szineziink, akkor nem
lehet dontetlen, azaz valamelyik jatékos elér/szinosztély tartalmaz
nyerd pozicidhalmazt/egyenest.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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k legyen a van der Waerden tételben keresett szamtani sorozat

o 5

DA



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Hales—Jewett-tétel = van der Waerden-tétel

k legyen a van der Waerden tételben keresett szdmtani sorozat
hossza.

A Hales—Jewett-tételben ehhez (mint tiblaszélességhez) tartozik
egy d dimenzié. Legyen n = k9.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Hales—Jewett-tétel = van der Waerden-tétel

k legyen a van der Waerden tételben keresett szdmtani sorozat
hossza.

A Hales—Jewett-tételben ehhez (mint tiblaszélességhez) tartozik
egy d dimenzié. Legyen n = k9.

Tekintsiik a {0,1,...,n— 1} halmazt és elemeit irjuk k-as
szamrendszerbe. Ha &tirdskor a szamjegysorozatokat 0-kal el6Irol
kiegyészitjik d hossziva, akkor ezzel egy

{0,1,....,n—1} +—{0,1,... k—1}¢

bijekciét irtunk le szdmaink és a tdbla pozicidi kozt.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Hales—Jewett-tétel = van der Waerden-tétel

k legyen a van der Waerden tételben keresett szdmtani sorozat
hossza.

A Hales—Jewett-tételben ehhez (mint tablaszélességhez) tartozik
egy d dimenzié. Legyen n = k9.

Tekintsiik a {0,1,...,n— 1} halmazt és elemeit irjuk k-as
szamrendszerbe. Ha &tirdskor a szamjegysorozatokat 0-kal el6Irol
kiegyészitjik d hossziva, akkor ezzel egy

{0,1,....,n—1} +—{0,1,... k—1}¢

bijekciét irtunk le szdmaink és a tdbla pozicidi kozt.

A van der Waerden tételének szinezése megfelel tablank egy
Hales—Jewett-féle szinezésének, amiben a Hales—Jewett-tétel
garantal egy monokromatikus egyenest, ami megfelel egy k hosszi

szamtani sorozatnak.
Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

A bizonyitds kezdete

Definicié

Azt a minimélis dimenziét, amelyre a fenti tétel igaz HJ.(k)-val
jeloljuk. Ezek a k, ¢ paraméterii Hales—Jewett-szamok.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A bizonyitds kezdete

Definicié

Azt a minimélis dimenziét, amelyre a fenti tétel igaz HJ.(k)-val
jeloljuk. Ezek a k, ¢ paraméterii Hales—Jewett-szamok.

Hales—Jewett-tétel = a Hales—Jewett-szdmok végesek.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A bizonyitds kezdete

Definicié

Azt a minimélis dimenziét, amelyre a fenti tétel igaz HJ.(k)-val
jeloljuk. Ezek a k, ¢ paraméterii Hales—Jewett-szamok.

Hales—Jewett-tétel = a Hales—Jewett-szdmok végesek.

A bizonyitds k-ra, azaz a tablaszélességre vonatkozé teljes
indukcidval torténik.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A bizonyitds kezdete

Definicié

Azt a minimélis dimenziét, amelyre a fenti tétel igaz HJ.(k)-val
jeloljuk. Ezek a k, ¢ paraméterii Hales—Jewett-szamok.

Hales—Jewett-tétel = a Hales—Jewett-szdmok végesek.

A bizonyitds k-ra, azaz a tablaszélességre vonatkozé teljes
indukcidval torténik.

k = 2 esetben vegyiik észre, hogy a 00... 000,
00...001,00...011,...,01...111, 11...111 azaz monoton
sorozattal leirt pozicidk (d + 1 elemii) halmaza olyan, hogy
barmely kettd egy egyenest alkot. Ha d > ¢, akkor a skatulya-elv
garantal két egyszinli elemet, azaz monokromatikus egyenest.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Az indukcids 1épés: Tegylik fel, hogy k-ra teljesiil a tétel
(HJ-Allitas(k)) és k + 1-re kell beldtni (HJ-Allitas(k + 1)).
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur

Indukcids |épés struktiraja

Hales—Jewett Siirliség

Az indukcids 1épés: Tegylik fel, hogy k-ra teljesiil a tétel
(HJ-Allitas(k)) és k + 1-re kell belatni (HJ-Allitas(k + 1)).

Ez a nehéz rész. Két részre bontjuk. Bevezetiink egy koztes
4llitast, jelolése: Allitas(k + 3).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Indukcids |épés struktiraja

Az indukcids 1épés: Tegylik fel, hogy k-ra teljesiil a tétel
(HJ-Allitas(k)) és k + 1-re kell belatni (HJ-Allitas(k + 1)).

Ez a nehéz rész. Két részre bontjuk. Bevezetiink egy koztes
4llitast, jelolése: Allitas(k + 3).

A bizonyitas menete

. . 1 p
HJ-Allitas(k) = Allitas(k + 5) = HJ-Allitas(k).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A szélességet noveljiik meg 1-gyel.
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Allit

. .
Ui 1 pozicidival.

A szélességet noveljiik meg 1-gyel. Alteriinket elemeit azonositjuk

o 5

DA



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) felé: Egy altér struktraja

A szélességet noveljik meg 1-gyel. Alterlinket elemeit azonositjuk
Ui 1 pozicidival. EbbSI kivalasztjik az alabbi részhalmazt

Uip1 2{(a1,a2,...,ae) : haaj=k+1, akkor Vj > i-re aj = k+ 1}

Jel
= SE+1'

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) felé: Egy altér struktraja

A szélességet noveljik meg 1-gyel. Alterlinket elemeit azonositjuk
Ui 1 pozicidival. EbbSI kivalasztjik az alabbi részhalmazt

Uip1 2{(a1,a2,...,ae) : haaj=k+1, akkor Vj > i-re aj = k+ 1}
Jel
:SE+1-
Azaz SF |-t megkaphatjuk a kovetkez8 mddon
e
Sea = Sen(h,
i=0

ahol S¢_(i)-ben azok a szdm e-sek vannak, amelyben az els6
e — i darab legfeljebb k, majd i/ darab k + 1-es kovetkezik.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) felé: Egy altér struktraja

A szélességet noveljik meg 1-gyel. Alterlinket elemeit azonositjuk
Ui 1 pozicidival. EbbSI kivalasztjik az alabbi részhalmazt

Uip1 2{(a1,a2,...,ae) : haaj=k+1, akkor Vj > i-re aj = k+ 1}
Jel
:SE+1-
Azaz SF |-t megkaphatjuk a kovetkez8 mddon
e
Sea = Sen(h,
i=0

ahol S¢_(i)-ben azok a szdm e-sek vannak, amelyben az els6
e — i darab legfeljebb k, majd i/ darab k + 1-es kovetkezik.

Felhivjuk a figyelmet, hogy a fenti definicié megkoveteli, hogy az
e-féle csillagunk egy sorrendje rogzitett legyen.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus

Példa

Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Siirliség

k=6 ése=2 Az S2(2)-nek a fekete négyzet felel meg, mivel
ekkor mar a;-t6l 6-os szamjegynek kell allnia mindenhol. A zold
téglalap az S2(1)-et, a piros négyzet az S2(0)-4t jeloli. A nem
bekeretezett rész nem felel meg a feltételnek, mert az elsé helyen
6-os all, viszont az utdna kovetkezé helyen mar 6-nal kisebb szdm

all.
(16) e (66)
° ° e o o L4
(105) ° e o o (605)
(104) ° o o o (604)
(1.3) o « o o (6.3)
(102) ° e o o (602)
(101 ) ° ° o | ° (601)

Hajnal Péter

Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Példa

Az aldbbi dbran e = 3 eset Iathaté. A , piros kocka” = S3(0), , zéld
téglatest’ = S2(1), , kék téglatest” = S2(2) és ,, vildgoskék
kocka” = S2(3).

=

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + %) felé: Egy altér szép szinezése

Definicié

Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S¢_ (i) halmaz
monokromatikus.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + %) felé: Egy altér szép szinezése

Definicié

Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S¢_ (i) halmaz
monokromatikus.

Megjegyezziik, hogy az Sg (i) halmazok (i =0,1,2,...,e) nem
fedik le az alteret.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + %) felé: Egy altér szép szinezése

Definicié

Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S¢_ (i) halmaz
monokromatikus.

Megjegyezziik, hogy az Sg (i) halmazok (i =0,1,2,...,e) nem
fedik le az alteret. A le nem fedett részre semmilyen szinezési

feltételiink nincs. A kiilonbozo i-k altal kijelolt részek fliggetlenek.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + %) felé: Egy altér szép szinezése

Definicié

Egy altér szépen szinezett, ha mindegyik S¢_ (i) halmaz
monokromatikus.

Megjegyezziik, hogy az Sg (i) halmazok (i =0,1,2,...,e) nem
fedik le az alteret. A le nem fedett részre semmilyen szinezési

feltételiink nincs. A kiilonbozo i-k altal kijelolt részek fliggetlenek.
Mindegyikiikon monokromatikusnak kell a szinezésnek lennei, de a

kiilonbozé részek lehetnek kiilonbozé szinliek (ahogy azonos
szinliek is).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ezekutan kimondhatjuk a kozbiilsé allitasunkat:
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) leirdsa

Ezekutdn kimondhatjuk a kozbiils6 allitasunkat:

” e pe s a s d
Tetszdleges e és c esetén, elég nagy d dimenzidban U,
pozicidinak tetszbleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhatd olyan
e-dimenzids altér, ami szépen szinezett.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) leirdsa

Ezekutdn kimondhatjuk a kozbiils6 allitasunkat:

” e pe s a s d
Tetszdleges e és c esetén, elég nagy d dimenzidban U,
pozicidinak tetszbleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhatd olyan
e-dimenzids altér, ami szépen szinezett.

Tablank U,‘jﬂ lesz. HJ-Allitas(k)-beli tablahoz képest 1-gyel
szélesebb.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) leirdsa

Ezekutdn kimondhatjuk a kozbiils6 allitasunkat:

” e pe s a s d
Tetszdleges e és c esetén, elég nagy d dimenzidban U,
pozicidinak tetszbleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhatd olyan
e-dimenzids altér, ami szépen szinezett.

Tablank U,‘jﬂ lesz. HJ-Allitas(k)-beli tablahoz képest 1-gyel
szélesebb. Egy e paraméteriink lesz, ami egy altér dimenzidja.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) leirdsa

Ezekutdn kimondhatjuk a kozbiils6 allitasunkat:

” e pe s a s d
Tetszdleges e és c esetén, elég nagy d dimenzidban U,
pozicidinak tetszbleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhatd olyan
e-dimenzids altér, ami szépen szinezett.

Tablank U,‘jﬂ lesz. HJ-Allitas(k)-beli tablahoz képest 1-gyel
szélesebb. Egy e paraméteriink lesz, ami egy altér dimenzidja.
Azaz ismét nehezitlink, egyenes helyett egy el6irt dimenzidju
alteret keresiink.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 1) leirdsa

Ezekutdn kimondhatjuk a kozbiils6 allitasunkat:

” e pe s a s d
Tetszdleges e és c esetén, elég nagy d dimenzidban U,
pozicidinak tetszbleges ¢ szinezésére garantdltan taldlhatd olyan
e-dimenzids altér, ami szépen szinezett.

Tablank U,‘jﬂ lesz. HJ-Allitas(k)-beli tablahoz képest 1-gyel
szélesebb. Egy e paraméteriink lesz, ami egy altér dimenzidja.
Azaz ismét nehezitlink, egyenes helyett egy el6irt dimenzidju
alteret keresiink. A szinezettségnél viszont konnyitiink.
Monokromatikussag helyett beérjiik szépen szinezettséggel.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 3) = HJ-Allitas(k + 1)

Viélasszuk e-t HJ-Allitas(k + 1) &llitas palettaméretének és a
kozbiilsé allitas elég nagy dimenzidjaban dolgozzunk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Allitas(k + 3) = HJ-Allitas(k + 1)

Siirliség

Viélasszuk e-t HJ-Allitas(k + 1) &llitas palettaméretének és a
kozbiilsé allitas elég nagy dimenzidjaban dolgozzunk.

A kozbiilsé allitas e 4+ 1 halmaz monokromatikussagat irja el6.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Allitas(k + 3) = HJ-Allitas(k + 1)

Viélasszuk e-t HJ-Allitas(k + 1) &llitas palettaméretének és a
kozbiilsé allitas elég nagy dimenzidjaban dolgozzunk.

A kozbiils6 allitas e + 1 halmaz monokromatikussagat irja el6.

A skatulya-elv alapjan lesz kett6, ami azonos szinli. A
Hales—Jewett-3llitas igazoldsa onnan adddik, hogy az S¢ (i)
halmazok koziil barmely ketté unidja tartalmaz egyenest. (A
példak tanulmdnyozdsa utan egyszeriien ellenérizhetd.)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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e-re vonatkozé indukciéval igazoljuk az Allitas(k + 1)-t.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

HJ-Allitas(k) = Allitas(k + 3)

e-re vonatkozé indukciéval igazoljuk az Allitas(k + 3)-t.

e = 1 konnyen adédik: Uf_H poziciéi tartalmazzdk a keskenyebb
U,‘j tablat, amiben feltevésiink garantal monokromatikus egyenest.

Ez a nagyobb tabldban egy egyenes része lesz (a * most mar a

k + 1 értéket is felveheti). Azaz a nagyobb tabldn a megfeleld
egyenes a keskeny, de monokromatikus egyenes egy poziciéval valé
bovitése. A monokromatikussdg elveszhet, de mindenképpen
szépen szinezett egyenest/1-dimenzids alteret kapunk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



_

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegylink egy tetszbleges szinezést.

o 5
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rol e + 1-re valé ugras

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegyiink egy tetszOleges szinezést. Meg kell taldlnunk a szépen
szinezett e + 1-dimenzids alteret.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rol e + 1-re valé ugras

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegyiink egy tetszOleges szinezést. Meg kell taldlnunk a szépen
szinezett e + 1-dimenzids alteret.

Minden poziciénak lesz egy els6 d’ koordinatdja, ez a pozicié eleje
és lesz utolsé d” koordinatdja, a pozicié vége. (A tablank két
kisebb dimenzids tabla szorzata.)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rol e + 1-re valé ugras

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegyiink egy tetszOleges szinezést. Meg kell taldlnunk a szépen
szinezett e + 1-dimenzids alteret.

Minden poziciénak lesz egy els6 d’ koordinatdja, ez a pozicié eleje
és lesz utolsé d” koordinatdja, a pozicié vége. (A tablank két
kisebb dimenzids tabla szorzata.)

A pozicié elejét rogzitsiik.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rol e + 1-re valé ugras

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegyiink egy tetszOleges szinezést. Meg kell taldlnunk a szépen
szinezett e + 1-dimenzids alteret.

Minden poziciénak lesz egy els6 d’ koordinatdja, ez a pozicié eleje
és lesz utolsé d” koordinatdja, a pozicié vége. (A tablank két
kisebb dimenzids tabla szorzata.)

A pozicié elejét rogzitsiik. A rogzitésre a lehetGségeket U,ﬁ’jrl
pozicidival azonosithatjuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rol e + 1-re valé ugras

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegyiink egy tetszOleges szinezést. Meg kell taldlnunk a szépen
szinezett e + 1-dimenzids alteret.

Minden poziciénak lesz egy els6 d’ koordinatdja, ez a pozicié eleje
és lesz utolsé d” koordinatdja, a pozicié vége. (A tablank két
kisebb dimenzids tabla szorzata.)

A pozicié elejét rogzitsiik. A rogzitésre a lehetGségeket U,ﬁ’jrl
pozicidival azonosithatjuk.

Egy rogzitéshez a lehetséges végek U,fll pozicidival azonosithatdk.
Ebben mindegyik vég (a rogzitett elejével) leir egy szinezett
poziciét a teljes tablaban.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rol e + 1-re valé ugras

Az elég nagy d dimenziét d’ + d” alakban keressiik, ahol mindkét
tag megfeleléen nagy lesz.

Vegyiink egy tetszOleges szinezést. Meg kell taldlnunk a szépen
szinezett e + 1-dimenzids alteret.

Minden poziciénak lesz egy els6 d’ koordinatdja, ez a pozicié eleje
és lesz utolsé d” koordinatdja, a pozicié vége. (A tablank két
kisebb dimenzids tabla szorzata.)

A pozicié elejét rogzitsiik. A rogzitésre a lehetGségeket U,ﬁ’jrl
pozicidival azonosithatjuk.

Egy rogzitéshez a lehetséges végek U,fll pozicidival azonosithatdk.
Ebben mindegyik vég (a rogzitett elejével) leir egy szinezett
pozicidt a teljes tablaban. Azaz a rogzitéshez tartozik egy szinezett
Ui

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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U,ﬁ’_’;l szinezésére c(kt1)° darab lehetdség van
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

. Mindegyiket
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

Siirliség

U,‘jj;l szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

/ Ve Ve Ve Ve
Azaz Uf_H tdblanak van egy szuper-szinezése.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

1"
Uﬁil szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .
Azaz Ug_/H tdblanak van egy szuper-szinezése. Ebben taldlhaté egy

szépen szinezett egyenes (ldsd e = 1 esete). Az egyenes kijeldlése:
elsé d’ koordindtat , csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik”.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

U,‘j’ll szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

Azaz Uf_/H tdblanak van egy szuper-szinezése. Ebben taldlhaté egy
szépen szinezett egyenes (ldsd e = 1 esete). Az egyenes kijeldlése:
elsé d’ koordindtat , csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik”.

A szépen szinezett egyenes 5,}4_1(0) részhalmaza monokromatikus,
azaz mindegyik eleméhez — pozicié eléhoz — ugyanaz a

s 7 " 7 .
szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett Uf_H tébla tartozik.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

U,‘j’ll szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

Azaz Ug_/H tdblanak van egy szuper-szinezése. Ebben taldlhaté egy
szépen szinezett egyenes (ldsd e = 1 esete). Az egyenes kijeldlése:
elsé d’ koordindtat , csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik”.

A szépen szinezett egyenes 5,}4_1(0) részhalmaza monokromatikus,
azaz mindegyik eleméhez — pozicié eléhoz — ugyanaz a

s 7 " 7 .
szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett Ug+1 tébla tartozik.

d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenziés szépen
szinezett altér. Ezen altér kijeldlése: az utolsé d” koordindtat
»Csillagozzuk 1, %o, ..., *e-vel, illetve rogzitjik"”.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

U,‘j’ll szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

Azaz Ug_/H tdblanak van egy szuper-szinezése. Ebben taldlhaté egy
szépen szinezett egyenes (ldsd e = 1 esete). Az egyenes kijeldlése:
elsé d’ koordindtat , csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik”.

A szépen szinezett egyenes 5,}4_1(0) részhalmaza monokromatikus,
azaz mindegyik eleméhez — pozicié eléhoz — ugyanaz a

s 7 " 7 .
szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett Ug+1 tébla tartozik.

d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenziés szépen
szinezett altér. Ezen altér kijeldlése: az utolsé d” koordindtat
»Csillagozzuk 1, %o, ..., *e-vel, illetve rogzitjik"”.

Az egyenes és az altér kijelolése a teljes tabla egy e 4+ 1-dimenzids
alteréhez vezet (a csillagok sorrendje: *, %1, %2, ..., *e).

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

U,‘j’ll szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

Azaz Ug_/H tdblanak van egy szuper-szinezése. Ebben taldlhaté egy
szépen szinezett egyenes (ldsd e = 1 esete). Az egyenes kijeldlése:
elsé d’ koordindtat , csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik”.

A szépen szinezett egyenes 5,}4_1(0) részhalmaza monokromatikus,
azaz mindegyik eleméhez — pozicié eléhoz — ugyanaz a

s 7 " 7 .
szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett Ug+1 tébla tartozik.

d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenziés szépen
szinezett altér. Ezen altér kijeldlése: az utolsé d” koordindtat
»Csillagozzuk 1, %o, ..., *e-vel, illetve rogzitjik"”.

Az egyenes és az altér kijelolése a teljes tabla egy e 4+ 1-dimenzids
alteréhez vezet (a csillagok sorrendje: *, %1, %2, ..., *e).

Azt alitjuk, hogy ez szépen szinezett.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

e-rél e + 1-re val6 ugras (folytatas)

U,‘j’ll szinezésére ¢kt darab lehetdség van. Mindegyiket
felfoghatjuk egy , szuper-szinnek” .

Azaz Ug_/H tdblanak van egy szuper-szinezése. Ebben taldlhaté egy
szépen szinezett egyenes (ldsd e = 1 esete). Az egyenes kijeldlése:
elsé d’ koordindtat , csillagozzuk *-gal, illetve rogzitjik”.

A szépen szinezett egyenes 5,}4_1(0) részhalmaza monokromatikus,
azaz mindegyik eleméhez — pozicié eléhoz — ugyanaz a

s 7 " 7 .
szuper-szin, azaz ugyanaz a szinezett Ug+1 tébla tartozik.

d” legyen olyan nagy, hogy ebben legyen e-dimenziés szépen
szinezett altér. Ezen altér kijeldlése: az utolsé d” koordindtat
»Csillagozzuk 1, %o, ..., *e-vel, illetve rogzitjik"”.

Az egyenes és az altér kijelolése a teljes tabla egy e 4+ 1-dimenzids
alteréhez vezet (a csillagok sorrendje: *, %1, %2, ..., *e).

Azt alitjuk, hogy ez szépen szinezett. Ez konnyen ellenérizhetd.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Szunet

YL

S
‘4 nm)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetsz6leges piros/kék szinezésérél beszél.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siriiség vs struktira

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az (g) élt két
kategoriaba osztjuk.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siriiség vs struktira

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az (g) élt két
n

kategdridba osztjuk. A tobbséget legaldbb %(2) él alkotja.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Siirtiség vs struktira

Siirliség

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az ('2’) élt két

kategéridba osztjuk. A tobbséget legalabb 3 (3) él alkotja.

Felmeril hogy ez az egyszinii élek sokasdaga mar garantdlja, hogy
ebben a szinben nagy monokromatikus halmaz alakuljon ki.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siirtiség vs struktira

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az ('2’) élt két
n

kategéridba osztjuk. A tobbséget legalabb 3 (3) él alkotja.

Felmeril hogy ez az egyszinii élek sokasdaga mar garantdlja, hogy
ebben a szinben nagy monokromatikus halmaz alakuljon ki. Az
els6 gondolatot Turdn-tétele rogton megcafolja.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siirtiség vs struktira

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az ('2’) élt két
n

kategéridba osztjuk. A tobbséget legalabb 3 (3) él alkotja.

Felmeril hogy ez az egyszinii élek sokasdaga mar garantdlja, hogy
ebben a szinben nagy monokromatikus halmaz alakuljon ki. Az
elsé gondolatot Turdn-tétele rogton megcafolja. Tobb mint az élek
fele lehet piros lgy, hogy harom elemi piros-monokromatikus
csucshalmaz se legyen.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siirtiség vs struktira

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az ('2’) élt két
n

kategéridba osztjuk. A tobbséget legalabb 3 (3) él alkotja.

Felmeril hogy ez az egyszinii élek sokasdaga mar garantdlja, hogy
ebben a szinben nagy monokromatikus halmaz alakuljon ki. Az
elsé gondolatot Turdn-tétele rogton megcafolja. Tobb mint az élek
fele lehet piros lgy, hogy harom elemi piros-monokromatikus
csucshalmaz se legyen.

Ha nagyobb monokromatikus halmaz a célunk, akkor még tobb él
megadhaté a nagy monokromatikus halmaz elkeriilésével.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siirtiség vs struktira

A grafelméleti Ramsey-tétel egy nyelvezete a teljes graf éleinek
tetszbleges piros/kék szinezésérdl beszél. Az ('2’) élt két
n

kategéridba osztjuk. A tobbséget legalabb 3 (3) él alkotja.

Felmeril hogy ez az egyszinii élek sokasdaga mar garantdlja, hogy
ebben a szinben nagy monokromatikus halmaz alakuljon ki. Az
elsé gondolatot Turdn-tétele rogton megcafolja. Tobb mint az élek
fele lehet piros lgy, hogy harom elemi piros-monokromatikus
csucshalmaz se legyen.

Ha nagyobb monokromatikus halmaz a célunk, akkor még tobb él
megadhaté a nagy monokromatikus halmaz elkeriilésével. Ramsey
tételének igaz mivolta strukturalis okd. Ha a piros élek elkeriilik
nagy monokromatikus halmaz kialakitdsat, akkor a
komplementerélhalmaz (a kék élek) mar nem lehet hasonlé
struktuardju.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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kialakuldsat.

Mas esetben azonban a siirliség okozhatja a szabdlyos rész
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siriiség vs struktira (folytatas)

Ma3s esetben azonban a siirliség okozhatja a szabalyos rész
kialakulasat.

Erddés Pal és Turan Pal ezt sejtésként mondta ki a van der
Waerden-tétel esetére.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Siirliség vs struktdra (folytatas)

Ma3s esetben azonban a siirliség okozhatja a szabalyos rész
kialakulasat.

Erddés Pal és Turan Pal ezt sejtésként mondta ki a van der
Waerden-tétel esetére.

Az eddig megemlitett Ramsey-tételeket a kovetkez6 tdblazatban
foglaljuk Ossze:

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ra:n.sey»algoritmus Erdds-Szekeres-algoritmus Altaldnositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Slirliség
Osszegzés
Tétel Szinezend6 Keresett mo- | Lehetséges szinosztaly
struktira nokromatikus maximalis mérete
részstruktira
Ramsey- || n pontu teljes | 3 pontd teljes | K|,/21n/2], @z n pontd,
tétel graf élei graf élei kétrészes Turdn-graf
Ramsey- | n pontl teljes | k pontd teljes | T,,_1 az n pontd, k — 1
tétel graf élei graf élei részes Turan-graf
Schur- [n] {x,y,x+y} [.  Példa: a paratlan
tétel szamok.
[I. Példa: [n]\[|n/2]], azaz
a , nagy szdmok [n]-ban” .
van der || [n] k hosszi (nem- | 777
Waerden konstans)
tétele szamtani
sorozat

Hajnal Péter

Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos—Turan-tétel

Erd6s Pal és Turan Pal sejtette, hogy 7?77 helyére nem létezik jé
példa, azaz nem lehet megadni {1,2,...,n} egy , jelentds” részét
ugy, hogy az ne tartalmazzon k hosszi szamtani sorozatot.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos—Turan-tétel

Erdos Pal és Turan Pal sejtette, hogy 777 helyére nem létezik j6
példa, azaz nem lehet megadni {1,2,...,n} egy , jelentds” részét
ugy, hogy az ne tartalmazzon k hosszi szamtani sorozatot.

Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklasa egy siiriiségi
indoklas.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos—Turan-tétel

Erdos Pal és Turan Pal sejtette, hogy 777 helyére nem létezik j6
példa, azaz nem lehet megadni {1,2,...,n} egy , jelentds” részét
ugy, hogy az ne tartalmazzon k hosszi szamtani sorozatot.

Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklasa egy siiriiségi
indoklas. Ami joval er6sebb mint a Ramsey-tételek szokasos
kombinatorikus bizonyitasa.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos—Turan-tétel

Erd6s Pal és Turan Pal sejtette, hogy 7?77 helyére nem létezik jé
példa, azaz nem lehet megadni {1,2,...,n} egy , jelentds” részét
ugy, hogy az ne tartalmazzon k hosszi szamtani sorozatot.

Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklasa egy siiriiségi
indoklas. Ami joval er6sebb mint a Ramsey-tételek szokasos
kombinatorikus bizonyitasa.

Definicid

re(n) = max{|R| : R C [n], R-ben nincs k hossz( szdmtani sorozat}.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Erdos—Turan-tétel

Erd6s Pal és Turan Pal sejtette, hogy 7?77 helyére nem létezik jé
példa, azaz nem lehet megadni {1,2,...,n} egy , jelentds” részét
ugy, hogy az ne tartalmazzon k hosszi szamtani sorozatot.

Eszerint a van der Warden-tétel egyfajta indoklasa egy siiriiségi
indoklas. Ami joval er6sebb mint a Ramsey-tételek szokasos
kombinatorikus bizonyitasa.

Definicid

re(n) = max{|R| : R C [n], R-ben nincs k hossz( szdmtani sorozat}.

(Erd8s Pal—Turdn Pal, 1936)

re(n) = o(n), ha k > 3.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Erdos Pal—Turan Pal-sejtés: Minden pozitiv € esetén, ha n elég
nagy, akkor ri(n) < en.

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Eredmények

Erdos Pal—Turan Pal-sejtés: Minden pozitiv € esetén, ha n elég
nagy, akkor ri(n) < en.

(Roth tétele, 1956)

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Eredmények

Erdos Pal—Turan Pal-sejtés: Minden pozitiv € esetén, ha n elég
nagy, akkor ri(n) < en.

(Roth tétele, 1956)

Majd Szemerédi Endre a négy hossz(i szdmtani sorozatok esetét
bizonyitotta, késobb pedig kovetkezett az altaldnos eset.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erd&s-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Eredmények

Erdos Pal—Turan Pal-sejtés: Minden pozitiv € esetén, ha n elég
nagy, akkor ri(n) < en.

(Roth tétele, 1956)

Majd Szemerédi Endre a négy hossz(i szdmtani sorozatok esetét
bizonyitotta, késobb pedig kovetkezett az altaldnos eset.

(Szemerédi Endre, 1975)

Minden k > 3 esetén igaz a sejtés. Azaz

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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A sejtés bizonyitasa utdn a kérdéskor vizsgalata szinte még

pezsgdbb lett. Csak a legkiemelkeddbb eredményeket vazoljuk.
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Eredmények Il

A sejtés bizonyitdsa utdn a kérdéskor vizsgdlata szinte még
pezsgObb lett. Csak a legkiemelkedObb eredményeket vazoljuk.

A tételt tobbszor djra bizonyitottak:

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Eredmények Il

Siirliség

A sejtés bizonyitdsa utdn a kérdéskor vizsgdlata szinte még
pezsgObb lett. Csak a legkiemelkedObb eredményeket vazoljuk.

A tételt tobbszor djra bizonyitottak:

e 1977 Firstenberg. Bizonyitasa ergodelméletet hasznal.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett

Eredmények Il

Siirliség

A sejtés bizonyitdsa utdn a kérdéskor vizsgalata szinte még
pezsgObb lett. Csak a legkiemelkedObb eredményeket vazoljuk.
A tételt tobbszor Gjra bizonyitottak:

e 1977 Firstenberg. Bizonyitasa ergodelméletet hasznal.

e 2001 Gowers. Bizonyitasa er6s kombinatorikus szamelméleti
eredményeket és Fourier-technikdt hasznal.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Eredmények Il

A sejtés bizonyitdsa utdn a kérdéskor vizsgalata szinte még
pezsgObb lett. Csak a legkiemelkedObb eredményeket vazoljuk.

A tételt tobbszor Gjra bizonyitottak:

e 1977 Firstenberg. Bizonyitasa ergodelméletet hasznal.

e 2001 Gowers. Bizonyitasa er6s kombinatorikus szamelméleti
eredményeket és Fourier-technikdt haszndl. A Fourier-mddszer
hasznalatat Roth vezette be, de eredményes kihasznalasa
tovabbi zsenidlis otleteket kivant.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Gowers becslése

Gowers (i bizonyitdsa azért is kiemelkedd, mert az eredeti
kombinatorikus, illetve késobbi ergodelméleti bizonyitds
sziikségszerlien nem adott becslést az rx(n) szamokra. gpa A
Fourier-médszer alkalmazdsa viszont effektiv becsléseket is ad. fgy
mellékeredményként adddott a van der Waerden szamok kovetkezo
becslése.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Gowers becslése

Gowers (i bizonyitdsa azért is kiemelkedd, mert az eredeti
kombinatorikus, illetve késobbi ergodelméleti bizonyitds
sziikségszerlien nem adott becslést az rx(n) szamokra. gpa A
Fourier-médszer alkalmazdsa viszont effektiv becsléseket is ad. fgy
mellékeredményként adddott a van der Waerden szamok kovetkezo
becslése.

(Gowers-becslés)

2
Ws (k) < 2%

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020
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az aldbbi eredmény adddjon.

A fenti mddszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok

Green és Tao tétele

Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

A fenti mddszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy
az aldbbi eredmény adddjon.

Green—Tao-tétel

Minden k pozitiv egészre a primek kozott van k hosszi szamtani
sorozat.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Green és Tao tétele

A fenti mddszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy
az aldbbi eredmény adddjon.

Green—Tao-tétel

Minden k pozitiv egészre a primek kozott van k hosszi szamtani
sorozat.

Terence Tao 2006-ban Fields-érmet kapott. Az odaitélés
indoklasdban a fenti eredmény ki lett emelve.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erdés-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Green és Tao tétele

A fenti mddszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy
az aldbbi eredmény adddjon.

Green—Tao-tétel

Minden k pozitiv egészre a primek kozott van k hosszi szamtani
sorozat.

Terence Tao 2006-ban Fields-érmet kapott. Az odaitélés
indoklasdban a fenti eredmény ki lett emelve. A tétel oka ismét
stirliségi.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Ramsey-algoritmus Erd&s-Szekeres-algoritmus Altalanositasok Erdés—Szekeres Shur Hales—Jewett Siirliség

Green és Tao tétele

A fenti mddszerek Osszes erejére és még tobbre volt sziikség, hogy
az aldbbi eredmény adddjon.

Green—Tao-tétel

Minden k pozitiv egészre a primek kozott van k hosszi szamtani
sorozat.

Terence Tao 2006-ban Fields-érmet kapott. Az odaitélés
indoklasdban a fenti eredmény ki lett emelve. A tétel oka ismét
stirliségi.

(Green—Tao-tétel, siiriiségi valtozat)

Legyen P, ={2,3,5,7,11,ps, ..., pn} az elsé n prim halmaza.
Legyen € tetszbleges (kicsi) pozitiv konstans. Ha A C N teljesiti,
hogy |AN P,| > en végtelen sok n-re, akkor A-ban van k hosszi
szamtani sorozat minden k pozitiv egészre.

Hajnal Péter Ramsey-elmélet, SzTE, 2020



Koszonom a figyelmet!
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