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Négy-szin-tétel

A szinezési problémdk fontos alkalmazdsokkal rendelkeznek.

A grafelméleti vizsgalatuk mégis egy ,, fejtordvel” kezdodtek a
XIX. szazadban.
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Négy-szin-tétel

A szinezési problémdk fontos alkalmazdsokkal rendelkeznek.

A grafelméleti vizsgalatuk mégis egy ,, fejtordvel” kezdodtek a
XIX. szazadban.

Az 0sztonzé probléma a négy-szin-sejtés volt.

Manapsag mar tételként ismerjiik ezt (angolul 4-color-theorem,
roviditve 4CT).

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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kovetkezok teljesiilnek:

Egy G graf p lerajzoldsa egy (pv, pe) leképzés-pér, ahol a
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(i) pv: V(G) — R? injenktiv fiiggvény,
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Grafok lerajzolasa

Egy G graf p lerajzoldsa egy (pv, pe) leképzés-pér, ahol a
kovetkezOk teljesiilnek:

(i) pv : V(G) — R? injenktiv fiiggvény, azaz a graf minden
csucsdhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik Ggy, hogy kiilonbozé
csticsokhoz kiilonb6z6 pontok tartozzanak.
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(i) pv : V(G) — R? injenktiv fiiggvény, azaz a graf minden

csucsdhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik Ggy, hogy kiilonbozé
csticsokhoz kiilonb6zd pontok tartozzanak. // A leképzés

értékkészletének pontjaira mint csidcspontok hivatkozunk.
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Grafok lerajzolasa

Egy G graf p lerajzoldsa egy (pv, pe) leképzés-pér, ahol a
kovetkezOk teljesiilnek:

(i) pv : V(G) — R? injenktiv fiiggvény, azaz a graf minden

csucsdhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik Ggy, hogy kiilonbozé
csticsokhoz kiilonb6zd pontok tartozzanak. // A leképzés

értékkészletének pontjaira mint csidcspontok hivatkozunk.

(i) pe: E(G) — J, ahol J a sik folytonos, egyszerli (6nmagat
at nem metsz3) gorbéi.
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Grafok lerajzolasa

Egy G graf p lerajzoldsa egy (pv, pe) leképzés-pér, ahol a
kovetkezOk teljesiilnek:

(i) pv : V(G) — R? injenktiv fiiggvény, azaz a graf minden
csucsdhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik Ggy, hogy kiilonbozé
cstcsokhoz kiilonbozé pontok tartozzanak. // A leképzés

értékkészletének pontjaira mint csidcspontok hivatkozunk.

(i) pe: E(G) — J, ahol J a sik folytonos, egyszerli (6nmagat
at nem metszd) gorbéi. Feltessziik, hogy e = xy esetén a

pe(e) gorbe a py(x) és py(y) csticspontokat koti Gssze és
mas cslicsponton nem is halad at.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Grafok lerajzolasa

Egy G graf p lerajzoldsa egy (pv, pe) leképzés-pér, ahol a
kovetkezOk teljesiilnek:

(i) pv : V(G) — R? injenktiv fiiggvény, azaz a graf minden
csucsdhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik Ggy, hogy kiilonbozé
csticsokhoz kiilonb6zd pontok tartozzanak. // A leképzés
értékkészletének pontjaira mint csidcspontok hivatkozunk.

(i) pe: E(G) — J, ahol J a sik folytonos, egyszerli (6nmagat
at nem metszd) gorbéi. Feltessziik, hogy e = xy esetén a

pe(e) gorbe a py(x) és py(y) csticspontokat koti Gssze és
mas csticsponton nem is halad at. // A leképzés

értékkészletének gorbéire mint élgorbék hivatkozunk.

Feltessziik, hogy két élgorbének véges sok kozos pontja van.
Tovabb3a ezek a kozos pontok vagy kozos végpontok, vagy
atmetszések.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Sikgréafo

Emlékezteto

Egy graf szépen sikrarajzolhatd, ha lerajzolhaté tgy, hogy semelyik

két élgorbének a lehetséges kozos végponton kiviil nincs mas kozos
pontja.
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Sikgrafok

Emlékezteto

Egy graf szépen sikrarajzolhatd, ha lerajzolhaté lgy, hogy semelyik
két élgorbének a lehetséges kozos végponton kiviil nincs mas kozos
pontja.

Egy graf sikgraf, ha van szép sikrarajzolasa.
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Sikgrafok

Emlékezteto

Egy graf szépen sikrarajzolhatd, ha lerajzolhaté lgy, hogy semelyik
két élgorbének a lehetséges kozos végponton kiviil nincs mas kozos
pontja.

Egy graf sikgraf, ha van szép sikrarajzolasa.

Nem minden graf sikgraf.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Tartomanyok

Egy G szépen sikrarajzolt graf a sikot tartomanyokra osztja.

Definicié

A sik élgorbék altal le nem fedett pontjai kozott bevezetiink egy
relaciét: P ~ @, ha van olyan PQ folytonos gorbe, amely elkeriili
az élgorbéket.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Tartomanyok

Egy G szépen sikrarajzolt graf a sikot tartomanyokra osztja.

Definicid

A sik élgorbék altal le nem fedett pontjai kozott bevezetiink egy
relaciét: P ~ @, ha van olyan PQ folytonos gorbe, amely elkeriili
az élgorbéket.

Ez egy ekvivalencireldcid.

Ekvivalenciaosztalyai ponthalmazok, a lerajzolds tartomanyai.

Legyen G egy tetszOleges kormentes graf és A egy szép lerajzolasa.
Ekkor egyetlen tartomany van.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Példa/Alaptétel: C,

Legyen C, az n pontt (és n élli) korgraf és A\ egy szép lerajzoldsa.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Legyen C, az n pontt (és n élli) korgraf és A\ egy szép lerajzoldsa.
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nem korlatos (= kiilsd).
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értelemben egyértelm.
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Példa/Alaptétel: C,

Legyen C, az n pontt (és n élli) korgraf és A\ egy szép lerajzoldsa.
Ekkor pontosan két tartomdny van: egy korlatos (= belsd) és egy
nem korlatos (= kiils6). Tovabb3 a leraizolds topoldgiai
értelemben egyértelm.

Egy h: R? — R? leképzés homeomorfia (topologikus izomorfia, ha
bijekcié és h, h<~1> is folytonos).

Egy ilyen H-ra Ggy gondolunk mint a sik egy folytonos
deformacidjara.

Két lerajzolas topologikusan ugyanaz, ha a sik egy alkalmas

homeomorfizmusa két lerajzolas megfelel cstcspontjai és élgorbéi
kozott is megfeleltetést létesit.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Példa

~+ Qg

A baloldalon ugyanazon fa két topologikusan nem ekvivalens (miért?)
lerajzoldsat latjuk (fekete dbra). A jobb oldalon ugyanazon kor két
topologikusan ekvivalens lerajzoldsat latjuk (kék dbra). Azonositsuk a
jobb oldali lerajzolas belsé tartomanyat.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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A masodik tétel neve Jordan—Schonflies-tétel és nem olyan
egyszer(i mint elsé latasra tiinik.

o 5

DA



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Topoldgia és grafelmélet

A masodik tétel neve Jordan—Schonflies-tétel és nem olyan
egyszer(i mint elsé latdsra tiinik.

Az emlitett tétel egyértelmiiség nélkiili része a nevezetes
Jordan-féle gorbe-tétel.
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Topoldgia és grafelmélet

A masodik tétel neve Jordan—Schonflies-tétel és nem olyan
egyszer(i mint elsé latdsra tiinik.

Az emlitett tétel egyértelmiiség nélkiili része a nevezetes
Jordan-féle gorbe-tétel.

Vigyazni kell a targyaldssal: a pontos targyalas nehézkes és nem
kombinatorikus. A pongyola targyalds veszélyes.

A fenti két tételt elfogadjuk, nem bizonyitjuk.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Tartomany hatara

Definicio: Hatarél

Egy G graf \ szép lerajzolasdban vegylink egy 7 tartomanyt.
Egy e élgorbe a 7 tartomany hataréle, ha az élgorbe egy pontjdnak
minden kornyezete belemetsz a 7 tartomdnyba.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Tartomany hatara

Definicié: Hatarél

Egy G graf \ szép lerajzolasdban vegylink egy 7 tartomanyt.
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minden kornyezete belemetsz a 7 tartomdnyba.

Szemléletesen a lerajzoldst képzeljiik el mint egy kerités rendszer
feliilnézeti képe. Képzeljik magunkat az egyik tartomany
beleséjébe. Menjiink az egyik hatdrélhez, tegyiik rd keziinket és
jarjuk korbe a tartomanyt.
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beleséjébe. Menjiink az egyik hatdrélhez, tegyiik rd keziinket és
jarjuk korbe a tartomanyt. Ezzel egy ZARODO sétst jarunk be.
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Tartomany hatara

Definicié: Hatarél

Egy G graf \ szép lerajzolasdban vegylink egy 7 tartomanyt.

Egy e élgorbe a 7 tartomany hatadréle, ha az élgorbe egy pontjanak
minden kornyezete belemetsz a 7 tartomdnyba.

Szemléletesen a lerajzoldst képzeljiik el mint egy kerités rendszer
feliilnézeti képe. Képzeljik magunkat az egyik tartomany
beleséjébe. Menjiink az egyik hatdrélhez, tegyiik rd keziinket és
jarjuk korbe a tartomanyt. Ezzel egy ZARODO sétst jarunk be.
Elképzelhetd, hogy nem mindegyik hatdrélt érintettuk.
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Tartomany hatara

Definicio: Hatarél

Egy G graf \ szép lerajzolasdban vegylink egy 7 tartomanyt.
Egy e élgorbe a 7 tartomany hatadréle, ha az élgorbe egy pontjanak
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tovabbi sétat tesziunk egy, még nem érintett hatarélbdl kiindulva és
ezt tessziik addig amig az Osszes hatdrélt bejartuk.

Definicié: Hatar

A hatér formalisan egy séta-halmaz.
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Egy G graf \ szép lerajzolasdban vegylink egy 7 tartomanyt.
Egy e élgorbe a 7 tartomany hatadréle, ha az élgorbe egy pontjanak
minden kornyezete belemetsz a 7 tartomdnyba.
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tovabbi sétat tesziunk egy, még nem érintett hatarélbdl kiindulva és
ezt tessziik addig amig az Osszes hatdrélt bejartuk.

Definicié: Hatar
A hatdr formalisan egy séta-halmaz. A hatar hossza a sétdk
hosszanak osszege.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Tartomany hatara

Definicio: Hatarél

Egy G graf \ szép lerajzolasdban vegylink egy 7 tartomanyt.
Egy e élgorbe a 7 tartomany hatadréle, ha az élgorbe egy pontjanak
minden kornyezete belemetsz a 7 tartomdnyba.

Szemléletesen a lerajzoldst képzeljiik el mint egy kerités rendszer
feliilnézeti képe. Képzeljik magunkat az egyik tartomany
beleséjébe. Menjiink az egyik hatdrélhez, tegyiik rd keziinket és
jarjuk korbe a tartomanyt. Ezzel egy ZARODO sétst jarunk be.
Elképzelhetd, hogy nem mindegyik hatdrélt érintettiik. Ekkor
tovabbi sétat tesziunk egy, még nem érintett hatarélbdl kiindulva és
ezt tessziik addig amig az Osszes hatdrélt bejartuk.

Definicié: Hatar
A hatdr formalisan egy séta-halmaz. A hatar hossza a sétdk
hosszanak osszege.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Eszrevételek

Eszrevétel

Ha G izolaltcstics-nélkiili nem Gsszefliggd graf egy szép
lerajzolassal, akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott
két komponensbdl is vannak pontok. Ekkor ezen tartomdny hatdra
tobb sétabdl all.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Eszrevételek

Eszrevétel

Ha G izolaltcstics-nélkiili nem Gsszefliggd graf egy szép
lerajzolassal, akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott
két komponensbdl is vannak pontok. Ekkor ezen tartomdny hatdra
tobb sétabdl all.

Megforditva, ha G osszefliggd egy szép lerajzoladssal, akkor minden
tartomanyanak hatdra egyetlen séta.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Eszrevételek

Eszrevétel

Ha G izolaltcstics-nélkiili nem Gsszefliggd graf egy szép
lerajzolassal, akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott
két komponensbdl is vannak pontok. Ekkor ezen tartomdny hatdra
tobb sétabdl all.

Megforditva, ha G osszefliggd egy szép lerajzoladssal, akkor minden
tartomanyanak hatdra egyetlen séta.

Eszrevétel

Ha G egy 0Osszefiiggd e elvagd élt tartalmazé graf, akkor azon
tartomanyanak hatdra, amelyhez e hatarél egy olyan séta, amelyen
az e él ismétlédik.
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Eszrevételek

Eszrevétel

Ha G izolaltcstics-nélkiili nem Gsszefliggd graf egy szép
lerajzolassal, akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott
két komponensbdl is vannak pontok. Ekkor ezen tartomdny hatdra
tobb sétabdl all.

Megforditva, ha G osszefliggd egy szép lerajzoladssal, akkor minden
tartomanyanak hatdra egyetlen séta.

Eszrevétel

Ha G egy 0Osszefiiggd e elvagd élt tartalmazé graf, akkor azon
tartomanyanak hatdra, amelyhez e hatarél egy olyan séta, amelyen
az e él ismétlédik.

Megforditva, ha G egy osszefuiggd elvagd él nélkiili graf, akkor
minden tartomdnydnak hatdra egyetlen vonal.
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Eszrevételek

Eszrevétel

Ha G izolaltcstics-nélkiili nem Gsszefliggd graf egy szép
lerajzolassal, akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott
két komponensbdl is vannak pontok. Ekkor ezen tartomdny hatdra
tobb sétabdl all.

Megforditva, ha G osszefliggd egy szép lerajzoladssal, akkor minden
tartomanyanak hatdra egyetlen séta.

Eszrevétel

Ha G egy 0Osszefiiggd e elvagd élt tartalmazé graf, akkor azon
tartomanyanak hatdra, amelyhez e hatarél egy olyan séta, amelyen
az e él ismétlédik.

Megforditva, ha G egy osszefuiggd elvagd él nélkiili graf, akkor
minden tartomdnydnak hatdra egyetlen vonal.
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Eszrevételek

Eszrevétel

Ha G izolaltcstics-nélkiili nem Gsszefliggd graf egy szép
lerajzolassal, akkor van olyan tartomanya, amely hatarélei kozott
két komponensbdl is vannak pontok. Ekkor ezen tartomdny hatdra
tobb sétabdl all.

Megforditva, ha G osszefliggd egy szép lerajzoladssal, akkor minden
tartomanyanak hatdra egyetlen séta.

Eszrevétel

Ha G egy 0Osszefiiggd e elvagd élt tartalmazé graf, akkor azon
tartomanyanak hatdra, amelyhez e hatarél egy olyan séta, amelyen
az e él ismétlédik.

Megforditva, ha G egy osszefuiggd elvagd él nélkiili graf, akkor
minden tartomdnydnak hatdra egyetlen vonal.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Példak

Az dbra négy lerajzoldast mutat négy szinben. Mindegyik esetben
kiemeltiink egy sarga 7 tartomdnyt és ennek szaggatott vonallal rajzolt
hatdrat, kissé elmozgatva a tartomany belsejébe a hatartél. A fekete
lerajzolas grafja nem osszefliggd, 7 hatdra négy sétabdl all. A kék
lerajzolds grafja osszefliggd, de tartalmaz elvagé élt. Minden tartomany
hatara egyetlen séta. 7 hatdraban van él és cstics ismétlodés is. A piros
lerajzolas grafja osszefiiggd, nincs benne elvagd él, de van benne elvagd
pont. Minden hatdr egyetlen egy vonal, de 7 hatdrdban van csiics
ismétlodés. A zold lerajzolas grafja osszefuggd, nincs benne elvagd csics,
elvagé él. Minden hatér egy kor.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.
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_
Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.

Minden tartomany , kozepén" létesitsiink egy ,, fOvarost”.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Sikra rajzolt grafok: Dualizalas

Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.
Minden tartomany , kozepén” létesitsunk egy , fovarost”.

Minden élgorbe , kozepén” létesitsiink egy ,, hataratkelot”.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Sikra rajzolt grafok: Dualizalas

Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.
Minden tartomany , kozepén” létesitsunk egy , fovarost”.
Minden élgorbe , kozepén” létesitsiink egy ,, hataratkelot”.

Minden hatdratkelohoz allitsunk két embert, akik hattal allnak
egymdsnak és az élgorbénél taldlkozé két tartomany kozil egy-egy
felé néznek.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Sikra rajzolt grafok: Dualizalas

Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.
Minden tartomany , kozepén” létesitsunk egy , fovarost”.
Minden élgorbe , kozepén” létesitsiink egy ,, hataratkelot”.

Minden hatdratkelohoz allitsunk két embert, akik hattal allnak
egymdsnak és az élgorbénél taldlkozé két tartomany kozil egy-egy
felé néznek.

Minden ember , épitsen” egy utat/félélt a helyétdl a figyelt
tartomany févérosihoz (a tartomanyon beliil).
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Sikra rajzolt grafok: Dualizalas

Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.
Minden tartomany , kozepén” létesitsunk egy , fovarost”.
Minden élgorbe , kozepén” létesitsiink egy ,, hataratkelot”.

Minden hatdratkelohoz allitsunk két embert, akik hattal allnak
egymdsnak és az élgorbénél taldlkozé két tartomany kozil egy-egy
felé néznek.

Minden ember , épitsen” egy utat/félélt a helyétdl a figyelt
tartomany févérosihoz (a tartomanyon beliil).

A tartomanyon beliili félélek megvaldsithatdk tgy, hogy ne messék
egymast (a févaros kozos végponton kiviil ne taldlkozzanak).
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Sikra rajzolt grafok: Dualizalas

Legyen (G, \) egy szépen lerajzolt graf.
Minden tartomany , kozepén” létesitsunk egy , fovarost”.
Minden élgorbe , kozepén” létesitsiink egy ,, hataratkelot”.

Minden hatdratkelohoz allitsunk két embert, akik hattal allnak
egymdsnak és az élgorbénél taldlkozé két tartomany kozil egy-egy
felé néznek.

Minden ember , épitsen” egy utat/félélt a helyétdl a figyelt
tartomany févérosihoz (a tartomanyon beliil).

A tartomanyon beliili félélek megvaldsithatdk tgy, hogy ne messék
egymast (a févaros kozos végponton kiviil ne taldlkozzanak).

Definicié

Legyen (G*, \*) az a szépen lerajzolt graf, amely csiicspontjai a
fovarosok, élgorbéi a hataratkelokben Osszeragasztott félélek.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Sikgréfok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Példa

Az abran lathatd lila csillagok parbaillitjdk az eredeti és dudlis graf éleit.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Sikgréafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Hurokél, elvagdél, dualitas

Megjegyezziik, hogy egy 7 tartomany hatarélei pontosan a dualis
graf 7* cslcsara illeszkedd e* élek eredeti megfeleld élei.
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Hurokél, elvagdél, dualitas

Megjegyezziik, hogy egy 7 tartomany hatarélei pontosan a dualis
graf 7* cslcsara illeszkedd e* élek eredeti megfeleld élei.

Az eredeti e elvagdélek e* hurokéleknek felenek meg a dudlisban.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Hurokél, elvagdél, dualitas

Megjegyezziik, hogy egy 7 tartomany hatarélei pontosan a dualis
graf 7* cslcsara illeszkedd e* élek eredeti megfeleld élei.

Az eredeti e elvagdélek e* hurokéleknek felenek meg a dudlisban.

Ahogy ezek az e* hurokélek a dudlis graf 7* cslicsanak fokdhoz
kettével jarulnak hozza, lgy az eredeti e él is kettvel jarul hozza a
T tartomdny hatdranak hosszdhoz.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Hurokél, elvagdél, dualitas

Megjegyezziik, hogy egy 7 tartomany hatarélei pontosan a dualis
graf 7* cslcsara illeszkedd e* élek eredeti megfeleld élei.

Az eredeti e elvagdélek e* hurokéleknek felenek meg a dudlisban.

Ahogy ezek az e* hurokélek a dudlis graf 7* cslicsanak fokdhoz
kettével jarulnak hozza, lgy az eredeti e él is kettvel jarul hozza a
T tartomdny hatdranak hosszdhoz.

A 7 tartomdny hatdranak hossza pontosan a dudlis 7* cslicsanak
foka.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

G és G* sikrarajzolt grafok kozotti szétar

| EREDET! | DUALIS
G sikra rajzolt graf G* sikra rajzolt graf
tartomanyok /orszagok cstcsok /févarosok
élek élek
kozos hataréllel rendelkezé | szomszédos csticsok
(szomszédos) tartomdnyok
tartomanyszinezés csucsszinezés

j6 tartomdnyszinezés (szomszédos | jé cslicsszinezés
tartomanyok kiilonb6zé sziniiek)

jO szinezhetGség feltétele: nincs | j6 szinezhetGség feltétele: nincs
olyan él, amely mindkét oldaldn | hurokél
ugyanaz a tartomany fekszik

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel

G és G* sikrarajzolt grafok kozotti szétar

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

EREDETI

DUALIS

csticsok

tartomanyok

egy csuicsban osszefuté élek

egy tartomanyt hatarolé élek

fokszam

hatar bejarasanak hossza

Négy-szin-tétel (4CT): kétszeresen

Négy-szin-tétel (4CT):

élosszefliggd sikra  rajzolt graf | hurokélmentes sikra rajzolt graf
tartomanyai négy szinnel ol | cstcsai négy szinnel jél szinezhetok
szinezhetok

Szinezés esetén feltehetd: G | Szinezés esetén feltehetd: minden

hdrom-regularis

tartomdny haromszog (grafunk tri-
angulalt)

Hajnal Péter

Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Sikgréafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Négy-szin-tétel: Klasszikus forma

Definicié

Egy térkép egy szépen () lerajzolt G 2-szeresen élosszefiiggd
sikgraf.
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Sikgréafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Négy-szin-tétel: Klasszikus forma

Definicié

Egy térkép egy szépen () lerajzolt G 2-szeresen élosszefiiggd
sikgraf.

4CT: tartomanyszinezési valtozat

Egy térkép tartomanyai 4 szinnel jél kiszinezhetok.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgréafok, négy-szin-tétel

Négy-szin-tétel: Klasszikus forma

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Definicié

Egy térkép egy szépen () lerajzolt G 2-szeresen élosszefiiggd
sikgraf.

4CT: tartomanyszinezési valtozat

Egy térkép tartomanyai 4 szinnel jél kiszinezhetok.

Elég az alabbi esettel foglalkozni:
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Sikgrafok, négy-szin-tétel

Négy-szin-tétel: Klasszikus forma

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Definicié

Egy térkép egy szépen () lerajzolt G 2-szeresen élosszefiiggd
sikgraf.

4CT: tartomanyszinezési valtozat

Egy térkép tartomanyai 4 szinnel jél kiszinezhetok.

Elég az alabbi esettel foglalkozni:

4CT: 3-regularis tartomanyszinezési valtozat

Legyen (G, \) egy térkép. Ha G egy harom regularis graf, akkor
térképunk tartomdnyai 4 szinnel jél kiszinezhetdk.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Sikgréafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Négy-szin-tétel: grafelméleti forma

ACT: cslcsszinezési valtozat

Egy hurokélmentes G sikgrifra x(G) < 4.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Négy-szin-tétel: grafelméleti forma

ACT: cslcsszinezési valtozat

Egy hurokélmentes G sikgrifra x(G) < 4.

Elég az alabbi esettel foglalkozni:
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Négy-szin-tétel: grafelméleti forma

ACT: cslcsszinezési valtozat

Egy hurokélmentes G sikgrifra x(G) < 4.

Elég az alabbi esettel foglalkozni:

4CT: triangulalt cslcsszinezési valtozat

Legyen (G, \) egy hurokélmentes graf és szép sikrarajzolasa,
amelyben minden tartomany hdromszog (triangulalt). Ekkor
x(G) < 4.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Négy-szin-tétel: grafelméleti forma

ACT: cslcsszinezési valtozat

Egy hurokélmentes G sikgrifra x(G) < 4.

Elég az alabbi esettel foglalkozni:

4CT: triangulalt cslcsszinezési valtozat

Legyen (G, \) egy hurokélmentes graf és szép sikrarajzolasa,
amelyben minden tartomany hdromszog (triangulalt). Ekkor
x(G) < 4.

Eszrevétel

3-regularitas esetén a mohé algoritmus minden grafot j6l
csucsszinez egy 4 elemii palettaval.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Négy-szin-tétel: grafelméleti forma

ACT: cslcsszinezési valtozat

Egy hurokélmentes G sikgrifra x(G) < 4.

Elég az alabbi esettel foglalkozni:

4CT: triangulalt cslcsszinezési valtozat

Legyen (G, \) egy hurokélmentes graf és szép sikrarajzolasa,
amelyben minden tartomdny haromszog (triangulalt). Ekkor
x(G) < 4.

Eszrevétel

3-regularitas esetén a mohé algoritmus minden grafot j6l
csucsszinez egy 4 elemii palettaval.

Trianguldlt sikrarajzolt graf tartomanyai nyilvanvaléan jél
4-szinezhetok.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Szunet

30

54 : \m)
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A kovetkezo tétel egy harmadik ekvivalens alakot ad, amely
élszinezési problémaként fogalmazza meg a kozponti kérdést/tételt.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A kovetkez0 tétel egy harmadik ekvivalens alakot ad, amely
élszinezési problémaként fogalmazza meg a kozponti kérdést/tételt.

A kovetkezo két allitas ekvivalens:

(i) Ha G 3-reguldris, 2-szeresen élosszefliggd sikgraf, akkor
Xe(G) = 3.
(ii) ACT.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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élosszefliggd graf.

Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen
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_

Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen
élosszefiiggd graf. Elég ezekre belatni 4CT-t.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Elszintezési tétel = 4CT

Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen
élosszefliggd graf. Elég ezekre belatni 4CT-t.

Tudjuk, hogy G élhalmaza My, M,, M3 teljes pérositasok unidja.
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Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-regularis kétszeresen
élosszefliggd graf. Elég ezekre belatni 4CT-t.
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Legyen My + My az My U M élek éltal meghatdrozott feszitd
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Elszintezési tétel = 4CT

Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-reguldris kétszeresen
élosszefliggd graf. Elég ezekre belatni 4CT-t.

Tudjuk, hogy G élhalmaza My, M,, M3 teljes pérositasok unidja.

Legyen My + My az My U M élek éltal meghatdrozott feszitd
részgraf G-ben.

My + My egy 2-reguldris részgraf, azaz komponensei korok.
Nyilvan a részgrafunknak is szépen lerajzolt.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Elszintezési tétel = 4CT

Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-reguldris kétszeresen
élosszefliggd graf. Elég ezekre belatni 4CT-t.

Tudjuk, hogy G élhalmaza My, M», M3 teljes parositdsok unidja.

Legyen My + My az My U M élek éltal meghatdrozott feszitd
részgraf G-ben.

My + My egy 2-reguldris részgraf, azaz komponensei korok.
Nyilvan a részgrafunknak is szépen lerajzolt.

Konnyen |athatd, hogy az My + M, tartomanyai jél szinezhetok két
szinnel (példaul a komponensek szdmdra vonatkozé teljes
indukcidval). Legyen ez a két szin , piros” és , kék".
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Elszintezési tétel = 4CT

Legyen G egy a sikra szépen lerajzolt 3-reguldris kétszeresen
élosszefliggd graf. Elég ezekre belatni 4CT-t.

Tudjuk, hogy G élhalmaza My, M», M3 teljes parositdsok unidja.

Legyen My + My az My U M élek éltal meghatdrozott feszitd
részgraf G-ben.

My + My egy 2-reguldris részgraf, azaz komponensei korok.
Nyilvan a részgrafunknak is szépen lerajzolt.

Konnyen |athatd, hogy az My + M, tartomanyai jél szinezhetok két
szinnel (példaul a komponensek szdmdra vonatkozé teljes
indukcidval). Legyen ez a két szin , piros” és , kék".

Hasonléan M; 4+ M3 tartomdnyai is jol szinezhet6k két szinnel.
Legyen ez , vildgos” és , sotét”.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A bizonyitds dbran

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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Ilgy a sikot kétszer is kiszineztiik, specidlisan a G graf

lerajzolasdnak minden tartomanya kétszer is szint kapott.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Bizonyitds vége

igy a sikot kétszer is kiszineztiik, specidlisan a G graf
lerajzoldsdanak minden tartomdnya kétszer is szint kapott.

Egy tartomany kapott szinparja négyféle lehet: , vilagoskék™,
»Vildgospiros”, , sotétkék”, , sotétpiros”.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

Bizonyitds vége

igy a sikot kétszer is kiszineztiik, specidlisan a G graf
lerajzoldsdanak minden tartomdnya kétszer is szint kapott.

Egy tartomany kapott szinparja négyféle lehet: , vilagoskék™,
»Vildgospiros”, , sotétkék”, , sotétpiros”.

Ez egy j6 4-szinezése G-tartomanyainak, mivel barmelyik két
szomszédos tartomany My + M,-ben vagy My + Ms-ben is

kiilobozo tartomanyba esik, igy szineiknek mar ezen komponense is
megkiilonbozteti Sket.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

4CT = Elszintezési tétel

Tudjuk, hogy a G kétszeresen élosszefiigggd, 3-regularis sikgraf
tartomanyait jél 4-szinezhetjiik. Legyen 1,2,3,4 a felhasznalt
szinek.
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szinek.

Legyen

M := {e € E(G)| e két oldalan 1,2 vagy 3,4 szint latjuk},

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

4CT = Elszintezési tétel

Tudjuk, hogy a G kétszeresen élosszefiigggd, 3-regularis sikgraf
tartomanyait jél 4-szinezhetjiik. Legyen 1,2,3,4 a felhasznalt
szinek.

Legyen

M := {e € E(G)| e két oldalan 1,2 vagy 3,4 szint latjuk},

M, .= {e € E(G)| e két oldaldn az 1,3 vagy 2,4 szint latjuk},
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

4CT = Elszintezési tétel

Tudjuk, hogy a G kétszeresen élosszefiigggd, 3-regularis sikgraf
tartomanyait jél 4-szinezhetjiik. Legyen 1,2,3,4 a felhasznalt
szinek.

Legyen

M := {e € E(G)| e két oldalan 1,2 vagy 3,4 szint latjuk},

M, .= {e € E(G)| e két oldaldn az 1,3 vagy 2,4 szint latjuk},

Ms .= {e € E(G)| e két oldaldn az 1,4 vagy 2,3 szint latjuk}.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A bizonyitds képen

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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diszjunktak.

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és
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diszjunktak.

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és

A diszjunktsag trividlis a definicidkbdl.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A bizonyitds vége

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és
diszjunktak.

A diszjunktsag trividlis a definicidkbdl.

El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 parositasok:

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020



Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A bizonyitds vége

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és
diszjunktak.

A diszjunktsag trividlis a definicidkbdl.
El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 parositasok:

Tegylik fel, hogy e, f € M; valamely i = 1,2, 3 esetén és az x cslics
illeszkedik e-re és f-re is.
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A bizonyitds vége

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és
diszjunktak.

A diszjunktsag trividlis a definicidkbdl.
El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 parositasok:

Tegylik fel, hogy e, f € M; valamely i = 1,2, 3 esetén és az x cslics
illeszkedik e-re és f-re is.

x-ben harom tartomany fut ossze: 71,7, 73. Ezek kiilonb6zd
szinliek. Igy e és f nem lehet ugyanabban az M; élhalmazban.
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A bizonyitds vége

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és
diszjunktak.

A diszjunktsag trividlis a definicidkbdl.
El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 parositasok:

Tegylik fel, hogy e, f € M; valamely i = 1,2, 3 esetén és az x cslics
illeszkedik e-re és f-re is.

x-ben harom tartomany fut ossze: 71,7, 73. Ezek kiilonb6zd
szinliek. Igy e és f nem lehet ugyanabban az M; élhalmazban.

Végil My UM, U M3 = E(G). Valéban, dgy definidltuk az M;-ket,
hogy barmely két szin taldlkozik egy e él két oldalan az valamelyik
M; halmaz definiciéjanak eleget tesz. (A (3) = 6 lehetéség
mindegyike szerepel a hdrom definiciéban.)
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A bizonyitds vége

Belatjuk, hogy ekkor My, My, M3 teljes parositasok G-ben és
diszjunktak.

A diszjunktsag trividlis a definicidkbdl.

El6szor azt igazoljuk, hogy My, My, M3 parositasok:

Tegylik fel, hogy e, f € M; valamely i = 1,2, 3 esetén és az x cslics

illeszkedik e-re és f-re is.

x-ben harom tartomany fut ossze: 71,7, 73. Ezek kiilonb6zd
szinliek. Igy e és f nem lehet ugyanabban az M; élhalmazban.

Végil My UM, U M3 = E(G). Valéban, dgy definidltuk az M;-ket,
hogy barmely két szin taldlkozik egy e él két oldalan az valamelyik
M; halmaz definiciéjanak eleget tesz. (A (3) = 6 lehetéség
mindegyike szerepel a hdrom definiciéban.)

Ebbdl adédik az allitas.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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matematika eredménye.

A fenti harom formdja a négy-szin-sejtésnek a XIX. szizadi
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Sikgrafok, négy-szin-tétel A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A ACT élszinezéses valtozata

A fenti harom formdja a négy-szin-sejtésnek a XIX. szazadi
matematika eredménye.

A XX. szazad, benne a szamitogépek elterjedésével elvezetett a
négy-szin-sejtés igazoldsdhoz. A négy-szin-sejtés bizonyitdsa utdn a
kovetkez6 tételt mondhatjuk ki.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel

A ACT élszinezéses valtozata

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A fenti harom formdja a négy-szin-sejtésnek a XIX. szazadi
matematika eredménye.

A XX. szdzad, benne a szamitégépek elterjedésével elvezetett a
négy-szin-sejtés igazoldsdhoz. A négy-szin-sejtés bizonyitdsa utdn a
kovetkez6 tételt mondhatjuk ki.

Ha G 3 regularis 2-szeresen élosszefliggd, tovabba sikgraf is, akkor

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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A sikgraf feltétel sziikséges.
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Sikgrafok, négy-szin-tétel

A Petersen-graf

A négy-szin-sejtés mint élszinezési probléma

A sikgraf feltétel sziikséges.

Az ellenpéldat Petersen adta. Petersen-graf: 3-regularis,
kétszeresen élosszefliggd, nem sikgraf, és élhalmaza nem 3ll el

My U My U Mjs alakban, ahol az M;-k parositasok.

Hajnal Péter Tartomany-szinezések, SzTE, 2020
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A sikgraf feltétel sziikséges.

Az ellenpéldat Petersen adta. Petersen-graf: 3-regularis,
kétszeresen élosszefliggd, nem sikgraf, és élhalmaza nem 3ll el

My U My U Mjs alakban, ahol az M;-k parositasok.
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Koszonom a figyelmet!

J
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