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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Bevezetés

Definicié

G graf élszinezése c : E(G) — NT fiiggvény. c egy k-élszinezése
G-nek, ha c(E(G)) C {1,2,...,k}.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Bevezetés

Definicié
G graf élszinezése c : E(G) — NT fiiggvény. c egy k-élszinezése
G-nek, ha c(E(G)) C {1,2,...,k}.

Definicié
c jo élszinezése G-nek, ha minden x csticsra az ott osszefutd
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Bevezetés
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Bevezetés

Definicié

G graf élszinezése c : E(G) — NT fiiggvény. c egy k-élszinezése
G-nek, ha ¢(E(G)) € {1,2,..., k}.

Definicié
c j6 élszinezése G-nek, ha minden x csiicsra az ott osszefutd
éleknek d(x) darab kiilonb6zd szine van.

Xe(G) := min{k € N : G-nek van j6 k-élszinezése}.

A hurokél akaddlya a j6 szinezésnek. Ebben az eléaddsban minden
grafunk hurokél-mentes.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Emlékezteto

A(G) := max d(x), a G graf maximdlis fokszama.
xeV(G)

A(G) < Xe(G)'

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Példa

Figure: Cok41 pératlan kor (k € ZT) (az 4bréan k = 4). Konnyen lathatd,
hogy A(C2k+1) =24és Xe(C2k+1) = 3.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Példa

Figure: Kaky1 paratlan ponti teljes graf (az dbran k = 4). Ekkor
A(Kokt1) = 2k és Xe(Kaky1) = 2k + 1.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Példa

Figure: Legyen Ty az a graf, amelynek harom csticsa és barmely kettét k
parhuzamos €l koti Gssze (az dbrdn k = 3). Ekkor barmély két él
szomszédos. lgy A(Ty) = 2k és xe(Tk) = 3k.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Alaptételek

Tétel (Shannon tétele)

Legyen G hurokél-mentes graf. Ekkor

3

xe(6) < SA(6),

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Alaptételek

Tétel (Shannon tétele)

Legyen G hurokél-mentes graf. Ekkor

3

xe(6) £ SA(G).

Tétel (Vizing tétele)

Legyen G egyszerii graf. Ekkor

Xe(G) < A(G) + 1.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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felhasznaldsaval.

Feltessziik, hogy G bizonyos éleit mar kiszineztiik egy P paletta
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: mohdsag

Feltessziik, hogy G bizonyos éleit mar kiszineztiik egy P paletta
felhaszndldsaval. erre a részleges szinezésre cp-ként hivatkozunk.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: mohdsag

Feltessziik, hogy G bizonyos éleit mar kiszineztiik egy P paletta
felhaszndldsaval. erre a részleges szinezésre cp-ként hivatkozunk.
¢o lehet egy algoritmus futdsdnak részeredménye, vagy egy
indukcié bizonyitds indukcids feltevése.
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A szinezetlen élekre szeretnénk kiterjeszteni cp-t. Ennek leirdsa
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Minden v csticsra legyen S, a v koriili éleken nem hasznalt
palettabeli szinek halmaza. Azaz |S,| = |P| — dy, ahol d, a v-re
illeszkedd szinezett élek szdma.
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: mohdsag

Feltessziik, hogy G bizonyos éleit mar kiszineztiik egy P paletta
felhaszndldsaval. erre a részleges szinezésre cp-ként hivatkozunk.
¢o lehet egy algoritmus futdsdnak részeredménye, vagy egy
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lehet algoritmusunk kovetkez6 teenddje, vagy az indukcids
bizonyitas indukcids |épésének igazolasa.

Minden v csticsra legyen S, a v koriili éleken nem hasznalt
palettabeli szinek halmaza. Azaz |S,| = |P| — dy, ahol d, a v-re
illeszkedd szinezett élek szdma.

Ha egy szinezetlen uv élre S, NS, # (), akkor tetszdleges
v € S,NS, szinre az e élre kioszthatjuk a v szint.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: mohdsag

Feltessziik, hogy G bizonyos éleit mar kiszineztiik egy P paletta
felhaszndldsaval. erre a részleges szinezésre cp-ként hivatkozunk.
¢o lehet egy algoritmus futdsdnak részeredménye, vagy egy
indukcié bizonyitds indukcids feltevése.

A szinezetlen élekre szeretnénk kiterjeszteni cp-t. Ennek leirdsa
lehet algoritmusunk kovetkez6 teenddje, vagy az indukcids
bizonyitas indukcids |épésének igazolasa.

Minden v csticsra legyen S, a v koriili éleken nem hasznalt
palettabeli szinek halmaza. Azaz |S,| = |P| — dy, ahol d, a v-re
illeszkedd szinezett élek szdma.

Ha egy szinezetlen uv élre S, NS, # (), akkor tetszdleges

v € S,NS, szinre az e élre kioszthatjuk a « szint. Ezt a ¢g mohd
kiterjesztésének nevezziik (a kordbban szinezett élek megtartjdk
sziniiket).

Hajnal Péter Grafok élszinezései, SzTE, 2020
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Kiemeliink két szint: v és v/-t.
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7, illetve 4/ szinii élek.

Kiemeliink két szint: v és v-t. G, -t alkossa G Gsszes csticsa és a
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatas

Kiemeliink két szint: v és v-t. G, -t alkossa G Gsszes csticsa és a
7, illetve v szinii élek.

Ezen részgraf maximalis foka 2. Azaz komponensei utak és korok.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatas

Kiemeliink két szint: v és v-t. G, -t alkossa G Gsszes csticsa és a
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Ezen részgraf maximalis foka 2. Azaz komponensei utak és korok.
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Egy P dtkomponens mentén (legyen x és y az dt két végpontja,
amely csicsokrdl feltessziik, hogy x # y) a 7,7’ szinek felcserélése
egy modositott j6 élszinezéshez vezet, amelyben a szinezett élek
halmaza nem valtozott.
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatas

Kiemeliink két szint: v és v-t. G, -t alkossa G Gsszes csticsa és a
7, illetve v szinii élek.

Ezen részgraf maximalis foka 2. Azaz komponensei utak és korok.
A korok pdros hosszu korok, amelyeken a két szin alterndl.

Egy P dtkomponens mentén (legyen x és y az dt két végpontja,
amely csicsokrdl feltessziik, hogy x # y) a 7,7’ szinek felcserélése
egy modositott j6 élszinezéshez vezet, amelyben a szinezett élek
halmaza nem valtozott.

Konnyii latni, hogy az dton kiviili pontokban, az ott osszefutd
éleket latva semmi nem érzékelhetd a szinezés mddositdsabdl.
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatas

Kiemeliink két szint: v és v-t. G, -t alkossa G Gsszes csticsa és a
7, illetve v szinii élek.

Ezen részgraf maximalis foka 2. Azaz komponensei utak és korok.
A korok pdros hosszu korok, amelyeken a két szin alterndl.

Egy P dtkomponens mentén (legyen x és y az dt két végpontja,
amely csicsokrdl feltessziik, hogy x # y) a 7,7’ szinek felcserélése
egy modositott j6 élszinezéshez vezet, amelyben a szinezett élek
halmaza nem valtozott.

Konnyii latni, hogy az dton kiviili pontokban, az ott osszefutd
éleket latva semmi nem érzékelhetd a szinezés mdédositdsabdl. Az
t belsd pontjaiban két él szine felcserél6dott, de az S halmaz nem
véltozott.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatasok haszna

x-ben és y-ban S megviltozik, az Uj halmazok: SyA{v,7'},
SyA{v,~'}. Ez valddi véltozas.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatasok haszna

Tovabbi tételek

x-ben és y-ban S megviltozik, az Uj halmazok: SyA{v,7'},
SyA{v,~'}. Ez valddi véltozas.

x és y a G, egy utkomponensének végpontjai, igy 7,v' szinek
egyike az at mentén illeszkedik rd, mig a masik szin szabad szin (a
komponens ,, nem folytatédik tovébb™).

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitasok alapotlete: Javitgatasok haszna

x-ben és y-ban S megviltozik, az Uj halmazok: SyA{v,7'},
SyA{v,~'}. Ez valddi véltozas.

x és y a G, egy utkomponensének végpontjai, igy 7,v' szinek
egyike az at mentén illeszkedik rd, mig a masik szin szabad szin (a
komponens ,, nem folytatédik tovébb™).

Ha a mohd kiterjesztés nem mikodik, akkor ez a kicsinek tin
véltoztatds sokat jelenthet.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Szunet

30

54 : \m)

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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A(G) > 2.

A tétel A(G) < 1 esete nyilvanvalé. igy feltessziik, hogy

it
N

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Shannon tételének bizonyitasa

A tétel A(G) < 1 esete nyilvanvalé. igy feltessziik, hogy
A(G) > 2.

Most P ={1,2,...,|3A(G)/2|}. Legyen e = uv egy tetszdleges
él (tehdt u és v kiilonbozd) és tegyiik fel, hogy co kiszinezi
G — e-t. Célunk G teljes szinezése.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, # ) eset: mohédsag

Tudjuk, hogy
1S > [Pl — A(G) > [3A(G)/2] — A(G) = |A(G)/2] teljesil
minden cstcsra és minden parcidlis (vagy akar teljes) szinezésre.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele

S, NS, # ) eset: mohédsag

Tovabbi tételek

Tudjuk, hogy
1S > [Pl — A(G) > [3A(G)/2] — A(G) = |A(G)/2] teljesil
minden cstcsra és minden parcidlis (vagy akar teljes) szinezésre.

SO6t u és v korlil vagy egy szinezetlen él, azaz
|Sul; 1Sv| > [A(G)/2] + 1.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, # ) eset: mohédsag

Tudjuk, hogy
1S > [Pl — A(G) > [3A(G)/2] — A(G) = |A(G)/2] teljesil
minden cstcsra és minden parcidlis (vagy akar teljes) szinezésre.

SO6t u és v korlil vagy egy szinezetlen él, azaz
|Sul; 1Sv| > [A(G)/2] + 1.

Ha S, NS, # ), akkor a mohé szinezés kiterjesztés miikodik.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Ekkor vegyiink egy o € S, szint.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.
Legyen vw egy « szinii él.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, = () eset: javitgatas

Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.
Legyen vw egy « szinii él.

w sziikségszeriien egy harmadik cstics u és v mellett.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, = () eset: javitgatas

Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.
Legyen vw egy « szinii él.

w sziikségszeriien egy harmadik csiics u és v mellett. // Ezt
fontos meggondolni hiszen lehetnek parhuzamos élek grafunkban!

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, = () eset: javitgatas

Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.
Legyen vw egy « szinii él.

w sziikségszeriien egy harmadik csiics u és v mellett. // Ezt
fontos meggondolni hiszen lehetnek parhuzamos élek grafunkban!

Ha P, N P, # (), akkor a vw él atszinezhetd P, és P,, egy x kozos
elemére.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, = () eset: javitgatas

Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.
Legyen vw egy « szinii él.

w sziikségszeriien egy harmadik csiics u és v mellett. // Ezt
fontos meggondolni hiszen lehetnek parhuzamos élek grafunkban!

Ha P, N P, # (), akkor a vw él atszinezhetd P, és P,, egy x kozos
elemére.

Az atszinezés utan az egyetlen valtozas, hogy az dj P, és P,
halmazok P,A{«,r} és Py,A{a, K} lesznek.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S, NS, = () eset: javitgatas

Ekkor vegyiink egy o € S, szint. Feltevésiink miatt o & S,,.
Legyen vw egy « szinii él.

w sziikségszeriien egy harmadik csiics u és v mellett. // Ezt
fontos meggondolni hiszen lehetnek parhuzamos élek grafunkban!

Ha P, N P, # (), akkor a vw él atszinezhetd P, és P,, egy x kozos
elemére.

Az atszinezés utan az egyetlen valtozas, hogy az dj P, és P,
halmazok P,A{«,r} és Py,A{a, K} lesznek.

Specidlisan az uv él mar szinezhetd « szinre, készen vagyunk.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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A tétel érdekes esete: S, NS, =0és S, NS, =0.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



_
A tétel érdekes esete: S, NS, =0és S, NS, =0.

Egy kis szdmtan utdn azt kapjuk, hogy |S,| + |Sv| + |Sw| > |P|:

o 5
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =04ésS,NS, =0 eset: javitgatas

A tétel érdekes esete: S, NS, =0és S, NS, =0.

Egy kis szdmtan utdn azt kapjuk, hogy |S,| + |S,| + |Sw| > |P|:
Ha A(G) = 2k vagy A(G) =2k + 1 (k € N), akkor

st (42 (20) ). 2]

=3k+2> |P| = fAQ(G)J

[ 3k, IA(G)| = 2k
C|3k+1, |A(G)] =2k+1.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =04ésS,NS, =0 eset: javitgatas

A tétel érdekes esete: S, NS, =0és S, NS, =0.

Egy kis szdmtan utdn azt kapjuk, hogy |S,| + |S,| + |Sw| > |P|:
Ha A(G) = 2k vagy A(G) =2k + 1 (k € N), akkor

st (42 (20) ). 2]

=3k+2> |P| = fAQ(G)J

[ 3k, IA(G)| = 2k
C|3k+1, |A(G)] =2k+1.

Ebb8I nyilvanvald, hogy S, N'S,, = () nem lehetséges.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Legyen 8 € S, N S,,. Feltevéseink szerint 5 & S,.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa



Legyen 8 € S, N S,,. Feltevéseink szerint 8 & S,. Specidlisan
|éteznie kell egy vs élnek, ami (3 szind.

o 5
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =0é S,NS, =0 eset (folytatds)

Legyen 8 € S, N S,,. Feltevéseink szerint B ¢ S,. Specidlisan
léteznie kell egy vs élnek, ami 3 szinli. Konnyen lathatd, hogy s
egy eddig nem szerepelt, negyedik csiics.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =0é S,NS, =0 eset (folytatds)

Legyen 8 € S, N S,,. Feltevéseink szerint B ¢ S,. Specidlisan
léteznie kell egy vs élnek, ami 3 szinli. Konnyen lathatd, hogy s
egy eddig nem szerepelt, negyedik csiics.

Tudjuk, hogy S, # 0, igy alkalmas v € P szinre y € S,,.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =0é S,NS, =0 eset (folytatds)

Legyen 8 € S, N S,,. Feltevéseink szerint B ¢ S,. Specidlisan
léteznie kell egy vs élnek, ami 3 szinli. Konnyen lathatd, hogy s
egy eddig nem szerepelt, negyedik csiics.

Tudjuk, hogy S, # 0, igy alkalmas v € P szinre y € S,,.

Feltevéseink szerint v &€ S, S,

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Vizsgaljuk Gg, w-t tartalmazé komponensét.

«aO0)>» «F» « =)» Q>



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =0é S,NS, =0 eset (folytatds)

Vizsgaljuk Gg, w-t tartalmazé komponensét.

Ez sziikségszeriien ut: v-nél szabad (3, igy nem illeszkedik ra 3
szinll él. w-bdl indulva a v-re illeszked6 ~ szin(i éllel indul.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

S.NS, =0é S,NS, =0 eset (folytatds)

Vizsgdljuk Gg, w-t tartalmazé komponensét.

Ez sziikségszeriien ut: v-nél szabad (3, igy nem illeszkedik ra 3
szinl él. w-bdl indulva a v-re illeszkedd ~ szinii éllel indul.
Végzbdésére tobb lehetbség van:

(1) wu-ban fejezédik be v szinnel.

(2) v-ben fejezédik be az sv, [ szinii éllel.

(3) Egy eddig nem szereplé x csticsban fejezddik be.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds képen

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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P mentén cseréljiink meg a 3, szineket.

«0O)>» «F»r 4
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds vége

P mentén cseréljiink meg a 3, szineket.

Egy mdddsitott j6 szinezéshez jutunk. (1) és (3) esetén a vw él
atszinezhet6 lesz y szinre, és a v mellett felszabadult a szin
kioszthatd uv-re.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds vége

P mentén cseréljiink meg a 3, szineket.

Egy mdddsitott j6 szinezéshez jutunk. (1) és (3) esetén a vw él
atszinezhetd lesz «y szinre, és a v mellett felszabadult « szin
kioszthatd uv-re.

(2) esetén a v-re illeszkedd 3 szinii (nyilvdn egyetlen) él veszti el
szinét. lgy uv a 8 szint kaphatja.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Szunet

30

54 : \m)

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa: Elokésziletek

Szinezenddé G grafunk egyszerii graf, azaz ha két pont szomszédos,
akkor egyetlen él koti 6ket Ossze.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa: Elokésziletek

Szinezenddé G grafunk egyszerii graf, azaz ha két pont szomszédos,
akkor egyetlen él koti 6ket Ossze.

Most a P ={1,2,...,A(G) + 1} palettdval dolgozunk.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa: Elokésziletek

Szinezenddé G grafunk egyszerii graf, azaz ha két pont szomszédos,
akkor egyetlen él koti 6ket Ossze.

Most a P ={1,2,...,A(G) + 1} palettdval dolgozunk.

Ismét feltessziik hogy G egyetlen e = uv él kivételével szinezett (cp
a részleges szinezd fliggvény).

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa: Elokésziletek

Szinezenddé G grafunk egyszerii graf, azaz ha két pont szomszédos,
akkor egyetlen él koti 6ket Ossze.

Most a P ={1,2,...,A(G) + 1} palettdval dolgozunk.

Ismét feltessziik hogy G egyetlen e = uv él kivételével szinezett (cp
a részleges szinezd fliggvény).

Tudjuk, hogy minden x cslics esetén S, nem dres.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa: Elokésziletek

Szinezenddé G grafunk egyszerii graf, azaz ha két pont szomszédos,
akkor egyetlen él koti 6ket Ossze.

Most a P ={1,2,...,A(G) + 1} palettdval dolgozunk.

Ismét feltessziik hogy G egyetlen e = uv él kivételével szinezett (cp
a részleges szinezd fliggvény).

Tudjuk, hogy minden x cslics esetén S, nem dres.

Feltehetjiik, hogy S, NS, = 0.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Legyen a € S, igy a« € S, azaz v-re illeszkedik « szinii él: vuy.

it
N



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa

Legyen v € S, igy a € S, azaz v-re illeszkedik «v szinii él: vu;.

u # uq, hiszen grafunk egyszerii (a tovabbiakban v = v jeldléssel
éliink).

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa

Legyen v € S, igy a € S, azaz v-re illeszkedik «v szinii él: vu;.

u # uq, hiszen grafunk egyszerii (a tovabbiakban v = v jeldléssel
éliink).

Feltehetjiik, hogy S,, NS, = 0.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa

Legyen v € S, igy a € S, azaz v-re illeszkedik «v szinii él: vu;.

u # uq, hiszen grafunk egyszerii (a tovabbiakban v = v jeldléssel
éliink).

Feltehetjiik, hogy S,, NS, = 0.

Valdban, ha a fenti metszet nem ures, akkor az uyv él atszinezheto,
amidltal az o szin szabaddd valik az uv élre és készen vagyunk.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Legyen ap € S, (a tovébbiakban a-ra mint ¢ is hivatkozunk).

«O>» «F»r «=» 4 > Q>



Legyen ap € S, (a tovébbiakban a-ra mint ¢ is hivatkozunk).
Tegytik fel, hogy an # a1 = «.

o 5
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa (folytatas)

Legyen an € S, (a tovébbiakban a-ra mint oy is hivatkozunk).

Tegylik fel, hogy ao # a3 = a.. A fentiek soran tett feltevéseink
miatt ap & S,,.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa (folytatas)

Legyen an € S, (a tovébbiakban a-ra mint oy is hivatkozunk).

Tegylik fel, hogy ao # a3 = a.. A fentiek soran tett feltevéseink
miatt ap € S,. Azaz lesz egy up szomszédja v-nek, amelyre a vus
él szine axp.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa (folytatas)

Legyen an € S, (a tovébbiakban a-ra mint oy is hivatkozunk).

Tegylik fel, hogy ao # a3 = a.. A fentiek soran tett feltevéseink
miatt ap € S,. Azaz lesz egy up szomszédja v-nek, amelyre a vus
él szine axp.

Folytassuk eljarasunkat, amig tudjuk.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Vizing tételének bizonyitdsa (folytatas)

Legyen an € S, (a tovébbiakban a-ra mint oy is hivatkozunk).

Tegylik fel, hogy ao # a3 = a.. A fentiek soran tett feltevéseink
miatt ap € S,. Azaz lesz egy up szomszédja v-nek, amelyre a vus

él szine axp.
Folytassuk eljarasunkat, amig tudjuk. lgy kapjuk az ug, uq,..., up
kiilonbozo csticsokat és o, ap, ..., ay kilonbozé szineket.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Egy véges grifban el kell akadnunk.

«aO0)>» «F» « =)» Q>



Egy véges grafban el kell akadnunk. Hogy torténhet ez meg?

it
-

«0O0>» «F»r» «=» « Q>



lehetGség van:

Egy véges grafban el kell akadnunk. Hogy torténhet ez meg? Két

«0O0>» «F»r» «=» « » Q>



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Elakadas

Egy véges grafban el kell akadnunk. Hogy torténhet ez meg? Két
lehetdség van:
(i) Az uy csticsban vélasztott a1 szabad szin lehet dj az eddigi
«j szinekhez képest, azonban lehet, hogy v-re nem illeszkedik
ilyen szin( él.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Elakadas

Egy véges grafban el kell akadnunk. Hogy torténhet ez meg? Két
lehetdség van:

(i) Az uy csticsban vélasztott a1 szabad szin lehet dj az eddigi
«j szinekhez képest, azonban lehet, hogy v-re nem illeszkedik
ilyen szin( él.

(i) Az uy cstcsban vélasztott a1 szabad szin eléfordulhat az
eddigi o szinek kozott.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Elakadas

Egy véges grafban el kell akadnunk. Hogy torténhet ez meg? Két
lehetdség van:

(i) Az uy csticsban vélasztott a1 szabad szin lehet dj az eddigi
«j szinekhez képest, azonban lehet, hogy v-re nem illeszkedik
ilyen szin( él.

(i) Az uy cstcsban vélasztott a1 szabad szin eléfordulhat az
eddigi o szinek kozott. Legyen i az az index, amelyre
Qpy1 = Q.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Elakadas képen

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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A vuy él atszinezhetd oy i-re, ezzel egy idoben minden vu;
kaphatja az ajyq szint (i =0,1,...,¢—1).

it
a

it

.

«0O)>» «F»r 4 > Q>



A vuy él atszinezhetd oy i-re, ezzel egy idoben minden vu;
kaphatja az ajyq szint (i =0,1,...,¢—1).

Specidlisan az uv kiszinezhet8. Az (ii) eset a problémas.

<O «Fr o« > QA

it
it
.
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Ekkor vegylink egy b € S, szint.

it
-

«0O0>» «Fr «=» « Q>



Ekkor vegyiink egy b € S, szint. Feltehetd, hogy 3 nem szerepel
egyik Sy; halmazban sem (ldsd (i) eset).

it
N
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

(i)

Ekkor vegyiink egy b € S, szint. Feltehetd, hogy S nem szerepel
egyik S,; halmazban sem (ldsd (i) eset).

Vegyiik a G, graf us-et tartalmazé komponensét, ami nyilvan (it

lesz.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

(i)

Ekkor vegyiink egy b € S, szint. Feltehetd, hogy S nem szerepel

egyik S,; halmazban sem (ldsd (i) eset).

Vegyiik a G, graf us-et tartalmazé komponensét, ami nyilvan (it

lesz.

Harom esetlink van:

(iia) ez az Ut 4thalad az u; cstcson (amikor is dthalad az «; szind
ujv élen és v-ben végzddik),

(iib) ez az 4t 4thalad az uj_; cstcson (amikor is ide egy 3 szindi
élen érkezett és itt végzddik),

(iic) nem halad 4t sem az uj, sem az u;_1 csticsokon.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds vége esetei dbran

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Az Gt mentén hajtsuk végre az «;/[3 szincserét.

<O «Fr «E=>» QA



Az Gt mentén hajtsuk végre az «;/[3 szincserét.

A (iia) esetben u;v szine (8 lesz. Mig uyv, upv,
»elforgathatjuk”, amivel uv szint kap.

o 5

, u;v szineit
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds vége

Az Gt mentén hajtsuk végre az «;/3 szincserét.

A (iia) esetben ujv szine (3 lesz. Mig uyv, upv, ..., ujv szineit
»elforgathatjuk”, amivel uv szint kap.

A (iib) esetben wj_jv-nél felszabadul a 8 szin koriil és az (iia) eset
alapjan dolgozhatunk.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds vége

Az Gt mentén hajtsuk végre az «;/3 szincserét.

A (iia) esetben ujv szine (3 lesz. Mig uyv, upv, ..., ujv szineit
»elforgathatjuk”, amivel uv szint kap.

A (iib) esetben wj_jv-nél felszabadul a 8 szin koriil és az (iia) eset
alapjan dolgozhatunk.

A (iic) esetben az [ szin szabadul fel a vu, élre.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

A bizonyitds vége

Az Gt mentén hajtsuk végre az «;/3 szincserét.

A (iia) esetben ujv szine (3 lesz. Mig uyv, upv, ..., ujv szineit
»elforgathatjuk”, amivel uv szint kap.

A (iib) esetben wj_jv-nél felszabadul a 8 szin koriil és az (iia) eset
alapjan dolgozhatunk.

A (iic) esetben az (3 szin szabadul fel a vuy élre. Ismét jovethetjiik
az (i) eset atszinezésének gondolatmenetét.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Megemlitjiik, hogy a BSc-ben tanult Kénig-tétel egy egyszerii
kovetkezménye a kovetkezo tétel.
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Konig tétele

Megemlitjuk, hogy a BSc-ben tanult Kénig-tétel egy egyszerii
kovetkezménye a kovetkezd tétel.

Ha G egy paros graf, akkor

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020
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Bon

A fentiek alapjan Ggy tiinhet, hogy egyszerii grafok élszinezése egy
egyszer(ibb feladat mint a csticsszinezési probléma.
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Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Bonyolultsagelmélet

A fentiek alapjan ugy tiinhet, hogy egyszerii grafok élszinezése egy
egyszeriibb feladat mint a cslicsszinezési probléma.

A latszat csal. A kovetkezo tétel erre vildgit ra azon hallgatok
szamara, akik bonyolultsdgelmélet alapfogalmait ismerik.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Bonyolultsagelmélet

A fentiek alapjan ugy tiinhet, hogy egyszerii grafok élszinezése egy
egyszeriibb feladat mint a cslicsszinezési probléma.

A latszat csal. A kovetkezé tétel erre vildgit ra azon hallgatdk
szamara, akik bonyolultsdgelmélet alapfogalmait ismerik.

Vizsgdljuk az aldbbi dontési problémat: Adott G egyszerii grafrdl
dontsiik el, hogy x.(G) értéke A(G) vagy A(G) + 1.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Az alapkérdés Shannon tétele Vizing tétele Tovabbi tételek

Bonyolultsagelmélet

A fentiek alapjan ugy tiinhet, hogy egyszerii grafok élszinezése egy
egyszeriibb feladat mint a cslicsszinezési probléma.

A latszat csal. A kovetkezé tétel erre vildgit ra azon hallgatdk
szamara, akik bonyolultsdgelmélet alapfogalmait ismerik.

Vizsgdljuk az aldbbi dontési problémat: Adott G egyszerii grafrdl
dontsiik el, hogy x.(G) értéke A(G) vagy A(G) + 1.

Ez a probléma N'P-nehéz.

Hajnal Péter Gréafok élszinezései, SzTE, 2020



Koszonom a figyelmet!

J
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