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Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Az alapkérdés

Alapkérdés

Adott G egyszerli, paros graf, |A| = |F| = n.
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Az alapkérdés

Alapkérdés

Adott G egyszerli, paros graf, |A| = |F| = n.

Van-e G-ben teljes parositds?

Az egyszeriiség és a két szinosztaly azonos mérete természetes
maodon, az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd.
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Véletlen médszer

Az alapkérdés

Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Alapkérdés

Adott G egyszerli, paros graf, |A| = |F| = n.

Van-e G-ben teljes parositds?

Az egyszeriiség és a két szinosztaly azonos mérete természetes
maodon, az altaldnossdg megszoritasa nélkiil feltehetd.

Médszeriink altaldnos grafok vizsgalatat is megengedi, de a
technikai nehézségekbe nem mélyediink el.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021



Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Kdédolas matrixokkal

Definicié

Legyen G egy egyszer(i graf.
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Kdédolas matrixokkal

Definicié

Legyen G egy egyszer(i graf.

G szomszédsagi matrixa Ag, az a matrix, amely sorai és oszlopai
V-vel vannak azonositva, tovabba egy u € V-nak megfelel6 sor és
egy v € V-nek megfelelé oszlop taldlkozasaban 1 szerepl, ha
szomszédosak, 0 kiilonben. )
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Kdédolas matrixokkal

Definicié

Legyen G egy egyszer(i graf.

G szomszédsagi matrixa Ag, az a matrix, amely sorai és oszlopai
V-vel vannak azonositva, tovabba egy u € V-nak megfelel6 sor és
egy v € V-nek megfelel6 oszlop taldlkozdsdban 1 szerepl, ha
szomszédosak, 0 kilonben.

Definicié
Legyen G egy AUF szinosztalyokkal rendelkezd egyszerii paros graf.

| \

N
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Kdédolas matrixokkal

Definicié

Legyen G egy egyszerii graf.

G szomszédsagi matrixa Ag, az a matrix, amely sorai és oszlopai
V-vel vannak azonositva, tovabba egy u € V-nak megfelel6 sor és
egy v € V-nek megfelel6 oszlop taldlkozdsdban 1 szerepl, ha
szomszédosak, 0 kilonben.

Definicié

Legyen G egy AUF szinosztalyokkal rendelkezd egyszerii paros graf.
G péros szomszédsagi matrixa Bg, az a matrix, amely sorai A-val,
oszlopai F-fel vannak azonositva, tovabbd egy a € A-nak megfelel6
sor és egy f € F-nek megfelel6 oszlop taldlkozasidban 1 szerepl, ha
szomszédosak, 0 kulonben.

N
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A kulonbozo matrixok kapcsolatai

Ha Ag szomszédsagi matrixban a sorok/oszlopok felsoroldsdban A
elemei megelézik F elemeit, akkor az A-A, illetve F-F élek hidnya
miatt a matrix bal fels6 és jobb alsd sarkdaban 0-k egy nagy blokkja

taldlhaté.
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A kulonbozo matrixok kapcsolatai

Ha Ag szomszédsagi matrixban a sorok/oszlopok felsoroldsdban A
elemei megelézik F elemeit, akkor az A-A, illetve F-F élek hidnya

miatt a matrix bal fels6 és jobb alsd sarkdaban 0-k egy nagy blokkja
taldlhaté.

Mig a jobb felsé sarokban B¢ szerepel, a bal alsé sarokban pedig
BGT, a paros szomszédsagi matrix transzponaltja

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021



Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozdsi médszer +

A kulonbozo matrixok kapcsolatai

Ha Ag szomszédsagi matrixban a sorok/oszlopok felsoroldsdban A
elemei megelézik F elemeit, akkor az A-A, illetve F-F élek hidnya

miatt a matrix bal fels6 és jobb alsd sarkdaban 0-k egy nagy blokkja
taldlhaté.

Mig a jobb felsé sarokban B¢ szerepel, a bal alsé sarokban pedig
BGT, a paros szomszédsagi matrix transzponaltja

(0 Bg
AG—<B£ o>
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A kulonbozo matrixok kapcsolatai

Ha Ag szomszédsagi matrixban a sorok/oszlopok felsoroldsdban A
elemei megelézik F elemeit, akkor az A-A, illetve F-F élek hidnya

miatt a matrix bal fels6 és jobb alsd sarkdaban 0-k egy nagy blokkja
taldlhaté.

Mig a jobb felsé sarokban B¢ szerepel, a bal alsé sarokban pedig
BGT, a paros szomszédsagi matrix transzponaltja

A < 0 BG>
G — T
B; O
Azaz a pdros szomszédsagi matrix csak a szokdsos szomszédsagi
matrix tomoritése.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A Bg matrix leirja a G egyszerii paros grafot.
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A graf és matrixa

A Bg matrix leirja a G egyszerli paros grafot. A G péros grafra
vonatkozé fogalmak atfogalmazhatdéak a matrixok nyelvére. Az
aldbbiakban egy , szétdrat” ismertetiink.
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A graf és matrixa

A Bg matrix leirja a G egyszerli paros grafot. A G péros grafra
vonatkozé fogalmak atfogalmazhatdéak a matrixok nyelvére. Az
aldbbiakban egy , szétdrat” ismertetiink.

B¢ poziciéi= Ax F
Bg l-esei= E(G)
|A| = |F| = Bg négyzetes matrix
M parositds = minden sorban és oszlopban max egy 1-es van
M teljes parositds = minden sorban és oszlopban pontosan egy 1-es van

= a megfelel6 1-esek egy kifejtési tag tényezbi

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A determinans

Kovetkezmény

det Bg # 0 esetén det B¢ kifejtésében létezik nem 0 tag.
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A determinans

Kovetkezmény

det Bg # 0 esetén det B¢ kifejtésében létezik nem 0 tag.

Ez ekvivalens azzal, hogy l|étezik teljes parositas G-ben.
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A determinans

Kovetkezmény

det Bg # 0 esetén det B¢ kifejtésében létezik nem 0 tag.

Ez ekvivalens azzal, hogy l|étezik teljes parositas G-ben.

A forditott irdny nem igaz.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A permanens

Definicié

Az M permanense

per Mpxn = Z H Mix (i

7TESn i=1
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A permanens

Definicié

Az M permanense

per Mpxn = Z H Mix (i

7TESn i=1

(i) per Bg # 0 esetén G-ben létezik teljes pdrositas.
(i) per Bg a teljes parositdsok szima G-ben.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A permanens

Definicié

Az M permanense

per Mpxn = Z H Mix (i

TESy i=1

(i) per Bg # 0 esetén G-ben létezik teljes parositas.

(i) per Bg a teljes parositdsok szima G-ben.

Sajnos ez az észrevétel nem segit algoritmikus problémank
megoldasdban: per Bg kiszamitasa # P-nehéz.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Polinomok

Definicié

X €ER[xe: e € E(G)]™" : Ve € E(G) esetén Bg e-nek
megfelelé 1-esét x.-vel helyettesitjlik.
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Polinomok

Definicié

X €ER[xe: e € E(G)]™" : Ve € E(G) esetén Bg e-nek
megfelelé 1-esét x.-vel helyettesitjlik.

det(Xg) nem az azonosan 0 polinom akkor és csak akkor, ha
létezik G-ben teljes parositds.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Polinomok

Definicié

X €ER[xe: e € E(G)]™" : Ve € E(G) esetén Bg e-nek
megfelelé 1-esét x.-vel helyettesitjlik.

det(Xg) nem az azonosan 0 polinom akkor és csak akkor, ha
létezik G-ben teljes parositds.

Eszrevétel
(i) G-beli teljes parositasok szdma megegyezik a det(Xg)-ben
szerepl6 kiilonb6z6 monomok szamaval.
(ii) det(Xg)-nek tdl hosszi lehet a standard leirdsa, de
hatékonyan kiértékelhetd, ha xe = e, ahol a. € R, (lasd

numerikus analizis vagy algebra el6adds).
Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Véletlen algoritmus

[m]

=

DA
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Egy véletlen algoritmus

Véletlen algoritmus

Véletlen helyettesités: Minden e élre vegyiink egy
re €{1,..., N}-t, ahol r. uniform eloszlasi valésziniiségi valtozd.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Egy véletlen algoritmus
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Véletlen algoritmus
Véletlen helyettesités: Minden e élre vegyiink egy
re €{1,..., N}-t, ahol r. uniform eloszlasi valésziniiségi valtozd.

DET szamolas: Szamitsuk ki det(Xg)|x.=r.-t.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Egy véletlen algoritmus

Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Véletlen algoritmus

Véletlen helyettesités: Minden e élre vegyiink egy

re €{1,..., N}-t, ahol r. uniform eloszlasi valésziniiségi valtozd.
DET szamolas: Szémitsuk ki det(Xg)|x.=r.-t.

Kiértékelés:

Ha ez nem 0, akkor az output legyen , Létezik teljes parositas”.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021



Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozdsi médszer +

Egy véletlen algoritmus

Véletlen algoritmus

Véletlen helyettesités: Minden e élre vegylink egy
re €{1,...,N}-t, ahol r. uniform eloszlasi valészinliségi valtozé.

DET szamolas: Szédmitsuk ki det(Xg)|x.=r.-t.
Kiértékelés:
Ha ez nem 0, akkor az output legyen , Létezik teljes parositas”.

Ha ez 0, akkor az output legyen ,, Valészinlileg nem létezik teljes
parositas”.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?
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Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?

o  Létezik teljes parositas”: biztosan j6 a vélasz.
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T

Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?

o  Létezik teljes pdrositas”: biztosan j6 a vélasz

e  Valésziniileg nem l|étezik teljes parositas”:
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Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Tévedés

Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?

o  Létezik teljes parositas”: biztosan j6 a vélasz.
e  Valésziniileg nem l|étezik teljes parositas”:
o ha det(Xg) az azonosan 0 polinom, akkor j6 a vilasz;

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Tévedés

Az algoritmusunk tévedhet. De hogyan?

o  Létezik teljes parositas”: biztosan j6 a vélasz.
e  Valésziniileg nem l|étezik teljes parositas”:
o ha det(Xg) az azonosan 0 polinom, akkor j6 a vilasz;
o ha det(Xg) nem az azonosan 0 polinom, akkor
szerencsétlen re-ket valasztottunk, épp det(Xg) gyokeit:
az algoritmus téved.

Célunk, hogy a hibdzas lehetdségét minél kisebbé tegyiik. Erezhetd,
hogy minél nagyobb az N, anndl kisebb a hibadzas valdsziniisége.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Véletlen médszer

Schwartz-lemma

Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Tétel (Schwartz-lemma)

Legyen p(xi,...,xk) € R[x1, ..., xk] egy nem azonos 0 polinom, és
legyenek r; € {1,..., N}-k uniform eloszldsu fliggetlen
valésziniiségi valtozdk, (1 < i < k). Ekkor

de
P(p(ry,...,r) =0) < P

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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k-ra vonatkozé teljes inducidval bizonyitunk.
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Bizonyitas

k-ra vonatkozé teljes induciéval bizonyitunk.
k =1 esetén p € R[x]. Ekkor [{r e R: p(r) = 0}| < deg p, igy

annak a valdszinlisége, hogy egy adott r € {1,..., N} épp gyoke a
p-nek feliilrél becsiilhet & P_nel (r uniform eloszlast).

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Bizonyitas

k-ra vonatkozé teljes induciéval bizonyitunk.

k =1 esetén p € R[x]. Ekkor [{r e R: p(r) = 0}| < deg p, igy
annak a valdszinlisége, hogy egy adott r € {1,..., N} épp gyoke a
p-nek feliilrél becsiilhet & P_nel (r uniform eloszlast).

Tegyiik fel, hogy k — 1 hatdrozatlan esetén teljesiil az allitas. frjuk
fel a k-véltozds p polinomot a kovetkezé alakban:

P(Xt, - oo xk) = Pa(Xts -y Xkt ) XA Pac1 (X1 -y Xk1) X T 4-po(x

ahol pa(x1,...,%xk—1) egy nem azonosan 0 polinom. A felirdsbdl
kovetkezik, hogy deg p > deg p, + a.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Legyen Ry = {(n, ..

) p(n, ..., re) =0}

it
N
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Legyen Ry = {(r1, .-

on) i p(r,. .. r) =0}
Legyen Re—1 = {(r1,---,r&) : Palri,- .., rk—1) = O}.

it
v
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Legyen R = {(r1,...,r) : p(n,...,r) = 0}.
Legyen Rx_1 = {(n,.
Legyen

Q= {(r1, ey rk) : (r1, ey rk_l) Q_f Rk_1, de (r1, RN I‘k) S Rk}.

costk) palri, ... k1) = 0}.

[m] = = =

DA



Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Bizonyitds (folytatas)

Legyen Ry = {(r1,...,rx) : p(r1,...,r) = 0}.
Legyen Rk—l = {(rlu"'vrk) : pa(rh‘ . '7rk—1) = 0}

Legyen
Q= {(rl, ey rk) : (rl, ceey rk,l) Qé Ri_1, de (rl, RN rk) S Rk}
Konnyen lathatd, hogy Ry C Rx_1 U Q.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Bizonyitds (folytatas)

Legyen R = {(r1,...,r) : p(n,...,r) = 0}.

Legyen Rxk—1 = {(r1,.--,rk) : pa(ri,...,rk—1) = 0}.

Legyen

Q={(n,....rn) : (n,...,rk—1) & Rk—1,de (r1,...,rc) € Ri}.
Konnyen lathatd, hogy Ry C Rk_1 U Q.

Az indukcids feltevésbdl Ry_1 valdszinlisége becsiilhetd.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Bizonyitds (folytatas)

Legyen R = {(r1,...,r) : p(n,...,r) = 0}.

Legyen Rxk—1 = {(r1,.--,rk) : pa(ri,...,rk—1) = 0}.

Legyen

Q={(n,....rn) : (n,...,rk—1) & Rk—1,de (r1,...,rc) € Ri}.
Konnyen lathatd, hogy Ry C Rk_1 U Q.

Az indukcids feltevésbdl Ry_1 valdszinlisége becsiilhetd.

Az egy hatdrozatlani polinomok esete alapjan Q valdszinlisége
becstilhetd.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Bizonyitds (folytatas)

Legyen R = {(r1,...,r) : p(n,...,r) = 0}.

Legyen Rxk—1 = {(r1,.--,rk) : pa(ri,...,rk—1) = 0}.

Legyen

Q={(n,....rn) : (n,...,rk—1) & Rk—1,de (r1,...,rc) € Ri}.
Konnyen lathatd, hogy Ry C Rk_1 U Q.

Az indukcids feltevésbdl Ry_1 valdszinlisége becsiilhetd.

Az egy hatdrozatlani polinomok esete alapjan Q valdszinlisége
becsiilhetd.

Osszegezve kapjuk, hogy

degpa+g<degp
N N— N

P(Rk) < P(Rk—1) + P(Q) <

Ezzel beldttuk a tétel allitasat.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A hibazas valdszinliségének csokkentése

A lemmat alkalmazva a véletlen algoritmusra (p = det(Xg),
deg p = n(= |A| = |F])) kapjuk, hogy az N = 2n vélasztassal élve
a hibdzas valdszinlisége legfeljebb %

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A hibazas valdszinliségének csokkentése

A lemmat alkalmazva a véletlen algoritmusra (p = det(Xg),
deg p = n(= |A| = |F])) kapjuk, hogy az N = 2n vélasztassal élve
a hibdzas valdszinlisége legfeljebb %

A hibdzas valdszinlisége tovabb csokkenthetd:

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A hibazas valdszinliségének csokkentése

A lemmat alkalmazva a véletlen algoritmusra (p = det(Xg),
deg p = n(= |A| = |F])) kapjuk, hogy az N = 2n vélasztassal élve
a hibdzas valdszinlisége legfeljebb %

A hibdzas valdszinlisége tovabb csokkenthetd:

N értékének novelésével
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A hibazas valdszinliségének csokkentése

A lemmat alkalmazva a véletlen algoritmusra (p = det(Xg),

deg p = n(= |A| = |F])) kapjuk, hogy az N = 2n vélasztassal élve
a hibdzas valdszinlisége legfeljebb %

A hibdzas valdszinlisége tovabb csokkenthetd:

N értékének novelésével

A fenti paramétervalasztason alapuld valtozat tobbszori, fliggetlen
ismétlésével.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Szunet

30

54 : \m)

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Bevezetés

Probléma

Legyen G péros graf, c : E(G) — R™ Keressiik a
c(M) =>".cpc(e) maximumat, ahol M C E(G) a G pérositdsain
fut keresztiil.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Bevezetés

Probléma

Legyen G péros graf, c : E(G) — R™ Keressiik a
c(M) =3 .cp c(e) maximumat, ahol M C E(G) a G pérositdsain
fut keresztiil.

Definicid

Az M C E(G) = {e1,...,em} parositdshoz tartozé karakterisztikus
fuggvény Xy = (vi) € R™, ahol v; =1, ha ¢; € M, kiilonben 0.
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Bevezetés

Probléma

Legyen G péros graf, c : E(G) — R™ Keressiik a
c(M) =3 .cp c(e) maximumat, ahol M C E(G) a G pérositdsain
fut keresztiil.

Definicid

Az M C E(G) = {e1,...,em} parositdshoz tartozé karakterisztikus
fiiggvény x,, = (vi) € R™, ahol v; =1, ha ; € M, kiilonben 0.

A karakterisztikus vektor komponensei a graf éleivel vannak
azonositva. m = |E(G)| miatt RE(®) és R™ azonosithaté. Ezt
haszndljuk: v; a karakterisztikus vektor i-edik komponense, de
egyben az e; € E(G) élnek megfelelé komponens is.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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c(M) = (¢, x,,), ahol c € RE(G)

it
-

«0O0>» «F»r» «=» « Hac



Alg

c(M) = (¢, x,,), ahol c € RE(G)
|Igy a feladat:

max{(c, x,,) : Mpérositds} = max{(c,x) : x € {x,, : Mpdrositas}}

= max{(c,x) : x € conv{x,, : Mpdrositds}}

o 5
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Az utolsé kifejezésben szereplé geometriai fogalmakat itt is
ismertetjiik.

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa
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Geometria

Az utolsé kifejezésben szereplé geometriai fogalmakat itt is
ismertetjuk.

Definicié
Legyen P C R™ ponthalmaz. Ekkor P konvex burka,

k
convP = {Z )\iBi : A >0, Z)\; =1,p. € P}

i=1

a legsziikebb konvex halmaz, amely P-t tartalmazza.

A konvex burokban osszegylijtott vektorokat a P ponthalmaz
elemei konvex kombinacidinak nevezziik.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Geometria

Az utolsé kifejezésben szereplé geometriai fogalmakat itt is
ismertetjuk.

Definicié
Legyen P C R™ ponthalmaz. Ekkor P konvex burka,

k
convP = {Z )\iBi : A >0, Z)\; =1,p. € P}

i=1

a legsziikebb konvex halmaz, amely P-t tartalmazza.

A konvex burokban osszegylijtott vektorokat a P ponthalmaz
elemei konvex kombinacidinak nevezziik.

A conv{y,, : Mparositas} halmazt jeldljik MP(G)-vel.
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Geometria

Az utolsé kifejezésben szereplé geometriai fogalmakat itt is
ismertetjuk.

Definicié
Legyen P C R™ ponthalmaz. Ekkor P konvex burka,

k
convP = {Z )\iBi : A >0, Z)\; =1,p. € P}

i=1

a legsziikebb konvex halmaz, amely P-t tartalmazza.

A konvex burokban osszegylijtott vektorokat a P ponthalmaz
elemei konvex kombinacidinak nevezziik.

A conv{y,, : Mparositas} halmazt jeldljik MP(G)-vel.
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A diszkrét és folytonos feladat kapcsolata

Altaldban a lehetséges megolddsok halmazanak bovitése kihat a
maximalizalasi feladatra is.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A diszkrét és folytonos feladat kapcsolata

Altaldban a lehetséges megolddsok halmazanak bovitése kihat a
maximalizalasi feladatra is.

Ebben az esetben ez nem igy van. MP(G) konvex, korlatos, zart
halmaz.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A diszkrét és folytonos feladat kapcsolata

Altaldban a lehetséges megolddsok halmazanak bovitése kihat a
maximalizalasi feladatra is.

Ebben az esetben ez nem igy van. MP(G) konvex, korlatos, zart
halmaz.

Egy linedris fiiggvény MP(G)-beli optimumat egy X,, pontban
veszi fel, hiszen

(€> Aip) =Y _Aile,p,) < max(c,p,).

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A max{(c,x) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megolddsa egy
linedris programozasi feladat.

[m]

=

DA
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Linedris programozas

A max{(c,x) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megoldasa egy
linedris programozasi feladat.

Ennek szimplex médszerrel torténd megoldasidhoz sziikséges
MP(G) linearis egyenl&tlenségekkel valé leirasa.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Linedris programozas

A max{(c,x) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megoldasa egy
linedris programozasi feladat.

Ennek szimplex médszerrel torténd megoldasidhoz sziikséges
MP(G) linearis egyenl&tlenségekkel valé leirasa.

Az aldbbiakban néhany olyan egyenlétlenséget gylijtiink Ossze,
amelyek {xn : Mpérositas} elemeire (igy MP(G) pontjaira is)
teljestilnek.
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Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Linedris programozas

A max{(c,x) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megoldasa egy
linedris programozasi feladat.

Ennek szimplex médszerrel torténd megoldasidhoz sziikséges
MP(G) linearis egyenl&tlenségekkel valé leirasa.

Az aldbbiakban néhany olyan egyenlétlenséget gylijtiink Ossze,
amelyek {xn : Mpérositas} elemeire (igy MP(G) pontjaira is)
teljestilnek.

Definicié
Tekintsiik x = (xe : € € E(G)) € RE(®) vektort.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Linedris programozas

A max{(c,x) : x € MP(G)} optimalizalasi feladat megoldasa egy
linedris programozasi feladat.

Ennek szimplex médszerrel torténd megoldasidhoz sziikséges
MP(G) linearis egyenl&tlenségekkel valé leirasa.

Az aldbbiakban néhany olyan egyenlétlenséget gylijtiink Ossze,
amelyek {xn : Mpérositas} elemeire (igy MP(G) pontjaira is)
teljestilnek.

Definicié

Tekintsiik x = (xe : € € E(G)) € RE(®) vektort.

Legyen MI\D(G) = {x € RE(®) . x, >0 Ve € E(G), és 3. 1o Xe <
1vve V(G)}

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A definialt két politép kozott egy iranyl kapcsolat van:

MP(G) C MP(G).

it
N
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A két politép kapcsolata

A definidlt két politdp kozott egy iranyd kapcsolat van:

MP(G) C MP(G).

Altaldban a tartalmazas valédi.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A két politép kapcsolata

A definidlt két politdp kozott egy iranyd kapcsolat van:

MP(G) C MP(G).

Altaldban a tartalmazas valédi.

Erre példa a G = Coiyq graf.
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A két politép kapcsolata

Poliéderes/linedris programozasi médszer +

A definidlt két politdp kozott egy iranyd kapcsolat van:

MP(G) C MP(G).

Altaldban a tartalmazas valddi.
Erre példa a G = Coiyq graf.

Példaul x minden koordindtajat %—nek véve, a kapott vektor eleme
W(G)—nek, viszont nem eleme MP(G)-nek
(X ece(g) Xe = k + 1/4 hipersik elvdgja ezt a vektort MP(G)-tdl).

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Célunk belatni, hogy ha G paros, akkor MP(G) = MP(G).
«O0» «Fr» «Z» «E>» = 9Dar
~ Hajnal Péter Algebrai parositisi algoritmusok, SzTE, 2021



Célunk belatni, hogy ha G paros, akkor MP(G) = MP(G).

Ehhez elég megmutatni, hogy MT’(G) cslicsai egészek.

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



Véletlen médszer Poliéderes/linedris programozasi médszer +

Cél

Célunk belatni, hogy ha G paros, akkor MP(G) = MP(G).
Ehhez elég megmutatni, hogy I\/ﬂl\:’(G) cslicsai egészek.

Valéban: I\/ﬂTD(G) egész koordindtajd pontjai pontosan
{xm : Mpérositas} elemei!

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Cél

Célunk belatni, hogy ha G paros, akkor MP(G) = MP(G).
Ehhez elég megmutatni, hogy I\//II\-"(G) cslicsai egészek.

Valéban: I\/ﬂTD(G) egész koordindtajd pontjai pontosan
{xm : Mpérositas} elemei!

MP(G) viszont cstcsai konvex burka, igy a masik irdnyu
tartalmazds is adddik.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A célhez vezeto Lemma

Legyen 100 egy G paros graf pont-él illeszkedési matrixa. Ekkor
120 minden négyzetes R részmatrixanak determindnsa a
{—1,0,1} egy eleme.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A célhez vezeto Lemma

Legyen 4l c egy G paros graf pont-él illeszkedési matrixa. Ekkor
120 minden négyzetes R részmatrixanak determindnsa a
{—1,0,1} egy eleme.

MI\D(G) minden csticsat megkapjuk Ggy, hogy a politépot leird
egyenl6tlenségek koziil kivalasztunk néhdnyat, amelyek
egyenléségjellel egy egyértelmiien megoldhatd rendszert alkotnak.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A célhez vezeto Lemma

Legyen 4l c egy G paros graf pont-él illeszkedési matrixa. Ekkor
120 minden négyzetes R részmatrixanak determindnsa a
{—1,0,1} egy eleme.

MI\D(G) minden csticsat megkapjuk Ggy, hogy a politépot leird
egyenl6tlenségek koziil kivalasztunk néhdnyat, amelyek
egyenléségjellel egy egyértelmiien megoldhatd rendszert alkotnak.

Az egyértelmii megoldas a tetszOlegesen kivalasztott csiics.
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A célhez vezeto Lemma

Legyen 4l c egy G paros graf pont-él illeszkedési matrixa. Ekkor
120 minden négyzetes R részmatrixanak determindnsa a
{—1,0,1} egy eleme.

MI\D(G) minden csticsat megkapjuk Ggy, hogy a politépot leird
egyenl6tlenségek koziil kivalasztunk néhdnyat, amelyek
egyenléségjellel egy egyértelmiien megoldhatd rendszert alkotnak.

Az egyértelm(i megoldas a tetszélegesen kivalasztott cstics.

Az egyértelmii megoldads Cramer-szabdllyal is felirhaté. Ekkor a
koordinatak két determinans hanyadosaként adédnak. A
detemindnsokban egészek vannak, a nevezd értéke pedig
nem-nulla.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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A célhez vezeto Lemma

Legyen 4l c egy G paros graf pont-él illeszkedési matrixa. Ekkor
120 minden négyzetes R részmatrixanak determindnsa a
{—1,0,1} egy eleme.

MI\D(G) minden csticsat megkapjuk Ggy, hogy a politépot leird
egyenl6tlenségek koziil kivalasztunk néhdnyat, amelyek
egyenléségjellel egy egyértelmiien megoldhatd rendszert alkotnak.

Az egyértelm(i megoldas a tetszélegesen kivalasztott cstics.

Az egyértelmii megoldads Cramer-szabdllyal is felirhaté. Ekkor a
koordinatak két determinans hanyadosaként adédnak. A
detemindnsokban egészek vannak, a nevezd értéke pedig
nem-nulla. A Lemma alapjan ez a nem-nulla szdm +1.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes

indukcidval bizonyitunk. k = 1 esetén nyilvanvalé az allitas.

[m]

=
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Lemma bizonyitdsa

Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes
indukcidval bizonyitunk. k =1 esetén nyilvanvalé az allitas.

100 sorai (és igy R soraiis) az A és F kategdridk kozt oszlanak
meg.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa

Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes
indukcidval bizonyitunk. k =1 esetén nyilvanvalé az allitas.

100 sorai (és igy R soraiis) az A és F kategdridk kozt oszlanak
meg.

1. eset: R valamelyik oszlopaban nulla vagy egy 1-es szerepel.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa

Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes
indukcidval bizonyitunk. k =1 esetén nyilvanvalé az allitas.

100 sorai (és igy R soraiis) az A és F kategdridk kozt oszlanak
meg.

1. eset: R valamelyik oszlopaban nulla vagy egy 1-es szerepel.
Ekkor ezen oszlop szerint fejtsiik ki a determinanst. Vagy biztos

0-t kapunk (R-ben csupa 0 oszlop szerepel), vagy az indukcids
Iépes alapjan leszlink készen.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa

Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes
indukcidval bizonyitunk. k =1 esetén nyilvanvalé az allitas.

100 sorai (és igy R soraiis) az A és F kategdridk kozt oszlanak
meg.

1. eset: R valamelyik oszlopaban nulla vagy egy 1-es szerepel.
Ekkor ezen oszlop szerint fejtsiik ki a determinanst. Vagy biztos

0-t kapunk (R-ben csupa 0 oszlop szerepel), vagy az indukcids
Iépes alapjan leszlink készen.

2. eset: R minden oszlopaban két 1-es van.
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Lemma bizonyitdsa

Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes
indukcidval bizonyitunk. k =1 esetén nyilvanvalé az allitas.

100 sorai (és igy R soraiis) az A és F kategdridk kozt oszlanak
meg.

1. eset: R valamelyik oszlopaban nulla vagy egy 1-es szerepel.
Ekkor ezen oszlop szerint fejtsiik ki a determinanst. Vagy biztos
0-t kapunk (R-ben csupa 0 oszlop szerepel), vagy az indukcids
Iépes alapjan leszlink készen.

2. eset: R minden oszlopaban két 1-es van. // Ekkor
sziikségszerlien egy A-beli és egy F-beli.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Lemma bizonyitdsa

Legyen R egy k x k méretli részmatrix. k-ra vonatkozé teljes
indukcidval bizonyitunk. k =1 esetén nyilvanvalé az allitas.

100 sorai (és igy R soraiis) az A és F kategdridk kozt oszlanak
meg.

1. eset: R valamelyik oszlopaban nulla vagy egy 1-es szerepel.
Ekkor ezen oszlop szerint fejtsiik ki a determinanst. Vagy biztos
0-t kapunk (R-ben csupa 0 oszlop szerepel), vagy az indukcids
Iépes alapjan leszlink készen.

2. eset: R minden oszlopaban két 1-es van. // Ekkor
sziikségszerlien egy A-beli és egy F-beli.

Ekkor az A-beli sorok osszege egyenlé az F-beli sorok osszegével.
A determinans értéke emiatt 0.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Eredményeink osszefoglaldsa

Definicid

Egy M matrix totdlisan unimodularis, ha minden négyzetes
aldeterminansa 0 vagy +1.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Eredményeink osszefoglaldsa

Definicid

Egy M matrix totdlisan unimodularis, ha minden négyzetes
aldeterminansa 0 vagy +1.

Kovetkezmény

Ha G paros, akkor
a) 1¢l¢ totdlisan unimodularis,
b) MP(G) = MP(G).

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Linearis programozason alapulé algoritmus

[m]

=

DA




Algoritmus
Linearis programozason alapulé algoritmus
feladatot.

(Algebraizalés/LP megfogalmazas) irjuk fel az MI\D(G)-t leiré LP

[m]

=

DA
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Algoritmus

Linearis programozason alapulé algoritmus

(Algebraizalas/LP megfogalmazas) irjuk fel az MP(G)-t leiré LP
feladatot.

(LP megoldas) Oldjuk meg szimplex médszerrel.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Algoritmus

Linearis programozdson alapulé algoritmus

(Algebraizlds/LP megfogalmazas) irjuk fel az MP(G)-t leiré LP
feladatot.

(LP megoldas) Oldjuk meg szimplex médszerrel.
// A megoldés garantéltan egész koordindtaju lesz, igy egy
parositast ir le.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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Algoritmus

Linearis programozdson alapulé algoritmus

(Algebraizlds/LP megfogalmazas) irjuk fel az MP(G)-t leiré LP
feladatot.

(LP megoldas) Oldjuk meg szimplex médszerrel.

// A megoldés garantéltan egész koordindtaju lesz, igy egy
parositast ir le.

(Kombinatorizalas) A megoldést elolvassuk mint egy M élhalmaz
karakterisztikus vektora. M az algoritmus outputja.

Hajnal Péter Algebrai parositasi algoritmusok, SzTE, 2021
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