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Edmonds—Karp-algoritmus Dinic-algoritmus

Reziduadlis haldzat

Egy folyam rezidudlis halézata: R

Legyen H egy halézat (8 jelolje H grafjat, s a forrds, t a nyeld, ¢
a kapacitasfiiggvény) és benne egy f folyam.

R forras és nyel6je ugyanaz mint H-ban. A R grafja legyen 8,.
Ennek csticshalmaza V/(G), a forrds/nyel6 par ugyanaz, s/t. G,
éleit és kapacitdsait a kovtekezéképpen kapjuk: Minden olyan
e=mve E(E) élre a kovetkezét végezziik el:

(i) Ha 0 < f(e) < c(e), akkor felvesziink egy e = uv élet
c(e) — f(e) kapacitassal, tovabba felvesziink egy e, = vii élet
f(e) kapacitassal.

(ii) Ha 0 = f(e) < c(e), akkor felvesziink egy e = uV élet

c(e) — f(e) kapacitassal.
(iii) Ha 0 < f(e) = c(e), akkor felvesziink egy e, = Vi élet f(e)
kapacitassal.
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s 7

Rezidudlis graf és javitd ut

/////

o Az f folyam G-beli javité dtjai és a G,-beli irdnyitott st utak
kozott egy nyilvanvald bijekcié van.

e Valdban, egy g—beli J javité Ut esetén az e € Egsre(J) élekre az
e, éleket, mig a e € Epgra(J) élekre az e, éleket véve egy
irdnyitott utat kapunk G ,-ben.

e Forditva: Legyen ? egy iranyitott st Ut é,—ben. Ekkor minden
el élére véve (e € E(G), € € {+,—1}) élre véve az e , 6s élt" egy
javité at élhalmazat kapjuk.
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Ford—~Fulkerson-algoritmus egy kicsit masképp

Dinic-algoritmus

A Ford—Fulkerson-algoritmus egy alternativ targyalasa:

Ford—Fulkerson-algoritmusa javité Ut keresésére

(1) Epitsiik fel a reziduslis halézat G, grafiat.
(2) Keressiink irdnyitott st utat Er—ben.

Ford és Fulkerson keresése , naiv’ volt.
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Naiv irdnyitott ut keresés

o A

Beisre = {x € V\S :van olyan y € S, hogy yX € E és f(yx) < c(yX)},
illetve

Bhstra = {x € V\S :van olyan y € S, hogy ><_)>/ € E és f()(_)>/) > 0}

halmazok azon csticsokat tartalmazzak, amelyekkel egy mar
megtalalt javitd Ut kezdemény tovdbb novelheté.

e Ezek most az S-bél kivezetd reziduilis élek.

e Ezen halmazok elsé megtalalt eleménél az algoritmus update-elte
az S halmazt és tovabblépett.
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Edmonds és Karp otlete: Szélességi keresés

Edmonds—Karp javité Ut keresése

Adott egy H haldzat és benne egy f folyam.

(R) Rezidualis graf felépitése: Epitsiik fel a 8, rezidualis
grafot.

(1) Inicializalas: Legyen So = {s}, i =0,
// S=S0U...US;, azon csiicsok halmaza ahova taldltunk
javité ut kezdeményt.

(B) Bovités: Legyen Sji;1 azon csiicsok halmaza, amelyekbe
vezet iranyitott él S;-bél.

e Ha t € S;,1, akkor taldltunk egy irdnyitott st utat a
rezidudlis grafban, azaz taldltunk egy javité utat.

e Ha S;11 = (), akkor a keresés sikertelen.

e Ha t & Sitq1 # 0, akkor i < i + 1 és vissza (B)-hez.
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A szélességi keresés tulajdonsagai

e Ha sikertelen a keresés, akkor a kifulladaskori S halmazbdl nem
lép ki él és t ¢ S. Azaz nincs is St at.

e Az S; halmazoknak a kovetkezé tulajdonsdg nagyon fontos lesz:
(*) Minden Xy € E(g) x €S, x€Sjesetén j <+ 1.

e Ez a véltozat (x) miatt garantélja, hogy a legrdvidebb javité utat
talaljuk meg.
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A szélességi keresés tulajdonsagai

e A Ford—Fulkerson-algoritmus optimalis folyamot keres. Azonban
pontos valds aritmetika feltételezése mellett ciklizalhat.

e Edmonds és Karp hozzéjaruldsa az volt, hogy észrevették, ha a
legrovidebb javité uttal dolgoznak, akkor a javitdasok szdma
becsiilhetd a halézat alapgrafjdnak paramétereivel. A becslésiik a
cslics- és pontszam polinomidlis fiiggvénye lesz.

e A tovabbiakban feltessziik, hogy Edmonds és Karp keresése
sikeres. Ami miatt aggddunk az az, hogy sokszor lesz sikeres
keresés és sok kozblilsé folyam vezet el az optimélishoz. Egyetlen
egyszer lesz sikertelen a keresés. Ez az aktudlis folyam optimalis
mivoltjat igazolja. A sikertelen keresés , koltsége” miatt nem kell
aggddnunk.
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A rezidudlis graf kiritkitasa

Definicid

Tegyiik fel, hogy sikeres a keresés és t € S;. 89 legyen az a
részgraf a rezidudlis grafban, amely cstcsai
SQUSPUSIU...USD, ahol S? az S halmaz azon csicsai,
amelyen dthalad legrovidebb javité (t, tovabba élei a legrovidebb
javité utak élei. igy S§ = {s}, SO = {t}, 89 osszes éle valamelyik
S9-bél indul és 5?+1—be vezet és ¢ a legrovidebb javitd Ut hossza.

4

o Az SIQ halmazokat szinteknek nevezzuk. 89 egy szintezett graf.

e Minden legrovidebb javité Ut cslcsai a
S9— 89— 89— ... — S szinteket kdvetik.
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0 7 7
, meghatdrozasa

e Ha t € 5y bekovetkezik, akkor egy ,, visszahaladd” szélességi
kereséssel ki tudjuk tisztitani az S; halmazokat Ggy, hogy csak azok
a cstcsok maradjanak meg amin keresztul megy egy legrovidebb
javité at.

e Legyen SP azon csucsok halmaza S;-bdl amelybe vezet6 i hosszi
javité Ut kezdemény t-be folytathaté gy, hogy egy legrovidebb
javité at legyen.

e A meghatdrozas koltsége O(|E| + V), ami O(|E|), ha G
Osszefliggd (G az alapgraf irdnyitasat elfelejtve kapott irdnyitatlan
graf).

Hajnal Péter Javitott folyamok algoritmusok, SzTE, 2020



Edmonds—Karp-algoritmus Dinic-algoritmus

Edmonds—Karp-algoritmus analizise

Definicié: fazisok

A futds els6 javitdsa megnyitja az els6 fazist.

Minden tovabbi javitas esetén megnézziik, hogy megtalalt
legrovidebb javité Ut hossza megegyezik-e az €l6z06 javitas sordn
taldlt legrovidebb javité Gt hosszaval.

Ha igen, akkor a fazist folytatjuk. Ha a hosszban viltozas 4ll be,
akkor az aktudlis fazis az el6z6 javitdssal véget ért, az (j javitds
egy uj fazist kezd.

Edmonds—Karp

(i) Az egymdst kovetd fazisok folyaman a legrovidebb javité dt
hossza no.

(ii) Egy fézison beliil G0 élhalmaza csikken.
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Kovetkezmény

Elészor kimondunk egy nyilvdnvalé kovetkezményt.

Kovetkezmény

Az Emonds—Karp-algoritmus futdsa legfeljebb |V/| fazisbdl 4ll.
Minden fazis legfeljebb |E| javitast tartalmaz. Azaz az algoritmus
legfeljebb |V - |E| javitas utan megtalal egy optimalis folyamot.

Specidlisan az Edmonds—Karp-algoritmus futasi ideje

VIIEJO(IE| + V) = O(IV||EP).

A kovetkezmény nyilvdnvald hiszen | V| - |E|-szer kell megtaldlni
egy javitd utat és javitani. Ez utdbbi feladat-par

O(|V| + |E|) = O(|E|) 1épésben elvégezhetd (feltessziik, hogy
alaphdlézatunk Gsszefiiggd).
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A tétel bizonyitasa: (i)

Egy javitas alatt taldlunk egy javité utat. Ennek csticssorozata
V=S5,V € SP,...,Vg_l € S?_l,Vg: t.

o

Ez egy iranyitott Gt lesz G/ -ban.

Kiszamoljuk é-t és az (it minden élén megviéltoztatjuk az ott folyd
anyagmennyiséget.

0-t Ggy viélasztottuk meg, hogy valamelyik élen a folyé
anyagmennyiség eléri a kapacitdst, vagy lenulldzédik.

Az ilyen él(ek) az 4j G, rezidudlis grafban mar nem szerepelnek.

Qo

. sem tartalmazhatja az ilyen éleket. Ez a veszteség

Azaz az (j
az eredeti 89 egy éle.
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A tétel bizonyitasa: (i) (folytatas)

Mas vdltozds még az lehet, hogy egy a javitd Uton szerepelt él
(amely G/-hez hozzdjarult) mellé ellentétes irdnyban megjelenik
egy uj él. Ez torténik, ha egy 0 anyagmennyiségli élen megjelenik
valamennyi anyag. Vagy egy kapacitasnyi anyagmennyiséget
szallitd élen lecsokken az anyagmennyiség.

Egy él mellett egy ellentétes iranyl él megjelenése utdn is teljesiil a
(%) tulajdonsdg az 4j G, grafra a régi So, S, ... halmazokkal.

igy a legrovidebb st Gt hossza nem lehet (-nél kisebb (t€ Sy /a
kordbbi legrovidebb javité Ut hossza), azaz nem csokkenhet.
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A tétel bizonyitasa: (ii)

Dinic-algoritmus

A rezidudlis grafban megjelend ellentétes él a fentiek miatt egy
Si+1-bdl Sj-be vezetd él lehet csak, ahol i+ 1 < ¢ (ahol t € Sy).

Ez garantilja, hogy az (] @ graf nem tartalmazhat mas élt mint a
korabbi.

Sét az élfogyas is sziikségszerli § valasztdsa miatt (lasd fenn).
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Szunet
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Edmonds—Karp gyengeségei

Lattuk, hogy a szélességi kereséssel (O(|E| + |V|) = O(|E|)
lépésben) kiszamolhatunk egy G, gréfot. Ebben ott van az Gsszes
legrovidebb St at, sét egy csak O(|V]) Iépéssel kiolvashaté a @
grafbdl.

Edmonds és Karp a széleségi keresés egy egyszerii valtozatat
futtatta: cimkézett, amig t cimkét nem kapott, és az okozati élek
egy szélességi keres6 fat adtak nekik.

Minden javitdshoz egy (j szélességi keresést inditottak.
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Dinic otlete

Tartsuk meg Edmonds—Karp algoritmusanak alapstrukturdjat.

Egy fazison kezdeténél azonban hatarozzuk meg a ?ﬁ grafot. (Ez
egy egyszeri koltség.)

Ha ismert a @ akkor ebbél egy legrovidebb javité ut O(|V])
koltséggel adddik.

Egy fazison beliil egy javitds utan ne épitsiik fel az (j Bﬁ grafot a
semmibdl.

Latjuk, hogy itt egy csokkenés torténik.

A G

grafot ,,update-eljiuk”, azaz a csokkenést szamoljuk ki.
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Dinic tétele

Dinic tétele

-

Egy fazison beliil a G

© graf valtozdsa O(|E|) koltséggel
nyilvantarthatd.

Ezt a tételt egy késObbi témakorben fogjuk targyalni.
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A haszon

|V| fazisunk van.

Egy fazisban |E| darab javitds lehetséges.

Azonban, minden fazisban csak egyszer épitjiik fel a 89 grafot:
ennek koltsége O(|E|)).

Minden javité 4t megtaldldsa O(| V) koltségii.
89 az egész fazisra vonatkozd update koltsége O(|E|).

A teljes folyam algoritmus koltsége:

[VI(O(IEN) + O(IE]) - O(|V]) + O(IED) = O(IVI?|E]).
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Osszegzés

Dinic tétele

Adott halézatban a Dinic-algoritmus O(|V/|?|E|) lépésben
megtalalja az optimalis folyamot.

Hajnal Péter Javitott folyamok algoritmusok, SzTE, 2020



Koszonom a figyelmet! |




	Edmonds—Karp-algoritmus
	Dinic-algoritmus

